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Введение

К настоящему времени, опубликовано довольно большое количество учебников и различных методических пособий, посвященных такой математической дисциплине как теория вероятностей. Однако, при работе над ними, авторы брали за основу рабочие программы, разработанные для конкретных направлений подготовки в конкретных учебных заведениях. 

При работе над настоящим пособием, основная цель преследуемая авторами состояла в том, чтобы создать сборник контрольных заданий содержащий краткие теоретические пояснения излагаемого материала, с учетом специфики подготовки студентов заочной формы обучения в ИЭП Нижегородского государственного университета, с конкретной ориентацией на рабочие программы по таким направлениям подготовки как Менеджмент (38.03.02) и Экономика (38.03.01). Кроме того, пособие может быть использовано в процессе подготовки по направлению Управление персоналом (38.03.03) при изучении дисциплины Математика .


Пособие состоит из четырех разделов, каждый из которых включает в себя краткое изложение теоретического материала, примеры решения типовых задач и задач предназначенных для самостоятельного решения. Последние, брались из материалов, используемых авторами при подготовке настоящей рукописи, что отмечено путем приведения соответствующих ссылок указанных после каждого номера задачи в квадратных скобках. Кроме того, пособие содержит Приложение с табличными значениями функций необходимых для решения ряда задач, а также списки требуемой для освоения материала обязательной и дополнительной литературы с указанием соответствующих Интернет-ресурсов.
Раздел 1. 
Предмет теории вероятностей, ее основные понятия и задачи

Теория вероятностей это математическая наука, изучающая закономерности в явлениях (событиях) с неопределенным исходом, которые при неограниченном воспроизведении одного и того же испытания (опыта) каждый раз протекают несколько по-иному. Ее основными понятиями являются элементарное событие и пространство элементарных событий. Под элементарным событием следует понимать появление или наоборот не появление того или иного исхода испытания. Пространство элементарных событий представляет собой множество, каждому элементу которого соответствует один исход испытания. Подмножество пространства элементарных событий принято называть случайным событием, которое в результате испытания может произойти или не произойти (выпадение цифры при подбрасывании монеты, звонок по сотовому телефону в данную минуту и т. д.). Именно математические модели случайных событий и представляют предмет исследования теории вероятностей. 

Задачи теории вероятностей, в первую очередь, заключаются в том, чтобы осуществлять научный прогноз различных явлений за счет предвидения вероятностей предшествующих им других более сложных явлений. Кроме того, с помощью теории вероятностей осуществляется количественная оценка влияния различных случайных факторов на результат какого-либо конкретного испытания. Последнее, представляет интерес для экспериментаторов, с точки зрения изучения возможности оказания влияния на конечный результат этого испытания.


Каждое из событий обладает той или иной степенью возможности появления, которая (количественно) характеризуется его вероятностью. Событие считается достоверным, если в результате опыта оно обязательно должно произойти. (выпадение одной из шести граней при бросании игральной кости). Его вероятность равна единице. Противоположным достоверному событию считается событие невозможное, которое не может произойти в данном опыте (выпадение десяти очков при бросании игральной кости). Его вероятность равна нулю. В том случае, если вероятность события не равна нулю но близка к нему, данное событие принято называть практически невозможным. А если вероятность не равна единице, но близка к ней – практически достоверным.

Если в результате осуществления какого-либо опыта, одно из нескольких событий обязательно должно произойти, то считается что последние образуют полную группу событий. В качестве примера можно привести обязательное появление 1, 2, 3, 4, 5 или 6 очков при бросании игральной кости. При этом, вполне понятно, что любые два из событий (например, одновременное появление «2» и «5» очков) не могут произойти одновременно. Такие события и им подобные принято называть несовместными. 

Если можно считать, что ни одно из всех возможных событий появляющихся в результате испытания, не является объективно более возможным чем другие (как в случае появления определенного количества очков при бросании игральной кости), то такие события принято называть равновозможными и считать что данное испытание (опыт) обладает симметрией и «сводится к схеме случаев».
1.1.Вероятность случайного события. Классическое определение вероятности Элементы комбинаторики.

Как известно, каждое испытание завершается некоторым исходом (результатом) или событием. Для обозначения событий используются заглавные буквы латинского алфавита A, B, C,…. Каждое из них, как уже отмечалось выше, обладает какой-то степенью возможности своего появления. Числовая мера этой возможности, например какого-либо события A, представляет собой не что иное как вероятность его появления и обозначается символом 
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 несовместных равновозможных его исходов (случаев), 
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 случаев благоприятствуют событию А. Тогда, согласно классическому определению, вероятность события 
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 определяется отношением числа исходов ему благоприятствующих, к общему числу исходов:
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В том случае если А – достоверное событие, то 
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Пример 1. Игральную кость подбрасывают один раз. Найти вероятность событий: А – появление четного числа очков; В – появление не менее пяти очков; С – появление не более пяти очков.

Решение. Испытание имеет шесть равновозможных независимых исходов (появление одного, двух, трех, четырех, пяти или шести очков), образующих полную систему. Из них, событию А благоприятствуют три исхода (выпадение двух, четырех и шести очков), поэтому 
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; событию В – два исхода (выпадение пяти и шести очков), поэтому 
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; событию С – пять исходов (выпадение одного, двух, трех, четырех и пяти очков), следовательно 
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При вычислении вероятности, часто приходится использовать формулы комбинаторики – раздела математики, который изучает, в частности, методы решения дискретных (комбинаторных) задач, т.е. задач на подсчет числа различных комбинаций. Если выборки (комбинации) из 
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 элементов отличаются только порядком расположения этих элементов, то их принято называть перестановками из 
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 элементов.
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В том случае, если в перестановках из общего числа 
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 элементов имеется некоторое подмножество, состоящее из 
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 элементов, в котором 1-й элемент  повторяется 
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, то такие перестановки принято называть перестановками с повторением из 
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Если выборки из 
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 элементов по 
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 отличаются друг от друга только составом элементов, то их называют сочетанием из 
[image: image30.wmf]n

 элементов по 
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В случае, когда некоторые элементы (или все) могут оказаться одинаковыми, то такие сочетания называются сочетаниями с повторениями из 
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 элементов по 
[image: image34.wmf]m

: 





[image: image35.wmf]m

1

-

m

n

m

n

C

C

~

+

=

.




      (5)

Выборки из 
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 элементов по 
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, отличающиеся друг от друга либо составом элементов, либо порядком их расположения (либо и тем и другим) представляют собой размещения из 
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Если некоторые элементы (или все) могут оказываются одинаковыми, то такие размещения называются размещениями с повторениями из 
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 элементов по 
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Рассмотрим конкретные примеры непосредственного вычисления вероятностей.

Пример 2. В урне находится 7 красных и 6 синих шаров. Из урны одновременно вынимают два шара. Какова вероятность того, что оба шара красные (событие А)?

Решение. Общее число равновозможных независимых исходов равно
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Событию А благоприятствуют 
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 исходов. Следовательно, его вероятность определяется отношением: 
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Пример 3. В партии из 24 деталей пять бракованных. Из партии выбирают наугад 6 деталей. Найти вероятность того, что среди этих 6 деталей окажутся 2 бракованных (событие В).

Решение. Общее число равновозможных независимых исходов равно
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Число исходов 
[image: image48.wmf]m

 благоприятствующих событию В может быть определено следующим образом:
Среди шести взятых наугад деталей должно быть 2 бракованных и 4 стандартных. Две бракованные детали из пяти можно выбрать 
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 способами, а 4 стандартных детали из 19 стандартных можно выбрать 
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 способами. Каждая комбинация бракованных деталей может сочетаться с каждой комбинацией стандартных деталей, поэтому .
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Пример 10. Девять различных книг расставлены наудачу на одной полке. Найти вероятность того, что четыре определенные книги окажутся поставленными рядом (событие С).

Решение. Здесь число равновозможных независимых исходов есть n=P9=9! Подсчитаем число исходов m, благоприятствующих событию С. Представим себе, что четыре определенные книги связаны вместе, тогда эту связку можно расположить на полке Р6=6! способами (связка плюс остальные пять книг). Внутри связки четыре книги можно переставлять Р4=4! способами. При этом каждая комбинация внутри связки может сочетаться с каждым из Р6 способов образования связки, т.е. 
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Следовательно, 
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Пример 11. Сколько можно составить восьмизначных чисел, которые состоят из цифр 2, 3 и 4 при условии что цифры 2 и 3 повторяется по 3 раза, а цифра 4 – 2 раза ? 

Решение. Каждое восьмизначное число будет отличаться от другого порядком следования цифр (в данном случае, 
[image: image55.wmf]3
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, а их сумма равна 8). Т.е., ответом будет являться перестановка из 8 элементов (см. формулу (3)):
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1.2 Действия над событиями.
В процессе решения задач, непосредственный подсчет случаев благоприятствующих данному событию может оказаться очень затруднительным. В связи с этим, для определения вероятности события часто бывает более удобным представление рассматриваемого события в виде комбинации других событий  являющихся более простыми. При этом необходимо знать такие правила действий над событиями как сумма, разность и произведение.
1.2.1.
Сумма событий
Определение: Суммой нескольких событий принято называть событие, которое состоит в наступлении хотя бы одного из них. 

Так, например, в простейшем случае, когда событий два (А и В), сумма (А+В) означает такое третье событие С, которое, если они совместны, состоит в появлении либо события А либо В, или того и другого, и наступление либо А либо В, если они несовместны.
Теоремы сложения вероятностей:
Теорема 1: Вероятность наступления одного из нескольких несовместных событий равна сумме вероятностей этих событий.
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(8)
Отметим, что применение данной теоремы всегда требует проверки рассматриваемых событий на предмет их совместности !

Пример 12. В лотерее разыгрывается 1000 билетов, при этом, на один выигрышный билет приходится 100 руб., на 5 билетов – 20 руб., на 100 билетов – 5 руб. Найти вероятность выигрыша не менее 20 рублей по одному лотерейному билету.

Решение. Пусть 
[image: image60.wmf]1
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 – событие состоящее в выигрыше 5 руб., тогда
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пусть 
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 – событие выигрыша 20 руб., тогда
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пусть 
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 – событие выигрыша 100 руб., тогда
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События 
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 – несовместны.

Пусть 
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 – событие выигрыша ( 20 руб., тогда 
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 поскольку наступит или 
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, или 
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, то согласно (8):
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Теорема 2: Вероятность суммы двух совместных событий 
[image: image74.wmf]A

 и 
[image: image75.wmf]B

 равна сумме вероятностей этих событий без вероятности их совместного появления, то есть




[image: image76.wmf])

(

)

(

)

(

)

(

B

A

P

B

P

A

P

B

A

P

×

-

+

=

+





(9)
Пример 13. Найти вероятность, что при подбрасывании двух игральных кубиков хотя бы один раз выпадет 6 очков.

Решение. Введем события:


[image: image77.wmf]A

 – выпадение 6 очков на 1-ом кубике


[image: image78.wmf]B

 – выпадение 6 очков на 2-ом кубике

Ввиду того, что события 
[image: image79.wmf]A

 и 
[image: image80.wmf]B

 совместны, то есть 6 очков по условию задачи может появиться либо на одном из кубиков, либо на обоих сразу, то согласно теореме 2.
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С учетом того, что 
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получим:
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1.2.2
Разность событий
Определение: Разностью двух событий 
[image: image86.wmf]A

 и 
[image: image87.wmf]B

: 
[image: image88.wmf]B
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 принято называть событие, которое состоится, если 
[image: image89.wmf]A

 произойдет, а 
[image: image90.wmf]B

 не произойдет. 
Пример 14. Победитель соревнования награждается: призом (событие 
[image: image91.wmf]A

), денежной премией (событие 
[image: image92.wmf]B

), медалью (событие 
[image: image93.wmf]C

). Что представляет собой, например, событие 
[image: image94.wmf]B
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 ?
Решение. Событие 
[image: image95.wmf]B
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 заключается в награждении победителя одновременно и призом, и премией без выдачи медали.
Примечание:  Разность двух событий 
[image: image96.wmf]A

 и 
[image: image97.wmf]B

 можно представить и как произведение события 
[image: image98.wmf]A

 на событие противоположное 
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: 
[image: image100.wmf]B

, т.е.: 
[image: image101.wmf]B
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. Соответственно в примере 14 интересующее событие можно представить в виде: 
[image: image102.wmf]B
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1.2.3.
Произведение событий
Определение: Произведением двух событий 
[image: image103.wmf]AB

 называется такое третье событие, которое состоит в их совместном появлении.

Если событий более двух, то их произведением называется событие, которое состоит в совместном появлении всех этих событий.
1.3.Условная вероятность. Теорема умножения вероятностей. Независимые события.
Определение: Условной вероятностью 
[image: image104.wmf])
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 принято называть вероятность события 
[image: image105.wmf]B

 при условии, что событие 
[image: image106.wmf]A

 уже произошло. Она определяется следующим образом
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(10)
Пример 15. В урне содержится три белых и три черных шара. Из урны дважды вынимают по одному шару, не возвращая их обратно. Найти вероятность появления белого шара при втором испытании (событие 
[image: image108.wmf]B

), если при первом испытании был извлечен черный шар (событие 
[image: image109.wmf]A

).

Решение. В урне, после первого испытания осталось 5 шаров, из них 3 белых. Следовательно, искомая условная вероятность
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Получим этот же результат можно получить и по формуле (10). Предварительно отметим, что общее число исходов, т. е. совместного появления двух шаров (не важно какого цвета) определяется числом размещений 
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. Из этого числа исходов, событию 
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, что в первом испытании появится черный шар, а во втором – белый, благоприятствуют 
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. Искомая условная вероятность
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Теорема: Вероятность совместного появления двух событий равна произведению вероятности одного из них на условную вероятность другого, вычисленную в предположении, что второе событие уже произошло.
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(или, 
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Уравнение (11) может быть обобщено на случаи любого количества событий. В частности, для трех событий: 
[image: image118.wmf])

(

)

(

)

(

)

(

C

P

B

P

A

P

ABC

P

AB

A

=

.
При этом, совершенно безразлично какое событие считать первым, вторым и. т. д. Т. е., порядок, в котором расположены события, может быть выбран любым.
Пример 16. Студент должен сдать по математике зачет и экзамен. Вероятность сдачи зачета равна 0,8. Если зачет сдан, то студент допускается к экзамену, вероятность сдачи которого для студента равна 0,9. Какова вероятность того, что студент сдаст и зачет и экзамен.

Решение. Введем следующие события:

[image: image119.wmf]A

 – сдача студентом зачета, тогда 
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 – сдача студентом экзамена после 
[image: image122.wmf]A

, тогда 
[image: image123.wmf]9

,

0

)

(

=

A

P

B

, поскольку событие 
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Пример 17. Буквы слова "ЗАДАЧА" написаны на отдельных карточках. Наудачу извлекают по одной четыре карточки без возврата. Какова вероятность того, что при этом получится слово "ДАЧА"?

Решение: Введем следующие события:
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 – извлечение буквы "д", тогда 
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 – извлечение буквы "а", тогда 
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Поскольку, после наступления события 
[image: image131.wmf]1
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 остается 5 карточек, из которых три содержат букву "а", следовательно, 
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 – зависимые события.
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 зависит от наступления событий 
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зависит от наступления событий 
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 – событие, которое состоит в появлении слова "дача", то есть наступят события 
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Пример 18. Вероятность попадания в цель каждого из трех орудий соответственно равна 
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. Найти вероятность хотя бы одного попадания при одном залпе из всех орудий.
Решение. Пусть события 
[image: image154.wmf]1
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 – попадание в цель первым, вторым и третьим орудием, тогда 
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 – промахи, соответственно, первого, второго и третьего орудия. Следовательно
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Событие 
[image: image166.wmf]A

 состоит в том, чтобы хотя бы одно орудие попало в цель, тогда противоположное событие 
[image: image167.wmf]A

 будет состоять в том, что все три орудия промахнутся, т. е. 
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Тогда 
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Искомая вероятность 
[image: image170.wmf].
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В том случае когда события независимые, например, вероятность события 
[image: image171.wmf]B

 не зависит от появление события 
[image: image172.wmf]A

, теорема умножения (11)  принимает следующий вид
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(12)
поскольку, в данном случае, условная вероятность события 
[image: image174.wmf]B

 равна его безусловной вероятности: 
[image: image175.wmf])
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. Равенство (12) можно использовать в качестве определения независимых событий. Два события являются независимыми, если вероятность их совместного наступления равна произведению вероятностей этих событий. Если 
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 – события 
[image: image177.wmf]A

 и 
[image: image178.wmf]B

 являются зависимыми.
Пример 19.. Имеются 3 ящика, которые содержат по 10 деталей. В первом ящике – 8, во втором – 7, а в третьем – 9 стандартных деталей. Из каждого ящика вынимают наудачу по одной детали. Найти вероятность того, что все три вынутые детали окажутся стандартными.

Решение.

События 
[image: image179.wmf]A

, 
[image: image180.wmf]B

, 
[image: image181.wmf]C

 – извлечение стандартной детали, соответственно, из 1-го, 2-го и 3-го ящика.
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Поскольку события 
[image: image185.wmf]A

, 
[image: image186.wmf]B

 и 
[image: image187.wmf]C

 –  независимые, то согласно (12):
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Пример 20. На обувной фабрике, брак при изготовлении каблука составляет 1%, подметки – 4%, верхней части обуви – 5%. Какова вероятность покупки потребителем хорошей обуви ?

Решение. Введем следующие события:

[image: image189.wmf]A

 – выпуск хорошего каблука;


[image: image190.wmf]A

– выпуск бракованного каблука;

[image: image191.wmf]B

 – выпуск хорошей подметки;


[image: image192.wmf]B

– выпуск бракованной подметки;

[image: image193.wmf]C

 – выпуск качественного верха;


[image: image194.wmf]C

– выпуск бракованного верха.
Согласно условию задачи:
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Тогда
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Р(А ( В ( С) = Р(А) ( Р(В) ( Р(С) = 0,99 ( 0,96 ( 0,95 = 0,913.

Следовательно, вероятность покупки хорошей обувной пары:


[image: image202.wmf]833
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1.4. Формула полной вероятности. Формула Байеса.
Теорема: Вероятность события 
[image: image203.wmf]A

, которое может наступить только при условии наступления одного из несовместных событий 
[image: image204.wmf]1

B

, 
[image: image205.wmf]2

B

,….
[image: image206.wmf]n

B

, которые образуют полную группу, равна сумме произведений вероятностей каждого из этих событий на соответствующую условную вероятность  события 
[image: image207.wmf]A

:
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(13)
Формулу (13) принято называть формулой полной вероятности.
Пример 21. Партия деталей содержит: 20% деталей, изготовленных заводом № 1; 30% деталей, изготовленных заводом № 2; 50% деталей, изготовленных заводом № 3.

Соответственные вероятности выпуска бракованных деталей составляют:  0,05; 0,01; 0,06. Чему равна вероятность того, что наудачу взятая из партии деталь окажется бракованной?

Решение. Обозначим следующие события:

[image: image209.wmf]A

 – выпуск бракованной детали,


[image: image210.wmf]1

B

 – деталь с завода № 1
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[image: image212.wmf]2
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 – деталь с завода № 2

[image: image213.wmf]3
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[image: image214.wmf]3
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 – деталь с завода № 3 
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Поскольку, согласно условию задачи:
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То, согласно (13), можно записать следующее равенство:
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Предположим, что имеется какое-то событие 
[image: image220.wmf]A

, которое может наступить только при условии появления одного из несовместных событий 
[image: image221.wmf]1

B

, 
[image: image222.wmf]2

B

,…
[image: image223.wmf]n

B

 образующих полную группу. Поскольку заранее не известно, какое именно из этих событий наступит, их принято называть гипотезами. Вероятность появления события 
[image: image224.wmf]A

 определяется по формуле полной вероятности (13).


Теперь предположим, что испытание было произведено и, в результате, появилось событие 
[image: image225.wmf]A

. Определим, каковы вероятности гипотез в связи с тем, что событие 
[image: image226.wmf]A

 уже наступило, т. е., вычислим условные вероятности 
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Далее, учитывая то условие что события 
[image: image232.wmf]A

 и 
[image: image233.wmf]i

B

 зависимые, и применяя теорему умножения зависимых событий, получим:
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из которой получается следующая формула
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(14)
где 
[image: image236.wmf])
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 ( полная вероятность наступления события 
[image: image237.wmf]A

.

Формула (14), получившая название формулы Байеса, позволяет переоценить вероятности гипотез после того, как становится известным результат испытания, в итоге которого появилось событие 
[image: image238.wmf]A

.

Пример 22. На сборку поступают детали с 3-х станков. При этом, 50% деталей поступает с 1-го станка, дающего 1% брака; 30% деталей поступает со 2-го станка, дающего 2% брака и 20% деталей поступает с 3-го станка, дающего 1,5% брака.

Из поступивших на сборку деталей бала наудачу извлечена одна деталь, которая оказалась бракованной. Найти вероятность того, что она изготовлена 

а) на 1 станке; б) на 2 станке; в) на 3 станке.
Решение. Обозначим следующие события:

[image: image239.wmf]A

 – бракованная деталь.


[image: image240.wmf]1

B

 – деталь изготовлена на 1 станке;
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[image: image243.wmf]2
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 – деталь изготовлена на 2 станке;
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[image: image246.wmf]3
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 – деталь изготовлена на 3 станке;
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тогда 
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Вычислим вероятности гипотез, что извлеченная сборщиком бракованная деталь изготовлена

а) на 1-ом станке, а именно:
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б) на 2-ом станке:
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в) на 3-ем станке:
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Правильность вычислений подтверждается тем, что:
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1.5. Задачи для самостоятельного решения
1. [7] Черный и белый короли находятся соответственно на первой и третьей горизонталях шахматной доски. На одно из незанятых полей первой или второй горизонтали наудачу ставится ферзь. Определить вероятность того, что образовавшаяся позиция матовая для черного короля, если положения королей равновозможны на любых полях указанных горизонталей. (Ответ: 
[image: image254.wmf]240

/

23

).
2. [8] В урне 
[image: image255.wmf]a

 белых, 
[image: image256.wmf]b

 черных и 
[image: image257.wmf]c

 красных шаров. Из урны вынимают три шара. Найти вероятность того, что среди них не будет шаров одинакового цвета. (Ответ: 
[image: image258.wmf]3
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3. [8] В 25 экзаменационных билетах содержится по два вопроса, которые не повторяются. Экзаменующийся знает ответы только на 45 вопросов. Какова вероятность того, что доставшийся экзаменующимуся билет состоит из подготовленных им вопросов ? (Ответ: 
[image: image259.wmf]8

,

0

).
4. [9] На восьми одинаковых карточках написаны соответственно числа 2, 4, 6, 7, 8, 11, 12, и 13. Наугад берутся две карточки. Определить вероятность того, что образованная из двух полученных чисел дробь сократима. (Ответ: 
[image: image260.wmf]2
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).
5. [10] Из урны содержащей 
[image: image261.wmf]W

 белых, 
[image: image262.wmf]B

 черных шаров, два игрока извлекают шары по очереди без возвращения извлекают шары до появления первого красного шара. Выигрывает тот кому раньше попадет шар «своего» цвета (для первого белый, для второго черный). Найти вероятность выигрыша второго игрока если шары извлекаются по схеме равновероятного выбора с возвращением. (Ответ: 
[image: image263.wmf]2
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).
6. [2] Имеется 5 билетов денежно-вещевой лотереи, 6 билетов спортлото и 10 билетов автомотолотереи. Сколькими способами можно выбрать один билет спортлото или автомотолотереи ? (Ответ: 
[image: image264.wmf]16

=

N

).
7. [2] В магазине имеется 6 сортов шоколадных конфет и 4 сорта

карамели. Сколько различных покупок конфет одного сорта можно сделать в этом магазине? Сколько можно сделать различных покупок, содержащих один сорт шоколадных конфет и один сорт карамели ? (Ответ: 
[image: image265.wmf]10
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; 
[image: image266.wmf]24

2
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).
8. [7] Буквенный замок содержит на общей оси пять дисков, каждый из которых может занимать шесть положений, отмеченных различными буквами. Замок открывается только в том случае, когда положения дисков образуют определенную буквенную комбинацию. Определить вероятность открытия замка, если комбинация букв установлена наудачу.  (Ответ: 
[image: image267.wmf]9
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4

).
9. [2] В классе 30 учеников. Ежедневно для дежурства выделяются два ученика. Можно ли составить расписание дежурств так, чтобы никакие два ученика не дежурили вместе дважды в течение учебного года ? (Ответ: 
[image: image268.wmf]435
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. Можно).
10. [2] Из полного набора шахмат вынули 4 фигуры или пешки. Во скольких случаях среди них окажется; а) два коня, б) не менее двух коней? (Ответ: а) 
[image: image269.wmf]2268
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; б) 
[image: image270.wmf]2381
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11. [7]. Произведено три независимых испытания, в каждом из которых событие А происходит с вероятностью 0,2. Вероятность появления другого события В зависит от числа появления события А: при однократном появлении события А эта вероятность равна 0,1 , при двукратном появлении равна 0,3 , при трехкратном появлении равна 0,7; если событие А не имело места ни разу, то событие В невозможно. Определить наивероятнейшее число появлений события А, если событие В имело место. (Ответ:Одно появление).
12. [2] В состав сборной включены 2 вратаря, 5 защитников, 6 полузащитников и 6 нападающих. Сколькими способами тренер может выставить на поле команду, в которую входит вратарь, 3 защитника, 4 полузащитника и 3 нападающих ? (Ответ: 
[image: image271.wmf]600
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).
13. [2] Для премий на математической олимпиаде выделено 3 экземпляра одной книги, 2 экземпляра другой и 1 экземпляр третьей книги. Сколькими способами могут быть вручены премии, если в олимпиаде участвовало 20 человек (каждому из участников вручается только одна книга) ? (Ответ: 
[image: image272.wmf])
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14. [2] Автомобильные номера состоят из одной, двух или трех букв и четырех цифр. Найдите число таких номеров, если используются 24 буквы русского алфавита и 10 цифр (0, 1, ..., 9). (Ответ: 
[image: image273.wmf]4
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15. [2] Из букв слова событие, составленного с помощью разрезной азбуки, извлекаются наудачу и складываются друг за другом в порядке их извлечения 3 карточки (буквы). Какова вероятность получить при этом слово быт? (Ответ: 
[image: image274.wmf]210
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P

).
16. [2] В одном ящике имеется 12 однотипных деталей, из которых 4 нестандартные, в другом 15 деталей и 3 из них нестандартные. Из каждого ящика наудачу извлекается по 2 детали. Найдите вероятность того, что из первого ящика извлекли 2 нестандартные, а из второго ящика — 2 стандартные детали. (Ответ
[image: image275.wmf]35
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).
17. [2] Из полного набора костей домино наудачу отобрали 4кости, после чего кости возвратили в игру. Затем наудачу снова отобрали 4 кости. Какова вероятность того, что среди отобранных первый раз костей было 3 «дубля», а среди отобранных второй раз — только 2 ? (Ответ: 
[image: image276.wmf]0077
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).
18. [2] Из урны, содержащей 9 белых, 9 черных, 9 синих и 9 красных шаров, наудачу извлекаются 3 шара. Какова вероятность того, что извлеченными окажутся белые или черные шары ? (Ответ: 
[image: image277.wmf]0235
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 ).
19. [2] В экзаменационные билеты включено по два теоретических вопроса и одной задаче. Всего составлено 28 билетов, содержащих разные вопросы и задачи. Студент подготовил только 50 теоретических вопросов и сможет решить задачи к 22 билетам. Какова вероятность того, что, вынув наудачу один билет, студент ответит на все вопросы ? (Ответ: 
[image: image278.wmf]625
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).
20. [2] Вероятность попадания стрелка в цель равна 0,8. Если стрелок попадает в цель при первом выстреле, то ему предоставляется право стрелять во вторую цель. Вероятность поражения обеих целей этим стрелком равна 0,6. Какова вероятность поражения стрелком второй цели ? (Ответ: 
[image: image279.wmf]75
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 ).
21. [2] Имеются 2 одинаковые урны, первая из которых содержит 2 черных и 3 белых шара, а вторая — 2 черных и 1 белый шар. Сначала наугад выбирается одна урна, а потом из нее извлекается наугад один шар. Какова вероятность того, что будет выбран белый шар? Решите ту же задачу, исходя из условия, что обе урны содержат по два белых и два черных шара. (Ответ: 
[image: image280.wmf]15
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; 
[image: image281.wmf]5
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).
22. [2] На карточках написаны буквы, образующие слово комбинаторика, но две карточки из этого набора утеряны. Наудачу извлекается одна карточка. Какова вероятность того, что на ней окажется гласная буква ? (Ответ: 
[image: image282.wmf]13

/

6

=

P

).
23. [2] Для сдачи зачета студентам необходимо подготовить 30 вопросов. Из 25 студентов 10 подготовили ответы на все вопросы, 8 — на 25 вопросов, 5 — на 20 вопросов и двое — на 15. Вызванный наудачу студент ответил на поставленный ему вопрос. Найдите вероятность того, что этот студент: а) подготовил все вопросы; б) подготовил только половину вопросов. (Ответ: a) 
[image: image283.wmf]4762
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; б) 
[image: image284.wmf]0476
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24. [2] В одной студенческой группе обучаются 24 студента, во второй — 36 студентов и в третьей — 40 студентов. По математическому анализу получили отличные отметки 6 студентов первой группы, 6 студентов второй группы и 4 студента третьей группы. Наугад выбранный студент оказался получившим по математическому анализу отметку «отлично». Какова вероятность того, что он учится в первой группе ? (Ответ: 
[image: image285.wmf]375
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).
26. [2] Ученик пришел на экзамен, зная 25 билетов из 30. Перед ним был взят только один билет. Какова вероятность того, что ученик знает наудачу вытянутый билет ? (Ответ: 
[image: image286.wmf]6
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).
27.[2] Преподаватель экзаменует незнакомую ему группу по экзаменационным билетам, содержащим по три вопроса. Он знает,что в предыдущую сессию в этой группе было 27 успевающих студентов, из них шесть отличников, и трое неуспевающих студентов, и считает, что отличники ответят на все три вопроса с вероятностью 80%, остальные успевающие студенты — с вероятностью 60% и неуспевающие — с вероятностью 20%. Вызванный студент ответил на все три вопроса билета. Какова вероятность

того, что он: а) отличник; б) успевающий студент; в) неуспевающий студент? (Ответ: 
[image: image287.wmf]2667
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[image: image288.wmf]7
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[image: image289.wmf]02333
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28. [3] В старинной иrре в кости необходимо было для выирыша получить при бросании трех иrральных костей сумму очков, превосходящую 10. Найти вероятности: а) выбросить 11 и 12 очков; б) выиrрыша.
(Ответ: а) 
[image: image290.wmf]8
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[image: image291.wmf]216
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[image: image292.wmf]2
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29. [3] В шахматном турнире участвуют 20 человек, которые по жребию распределяются в 2 группы по 10 человек. Найти вероятность тoro, что а) двое наиболее сильных игроков будут играть в разных группах; б) четверо наиболее сильных попадут по два в разные группы. 
(Ответ: а) 
[image: image293.wmf]19
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30. [3] Имеется ящик, в котором содержалось 20 коробок по 10 карандашей. При вскрытии ящика, 4 коробки уронили и графитовые стержни карандашей получили повреждения. Все 20 коробок были сданы на склад, откуда затем изъяли две коробки, и карандаши раздали учащимся. Найти вероятность того, что взятый наугад один из этих карандашей имеет поврежденный графитовый стержень. 
(Ответ:
[image: image295.wmf]5
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31. [3] 9 пассажиров наудачу рассаживаются в трех вагонax. Найти вероятность тoro, что а) в каждый вагон сядет по 3 пассажира;. б) в один вагон сядут 4, в друrой ​ 3 и в третий ​ 2 пассажира. 
(Ответ :а) 
[image: image296.wmf]9
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32. [3] Вероятность для изделий некотоporo производства удовлетворять стандарту равна 0,96. Предлаrается упрощенная система испытаний (контроля), дающая положительный результат с вероятностью 0,98 для изделий, удовлетворяющих стандарту, а для изделии, которые не удовлетворяют стандарту, ​ с вероятностью 0,05. Какова вероятность тоrо, что изделие, выдержавшее это испытание, удовлетворяет стандарту ? 
(Ответ: 
[image: image298.wmf]-
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 вероятность того, что испытание дало положительный результат, 
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33. [3] Стрелок 
[image: image302.wmf]A

 поражает мишень при некоторых условиях стрельбы с вероятностью 
[image: image303.wmf]6
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, стрелок 
[image: image304.wmf]B

 ​ с вероятностью 
[image: image305.wmf]5
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 и стрелок 
[image: image306.wmf]C

 ​ с вероятностью 
[image: image307.wmf]4
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. Стрелки. дали залп по мишени, и две пули попали в цель. Что вероятнее: попал стрелок 
[image: image308.wmf]C

 в мишень или нет ? (Ответ: 
[image: image309.wmf]P

(попал С/два попадания)=10/19, т. е. вероятнее что С стрелял).
34. [3] В трех ящиках находятся соответственно: 1) 2 белых и 3 черных, 2) 4 белых и 3 черных, 3) 6 белых и .2 черных шара. Предполаrая, что извлечение шара из любоrо ящика равновероятно, найти вероятность тoro, что извлечение было произведено из 1-ro ящика, если а) вынутый шар оказался белым; б) черным; в) решить ту же задачу, если вероятность извле- 

чения из каждоrо ящика: 
[image: image310.wmf]1
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. (Ответ: а) 
[image: image313.wmf]P

(1/б)=56/241; б) 
[image: image314.wmf]P

(1/б)= 84/179; в) 
[image: image315.wmf]P

(1/б)=4/59; 
[image: image316.wmf]P

(1/б)=6/41).
35. [3] Из урны. содержащей 
[image: image317.wmf]n

 шаров неизвестнorо цвета, вы- 

нут один шар, оказавшийся белым. По возвращении этоrо шара в урну вновь вынут шар. Найти вероятность того, что этот шар будет белоrо цвета. Все первоначальные составы урны представляются ,одинаково возможными. (Ответ: 
[image: image318.wmf]n
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[image: image319.wmf]-
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 вынимание одного белого шара, 
[image: image320.wmf]-
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 вынимание двух белых шаров).
36. [3] Цех изготавливает приборы, состоящие из 
[image: image321.wmf]n

 деталей. Вероятность каждой детали быть дефектной (брак) равна 
[image: image322.wmf]P

 и не зависит от качества других деталей. Стоимость каждого прибора 
[image: image323.wmf]K

 рублей. Изготовлено 
[image: image324.wmf]N

 приборов. Найти значения 
[image: image325.wmf]P

, при которых проверка на приrодностъ каждой детали экономически нецелесообразна, если стоимость проверки каждой детали 
[image: image326.wmf]M

 рублей. 
37. [3] Некоторое событие может произойти в любой из дней недели с одинаковыми вероятностями. Найти .вероятность тoгo, что 12 осуществлений этого события подряд выпадут только во вторники и четверги. Согласуется ли этот случай с предположением о равновероятности осуществления события в любой из дней недели ? 

38. [3] Первое орудие 4-орудийной батареи пристреляно так, что вероятность попадания равна 0,3; остальным трем орудиям соответствует вероятность попадания 0,2. Для поражения цели достаточно одного попадания. 

а) Два орудия произвели одновременно по выстрелу, в результате чеrо цель, была поражена. Найти вероятность тoгo, что первое орудие стреляло. 

б) Одно из орудий произвело два выстрела, в результате чего цель былa поражена. Найти вероятность тoгo, что стреляло первое орудие. 
(Ответ:а) 
[image: image327.wmf]-
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 вероятность того, что первое орудие стреляло, 
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[image: image329.wmf]-
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 вероятность поражения цели с двух выстрелов, тогда а) 
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б) 
[image: image334.wmf]-
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 вероятность того, что первое орудие стреляло два раза, тогда 
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39. [1] Для участия в студенческих отборочных спортивных соревнованиях выделено из первой группы курса 4, из второй — 6, из третьей группы —5 студентов. Вероятности того, что студент первой, второй и третьей группы попадает в сборную института, соответственно равны 0,9; 0,7 и 0,8. Наудачу выбранный студент в итоге соревнования попал в сборную. К какой из групп вероятнее всего  принадлежал этот студент ? 

(Ответ: Вероятности того, что выбран студент первой, второй,  

третьей групп, соответственно равны: 18/59, 21/59, 20/59).
40. [1] В ящик, содержащий 3 одинаковых детали, брошена стандартная деталь, а затем наудачу извлечена одна деталь. Найти вероятность того, что извлечена стандартная деталь, если  равновероятны все возможные предположения о числе стандартных деталей, первоначально находящихся в ящике. (Ответ: 0,625 ).
Раздел 2. 
Повторные независимые испытания. Приближенные формулы для расчета вероятности.
2.1. Формула Бернулли. 

Предположим что производится 
[image: image337.wmf]n

 независимых испытаний, в каждом из которых событие 
[image: image338.wmf]A

 может либо наступит либо не наступить. Пусть вероятность наступления события 
[image: image339.wmf]A

 в каждом испытании равна 
[image: image340.wmf]p

A

P

=

)

(

, тогда вероятность того что это событие не наступит: 
[image: image341.wmf]q
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Поставим перед собой следующую задачу: вычислить вероятность того, что при 
[image: image342.wmf]n

 испытаниях, событие 
[image: image343.wmf]A

 осуществится 
[image: image344.wmf]k

раз и, следовательно, не осуществится 
[image: image345.wmf])
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раз. При этом, не требуется чтобы событие 
[image: image346.wmf]A

 повто-рилось ровно 
[image: image347.wmf]k

 раз в определенной последовательности. Последовательность может меняться включая появление и не появление события 
[image: image348.wmf]A

, т. е., другими словами, появление события 
[image: image349.wmf]A

. Эта вероятность вычисляется по следующей формуле получившей  название формулы Бернулли: 
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Замечание: Если требуется вычислить вероятность наступления события “
[image: image351.wmf]A

” от “
[image: image352.wmf]1

k

 “ до “
[image: image353.wmf]m

k

“ раз при “
[image: image354.wmf]n

” независимых испытаниях, то (15) при-нимает вид: 
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При решении каждой задачи данного параграфа, прежде всего, необходимо установить, что рассматриваемый эксперимент удовлетворяет схеме Бернулли, т. е. необходимо проверить, что: 1) проводимые испытания независимы; 2) каждое испытание имеет два исхода; 3) вероятность появления события в каждом испытании постоянна и равна 
[image: image356.wmf]p

.
При больших значениях 
[image: image357.wmf]n

, вычисление вероятностей 
[image: image358.wmf])
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 с помощью формулы Бернулли оказывается довольно сложным. Поэтому оно проводится с помощью других приближенных формул.
2.2 Формула Пуассона.

В том случае, если количество испытаний велико 
[image: image359.wmf]¥
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, а вероятность события мала 
[image: image360.wmf]0

®

p

, так что 
[image: image361.wmf]a
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2.3 Формулы Муавра-Лапласа..

Если количество испытаний велико 
[image: image365.wmf]¥
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, а вероятности 
[image: image366.wmf]p

 и 
[image: image367.wmf]q

 достаточно большие, так что выполняются условия; 
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– локальная 
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– функция Гаусса.
– интегральная 
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где 
[image: image374.wmf]dx
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 – функция Лапласа.
Функция 
[image: image375.wmf])
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) Обе функции табулированы (см. Приложение). 
Пример 23. Вероятность того, что расход электроэнергии в течение одних суток не превысит установленной нормы, равна 0,75. Найти вероятность того, что в ближайшие 6 суток расход электроэнергии:  

1) не превысит нормы в течение: а) 4-х суток; б) от 3-х до 4-х суток;

2) превысит норму по крайней мере в течение двух суток.
Решение: 1. Введем событие 
[image: image379.wmf]A

( это нормальный расход энергии в течение суток, поэтому 
[image: image380.wmf]75
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[image: image381.wmf]A

 ( превышение нормы расхода электроэнергии в течение суток, то есть:
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Ответим на поставленные вопросы задачи:

а) число испытаний 
[image: image383.wmf]6
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Событие 
[image: image384.wmf]A

 наступит 4 раза, т. е. 
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Используя формулу Бернулли (5), получим:
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б) число испытаний 
[image: image390.wmf]6
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Событие 
[image: image391.wmf]A

 наступит от 3-х до 4-х раз, то есть 
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Используя формулы (6), (5), получим:
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2. Число испытаний 
[image: image396.wmf]6
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.
Событие 
[image: image397.wmf]A

 наступит от 0 до 2-х раз, то есть 
[image: image398.wmf]2
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Используя формулы (6), (5), получим:
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2.4 Наивероятнейшее число появления события


При решении задач, часто приходится вычислять так называемое наивероятнейшее числом появления того или иного события.

Определение: Наивероятнейшим принято называть число 
[image: image402.wmf]0
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 наступлений события 
[image: image403.wmf]A

 при 
[image: image404.wmf]n

 повторных независимых испытаниях если вероятность осуществления этого события 
[image: image405.wmf])
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, по крайней мере, не меньше вероятностей других событий 
[image: image406.wmf])
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 при любом 
[image: image407.wmf]m
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Выведем формулу для наивероятнейшего числа 
[image: image408.wmf]0
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 наступлений события 
[image: image409.wmf]A

 при 
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 повторных независимых испытаниях, учитывая 
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По определению: 
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С помощью формулы Бернулли, из неравенства (17) получим: 
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Или, после сокращений: 
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Тогда: p(n + 1) ≥ m0(p + q), или учитывая, что 
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По формуле Бернулли, из неравенства (18), получим: 
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Или, после сокращений: 
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Совмещая неравенства (19) и (20), получим формулу для определения границы числа 
[image: image436.wmf]0
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(21) 
Отметим что величина 
[image: image439.wmf]0

m

, в (21), принимает только натуральные (целые положительные) значения.

Пример 24. Вероятность попадания орудия равна 0,9. Найти наивероятнейшее число попаданий при 50 выстрелах.


Решение: Здесь: 
[image: image440.wmf]50
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По формуле (21) получим: 50(0,9 – 0,1 ≤ m0 ≤ 0,9((50 + 1). 

Тогда: 44,9 ≤ 
[image: image444.wmf]0

m

 ≤ 45,9. Следовательно: 
[image: image445.wmf]0
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 = 45. 

Пример 25. При каком числе выстрелов наивероятнейшее число попаданий равно 16, если вероятность попадания в отдельном выстреле равна 0,7 ?


Решение: Здесь: 
[image: image446.wmf]16
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[image: image449.wmf]?
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По формуле (21) получим:  0,7(n–0,3 ≤ 16 ≤ 0,7((n + 1) .

Из решения поочерёдно левого и правого неравенств получим: 
[image: image450.wmf]n

 ≤ 23
[image: image451.wmf]7
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[image: image452.wmf]n

 ≥ 21
[image: image453.wmf]7
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. Тогда получим: 
[image: image454.wmf]22
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[image: image455.wmf]23
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. То есть число выстрелов может быть 22 или 23.
2.5 Задачи для самостоятельного решения
41. [2] Вероятность отказа каждого прибора при испытании равна 0,4. Что вероятнее ожидать: отказ двух приборов при испытании четырех или отказ трех приборов при испытании шести, если приборы испытываются независимо друг от друга ? (Ответ: 
[image: image456.wmf])
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42. [2] Известно, что 5% радиоламп, изготовляемых заводом, являются нестандартными. Из большой партии (независимо друг от друга) производится случайная выборка радиоламп. Скольколамп надо взять, чтобы с вероятностью не менее 0,9 была извлечена хотя бы одна нестандартная лампа ? (Ответ: 
[image: image457.wmf]45
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43. [2] Контрольная работа состоит из четырех вопросов. На каждый вопрос приведено 5 ответов, один из которых правильный. Какова вероятность того, что при простом угадывании правильный ответ будет дан: а) на 3 вопроса, б) не менее чем на 3 вопроса ? (Ответ: а) 
[image: image458.wmf]0256
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44. [2] Вероятность попадания в цель при одном выстреле равна 0,85. Стрелок сделал 25 независимых выстрелов. Найдите наивероятнейшее число попаданий. (Ответ: 
[image: image460.wmf]22
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).
45. [2] Какова вероятность получения не менее 70% правильных ответов при простом отгадывании на экзамене, состоящем вопределении истинности или ложности десяти утверждений ? (Ответ: 
[image: image461.wmf]1719
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46. [6] Карту вынимают из колоды 3 раза с возвращением. Какова вероятность того, что червонная масть выпадет: а) два раза; б) менее двух раз; в) ни разу; г) хотя бы один раз ? (Ответ: а) 0,14; б) 0б844; в) 0,422; г) 0,578).
47. [2] Вероятность того, что на некотором предприятии расход электроэнергии не превысит суточной нормы, равна 0,8. Какова вероятность того, что в течение пяти рабочих дней из семи перерасхода электроэнергии не будет ? (Ответ: 
[image: image462.wmf]2753
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48. [6] В среднем за неделю риэлторской конторе удается заключить 8 сделок сдачи жилья в наем. Какова вероятность совершения двух сделок в течение дня ? (Ответ: 0,21).
49. [2] На самолете имеются 4 одинаковых двигателя. Вероятность нормальной работы каждого двигателя в полете равна р. Найдите вероятность того, что в полете могут возникнуть неполадки в одном двигателе. (Ответ: 
[image: image463.wmf])
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50. [6] Вероятность того, что кредитная карта окажется действующей после 2000 обращений в банкомат, равна 0,1. Какова вероятность того, что из пяти карт не менее трех окажутся действующими после 2000 обращений? (Ответ: 0,0086 ).
51. [1] Монету бросают пять раз. Найти вероятность того, что«герб» выпадет: а)менее двух раз; б) не менее двух раз. (Ответ:а) 
[image: image464.wmf]16
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52. [1] Два равносильных противника играют в шахматы. Что вероятнее: а) выиграть одну партию из двух или две партии из четырех ? б) выиграть не менее двух партий из четырех или не менее трех партий из пяти? Ничьи во внимание не принимаются. (Ответ: а) Вероятнее выиграть одну партию из двух: 
[image: image466.wmf]2
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; б) Вероятнее выиграть не менее двух партий из четырех: 
[image: image468.wmf]16

/

11

)

1

(

)

0

(

[

1

)

4

(

)

3

(

)

2

(

4

4

4

4

4

=

+

-

=

+

+

P

P

P

P

P

; 
[image: image469.wmf]16
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53. [1] Отрезок разделен на четыре равные части. На отрезок наудачу брошено восемь точек. Найти вероятность того, что на каждую из четырех частей отрезка попадет по две точки. Предполагается, что вероятность попадания точки на отрезок пропорциональна длине отрезка и не зависит от его расположения. (Ответ: 
[image: image470.wmf]8
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54. [2] Студент выполняет тестовую работу, состоящую из трех задач. Для получения положительной отметки достаточно решить две. Для каждой задачи предлагается 5 вариантов ответа, из которых только один правильный. Студент плохо знает материал и поэтому выбирает ответы для каждой задачи наудачу. Какова вероятность, что он получит положительную оценку ? (Ответ: 0,104).
55. [2] Пара игральных костей бросается 7 раз. Какова вероятность событий: 
[image: image471.wmf]A

 = (сумма очков, равная 7, выпадет дважды); 
[image: image472.wmf]B

= =(сумма очков, равная 7, выпадет по крайней мере один раз) ? (Ответ: 0,23; 0,72).
56. [2] На автовокзале есть 10 автобусов. Для  каждого  из них вероятность поломки за день составляет 30 %. Определить  вероятность того, что за  день) а). выйдет из строя 7 автобусов; б) останется рабочим хотя бы один из них. (Ответ: а) 0,009; б) 0,999994).

57. [2] Вероятность попадания в мишень игроком за каждый бросок равна 0,6. Всего было совершено 5 бросков. Определить вероятность попадания в мишень: а) 3 раза; б) не менее половины бросков; в) не более 2 раз. (Ответ: а) 0,3456; б) 0,6825; в) 0,31744).
58. [3] При раздаче колоды в 52 карты четырем иrрокам один из них 3 раза подряд не получал тузов. Есть ли у нero основание жаловаться на «невезение» ? (Ответ: Данное событие мало вероятно: 
[image: image473.wmf]028
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59. [3] Батарея дала 14 выстрелов по военному объекту, вероятность попадания в который равна 0,2. Найти а) наивероятнейшee число попаданий и ero вероятность; б) вероятность разрушения объекта, если для ero разрушения требуется не менее 4 попаданий. (Ответ: а) 
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60. [3] Рабочий обслуживает 12 однотипных станков. Вероятность того, что станок потребует к себе внимания рабочеrо в течение промежутка времени 
[image: image478.wmf]t

 равна (1/3) . Найти вероятность тoro что  а) за время 
[image: image479.wmf]t

 4 станка потребуют к себе внимания рабочего; б) число требований к рабочему со стороны станков за время 
[image: image480.wmf]t

 будет между 3 и 6 (включая rраницы). (Ответ:а) а) 
[image: image481.wmf]238
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61. [3] В камере хранения ручного баrажа 80% всей клади составляют чемоданы, которые вперемешку с другими вещами хранятся на стеллажах. Через окно выдачи были получены все вещи с одного из стелажей в количестве 50 мест. Найти вероятность тoгo, что среди выданных вещей было 38 чемоданов. (Ответ: 
[image: image483.wmf]11
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62. [3] При приемочном контроле из партии в 1000 штук изделий производится безвозвратная выборка 50 штук. Найти вероятность тoгo, что в выборке не окажется дефектных изделий, если во всей  партии содержится 4 дефектных изделия. Сравнить точное значение этой вероятности с приближенным, найденным по формуле Пуассона. 
(Ответ: 
[image: image484.wmf]814
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63. [3] В одном из экспериментов с извлечением шаров из урны, содержащей поровну белых и черных шаров, было получено при 10000.извлечений (с возвращением) 5011 белых и 4989 черных шаров. 

а) Какова вероятность такoгo результата эксперимента ? 

б) Если повторить этот эксперимент, то какова вероятность тoгo, что будет получено большее по абсолютной величине отклонение числа выпавших белых шаров от наивероятнейшего числа их выхода ?
(Ответ: а) 
[image: image486.wmf]0078
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64. [3] Сколько нужно взять случайных цифр, чтобы вероятность появления среди них цифры 5 была не менее 0,9 ? (Ответ: 
[image: image488.wmf]10
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65. [3] Вероятность попадания в цель 
[image: image490.wmf]3
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. Сбрасывается одиночно 6 бомб. Найти вероятность тoгo, что в цель попадают 4 бомбы. (Ответ: 
[image: image491.wmf]06

,

0

@

P

).
66. [1] Вероятность поражения мишени при одном выстреле равна 0,8. Найти вероятность того, что при 100 выстрелах мишень будет поражена ровно75 раз. (Ответ: 
[image: image492.wmf]04565
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67. [1] Вероятность появления события в каждом из 21 независимых испытаний равна 0,7.Найти вероятность того, что событие появится в большинстве испытаний. (Ответ: 
[image: image493.wmf]95945
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68. [1] Монета брошена 2N раз (N велико!). Найти вероятность того, что «герб» выпадет ровно N раз. (Ответ: 
[image: image494.wmf]N
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69. [3] Телефонная станция обслуживает N абонентов, которые пользуются телефоном одинаково часто и в течение часа производя 
[image: image495.wmf]n

 разrоворов со средней продолжительностью (1/40) часа. Найти вероятность одновременного разговора ровно 
[image: image496.wmf]m

 абонентов. (Ответ: 
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70. [3] Двое бросают правильную монету 
[image: image498.wmf]n

 раз каждый. Найти вероятность тoгo, что выпадет одинаковое число очков. (Ответ: 
[image: image499.wmf]p
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71. [5] Вероятность выхода из строя одного элемента устройства, в течение 
[image: image500.wmf]t

 часов работы, равна 0,002. Какова вероятность того, что за время 
[image: image501.wmf]t

 из 1500 независимо работающих элементов выйдет из строя 4 элемента; б) не более 2 элементов ? (Ответ: а) 
[image: image502.wmf]168
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; б) 
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72. [5] Некачественные изделия составляют 2% всей продукции цеха. Какова вероятность того, что среди 200 наудачу взятых изделий окажется: а) не более 5 некачественных изделий; б) два или три некачественных изделия. (Ответ: а) 
[image: image504.wmf]784
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; б) 
[image: image505.wmf]342
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73. [5] Вероятность отказа каждого прибора при испытании равна 0,2. Приборы испытываются независимо друг от друга. Что вероятнее: отказ 10 приборов при испытании 80, или отказ 15 при испытании 120 ? (Ответ: 
[image: image506.wmf]016

,

0

»

 )
74. [5] В городе N из каждых 100 семей 85 имеют цветные телевизоры. Какова вероятность того, что из 400 семей 340 имеют такие телевизоры ? 
75. [5] Монета подбрасывается 2020 раз. Какова вероятность того, что герб выпадет 1000 раз ? (Ответ: 
[image: image507.wmf]023
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76. [5] Какова вероятность того, что из 2450 ламп, освещающих улицу, к концу года будет гореть от 1500 до 1600 ламп ? Считать, что каждая лампа будет гореть в течение года с вероятностью 0,64. (Ответ: 
[image: image508.wmf]91
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77. [5]. Замечено, что в среднем 80% посаженных семян всхожи. Сколько нужно посадить семян, чтобы с вероятностью 0,90 можно было бы ожидать, что не менее 100 посаженных семян взойдут ? (Ответ: 
[image: image509.wmf]123

).
78. [5] Вероятность наступления некоторого события в каждом из 100 независимых испытаний равна 0,7. Найти вероятность того, что число 
[image: image510.wmf]m

 наступлений события удовлетворяет следующим неравенствам: а) 
[image: image511.wmf]93
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; б) 
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(Ответ: а) 
[image: image513.wmf]002
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; б) 
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79. [5] Вероятность попадания в цель при каждом выстреле равна 0,005. Какова вероятность попадания в цель не менее трех раз, если число выстрелов равно 800 ? (Ответ: 
[image: image515.wmf]762
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).
80. [5] Вероятность изготовления доброкачественного изделия равна 0,9. Найти вероятность того, что среди взятых наудачу 300 изделий 95% окажется доброкачественных ? (Ответ: 
[image: image516.wmf]001
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).
Раздел 3. 
Случайные величины. 

Если рассмотреть какое-либо испытание, то его качественной характеристикой является связанное с ним случайное событие, а количественной характеристикой – связанная с ним случайная величина. Например, подбрасывание игральной кости представляет собой испытание, для которого случайное событие ( выпадение одной из шести граней, а случайная величина ( выпавшее на этой грани количество очков. Рассмотрим основные определения 
Определение 1. Случайная величина представляет собой переменную, которая может принимать в зависимости от исходов испытания различные случайные значения.
Принято различать дискретные и непрерывные случайные величины.

Определение 2. Дискретной случайной величиной принято называть ту, которая в процессе испытания принимает отдельные, изолированные возможные значения с определенными вероятностями, причем, число этих значений может быть либо конечным, либо бесконечным.
Определение 3. Непрерывной принято называть случайную величину, которая может принимать все значения из некоторого конечного или бесконечного промежутка. Очевидно, что число возможных значений непрерывной случайной величины бесконечно.

3.1. Дискретные случайные величины. Функция распределения.

Множество значений дискретной случайной величины представляет собой конечную или бесконечную числовую последовательность  
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. При этом, вероятность того что случайная величина примет какое-либо конкретное значение 
[image: image518.wmf]i
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 обозначается символом: 
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Определение. Функцией распределения случайной величины 
[image: image520.wmf]Х

 называется функция 
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, которая, для каждого значения 
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 выражает вероятность того, что случайная величина 
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 примет значение меньшее 
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Пример 31. Анализируется прибыль 
[image: image526.wmf]Х

(%) предприятий отрасли. Результаты обследования 
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 предприятий занесены в следующий вариационный ряд:
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Необходимо определить функцию распределения 
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и построить ее график.

Решение:
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Замечание. Стрелки могут быть слева от граничных линий в зависимости от условий задачи.
Согласно данному примеру, можно утверждать, что функция распределения любой дискретной случайной величины представляет собой разрывную ступенчатую функцию, скачки которой происходят в точках, соответствующих возможным значениям случайной величины и равны вероятностям этих значений. Сумма всех скачков функции 
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 равна единице.
Приведем некоторые свойства функции распределения.
1. Функция распределения случайной величины есть неотрицательная функция, заключенная между нулем и единицей: 
[image: image537.wmf]1
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2. Функция распределения случайной величины есть неубывающая функция на всей числовой оси: 
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3. Вероятность попадания случайной величины в интервал 
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[image: image542.wmf])

(

)

(

)

(

1

2

2

1

x

F

x

F

x

X

x

P

-

=

£

£


Замечание: Свойства функции распределения для дискретных и непрерывных случайных величин одинаковы.

3.2. Законы распределения дискретных случайных величин.
Определение 1 Соответствие между возможными значениями
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 дискретной случайной величины 
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X

 (
[image: image545.wmf])

...

1

n

i

=

 и соответствующими им вероятностями 
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 представляет  собой закон распределения этой величины.
Закон распределения может быть задан в виде таблицы:
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Поскольку события 
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Приведем некоторые наиболее часто встречающиеся законы распределения случайных величин.


1. Равномерное распределение вероятности случайной величины 
[image: image561.wmf]i
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Пример 26. Составить закон распределения числа выпавших очков при одном подбрасывании игральной кости (кубика).

Решение: По условию случайная величина 
[image: image565.wmf]i
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( количество выпавших очков. Следовательно, 
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 имеет 6 различных значений, поскольку на каждой грани разное число очков: 
[image: image568.wmf]1

1

=

x

, 
[image: image569.wmf]2

2

=

x

, 
[image: image570.wmf]3

3

=

x

, 
[image: image571.wmf]4

4

=

x

, 
[image: image572.wmf]5

5

=

x

, 
[image: image573.wmf]6

6

=

x

.
Вероятности выпадения этих случайных величин равны вероятности появления одной грани, то есть 
[image: image574.wmf]6
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, следовательно, закон распределения имеет вид:
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Очевидно, что 
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Пример 27. Денежная лотерея содержит 10000 билетов, причем 1 билет выигрывает 1000 руб., 10 билетов ( по 100 руб., а 100 билетов ( по 1 руб. Составить закон распределения величины случайного выигрыша на один лотерейный билет.

Решение: В данном случае, случайной величиной 
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 является величина выигрыша на один лотерейный билет. Она имеет следующие значения 
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Следовательно, закон распределения величины выигрыша на 1 лотерейный билет будет иметь следующий вид:
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2. Биномиальное распределение вероятности случайной величины 
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, значениями которой являются возможные значения числа 
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 появления события 
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 при проведении 
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 повторных независимых испытаний задается формулой Бернулли
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В табличной форме:
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Такое название данный закон распределения получил в связи с тем, что вероятности 
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 совпадают с соответствующими слагаемыми бинома Ньютона:
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А поскольку 
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Пример 28. Монета подброшена два раза. Составить закон распределения числа появлений герба.
Решение: Случайной величиной 
[image: image614.wmf]X

 будет число появлений герба при двукратном подбрасывании монеты. Очевидно, что герб может появиться от 0 до 2 раз, то есть случайная величина 
[image: image615.wmf]X

 принимает значения  
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, т. к. 
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Тогда закон распределения имеет вид:
	
[image: image624.wmf]i
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Сделаем проверку: 
[image: image626.wmf].
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2. Распределение Пуассона

Предположим что имеется случайная величина 
[image: image627.wmf]X

, которая представляет собой число появлений некоторого события 
[image: image628.wmf]A

 при 
[image: image629.wmf]n

 независимых испытаниях. В каждом таком испытании, вероятность появления события 
[image: image630.wmf]A

 очень мала, т. е. 
[image: image631.wmf]0
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. Случайная величина 
[image: image632.wmf]X

 может принимать значения от 0 до 
[image: image633.wmf]n

, а вероятность ее наступления определяется по следующей формуле 
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, где 
[image: image635.wmf]np
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известной как формула Пуассона.

При этом, закон распределения случайной величины 
[image: image636.wmf]X

, представленный в табличной форме, имеет следующий вид:
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называется распределением Пуассона.

Пример 29. Завод отправил на базу 5000 доброкачественных изделий. Вероятность того, что изделие повредится во время транспортировки, составляет 0,0002. Найти вероятность того, что на базу прибудут 3 поврежденных изделия.
Решение. По условию задачи, 
[image: image643.wmf]5000
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По формуле Пуассона: 
[image: image647.wmf]06

,

0

!

3

/

!

)

(

1

»

=

»

-

-

e

e

m

m

P

m

n

l

l

.
3.3. Числовые характеристики дискретных случайных величин.

Для дискретных случайных величин применяют такие числовые  характеристики как математическое ожидание, дисперсия и среднее квадратическое отклонение.

–Математическое ожидание.
Определение. Математическое ожидание дискретной случайной величины 
[image: image648.wmf]X

 представляет собой сумму произведений всех возможных значений этой величины 
[image: image649.wmf]i
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[image: image651.wmf]i
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Математическое ожидание обладает следующими свойствами:

1. Математическое ожидание постоянной величины 
[image: image653.wmf]C

 равно самой этой величине: 
[image: image654.wmf]C
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2. Постоянный множитель можно выносить за знак математического ожидания: 
[image: image655.wmf])
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3. Математическое ожидание произведения взаимно независимых случайных величин 
[image: image656.wmf]n
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 равно произведению математических ожиданий сомножителей: 
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4. Математическое ожидание суммы случайных величин 
[image: image658.wmf]n
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 равно сумме математических ожиданий слагаемых: 
[image: image659.wmf])
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–Дисперсия 
Определение. Дисперсией (рассеянием) дискретной случайной величины называется математическое ожидание квадрата отклонения случайной величины от ее математического ожидания:
[image: image660.wmf]2
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Дисперсию удобно вычислять с помощью следующей формулы: 
[image: image661.wmf]2
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Дисперсия ожидание обладает следующими свойствами:

1. Дисперсия постоянной равна нулю: 
[image: image662.wmf]0
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;
2. Постоянный множитель можно выносить за знак дисперсии, предварительно возведя его в квадрат: 
[image: image663.wmf])
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3. Дисперсия суммы независимых случайных величин 
[image: image664.wmf]n
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 равна сумме дисперсий слагаемых: 


[image: image665.wmf])

(

.....

)

(

)

(

)

,...,

(

2

1

2

1

n

n

X

D

X

D

X

D

X

X

X

D

+

+

+

=

+

+

+


Замечания:

1. Если рассматривать биноминальный закон распределения случайной величины, то дисперсия будет равна произведению числа испытаний 
[image: image666.wmf]n

 на вероятность появления 
[image: image667.wmf]p

 и непоявления 
[image: image668.wmf]q

 события в одном испытании: 

[image: image669.wmf]npq
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2. Если рассматривать распределение случайной величины, по закону Пуассона, то: 

[image: image670.wmf]np
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–Среднее квадратическое отклонение

Для оценки рассеяния возможных значений случайной величины вокруг ее среднего значения кроме дисперсии служат и некоторые другие характеристики. К их числу относится среднее квадратичное отклонение.

Определение. Средним квадратичным отклонением случайной величины Х называют квадратный корень из дисперсии:

[image: image671.wmf])
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Очевидно, что дисперсия имеет размерность, равную квадрату размерности рассматриваемой случайной величины. А поскольку среднее квадратичное отклонение равно квадратному корню из дисперсии случайной величины 
[image: image672.wmf]Х

, то размерность 
[image: image673.wmf])
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 совпадает с размерностью 
[image: image674.wmf]Х

. В связи с этим, в тех случаях, когда желательно чтобы оценка рассеяния имела размерность изучаемой случайной величины, вычисляют 
[image: image675.wmf])
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Если случайная величина распределена по биноминальному закону, то 
[image: image677.wmf]npq
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Пример 30. Случайная величина 
[image: image678.wmf]Х

 задана законом распределения. 

Найти 
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Решение:
1. Математическое ожидание 
[image: image682.wmf]Х
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2. Математическое ожидание 
[image: image684.wmf]2
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3. Дисперсия 
[image: image686.wmf]04
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4. Искомое среднее квадратичное отклонение:  
[image: image687.wmf]61
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3.4. Задачи для самостоятельного решения
81. [1] В партии из шести деталей имеется четыре стандартных. Наудачу отобраны три детали. Составить закон распределения дискретной случайной величины 
[image: image688.wmf]-

X

 числа стандартных деталей среди отобранных. (Ответ:
	
[image: image689.wmf]X
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82. [1] Две игральные кости одновременно бросают два раза. Написать биномиальный закон распределения дискретной случайной величины 
[image: image691.wmf]-

X

 числа выпадений четного числа очков на двух игральных костях. Ответ:  

	
[image: image692.wmf]X
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[image: image693.wmf]p
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83. [1] Вероятность того, что стрелок попадет в мишень при одном выстреле, равна 0,8. Стрелку выдаются патроны до тех пор, пока он не промахнется. Требуется: а) составить закон распределения дискретной случайной величины 
[image: image694.wmf]-

X

 числа патронов, выданных стрелку; б) найти наивероятнейшее число выданных стрелку патронов. (Ответ:
а) 
	
[image: image695.wmf]X
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[image: image699.wmf]1
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84. [1] Станок-автомат штампует детали. Вероятность того, что изготовленная деталь окажется бракованной, равна 0,01. Найти вероятность того, что среди 200 деталей окажется ровно четыре бракованных. (Ответ: 
[image: image700.wmf]09
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85. [1] Два бомбардировщика поочередно сбрасывают бомбы на цель до первого попадания. Вероятность попадания в цель первым бомбардировщиком равна 0,7, вторым – 0,8. Вначале сбрасывает бомбы первый бомбардировщик. Составить первые четыре скомпоненты закона распределения дискретной случайной величины 
[image: image701.wmf]-

X

 числа сброшенных бомб обоими бомбардировщиками (т. е. ограничиться возможными значениями 
[image: image702.wmf]X

, равными 1, 2, 3 и 4). (Ответ:
	
[image: image703.wmf]X
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[image: image704.wmf]p


	0,7
	0,24
	0,042
	0,0144


86. [1] Испытывается устройство, состоящее из пяти независимо работающих приборов. Вероятности отказа приборов соответственно равны 0,05; 0,06; 0,08; 0,09; 0,1. Найти математическое ожидание и дисперсию случайного числа отказавших приборов. (Ответ: 
[image: image705.wmf]38
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87. [2] Из 15 жетонов, занумерованных целыми числами от 1 до 15, наудачу извлекается 3 жетона. Составить таблицу распределения вероятностей для числа выбранных жетонов, номера которых кратны пяти. Найти математическое ожидание этой случайной величины. (Ответ:  ).
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88. [2] Производится стрельба по цели до первого попадания. Вероятность попадания при каждом выстреле равна 0,25. Найти математическое ожидание и дисперсию случайного числа произведенных выстрелов. (Ответ: 
[image: image714.wmf]4
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[image: image715.wmf]12
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89. [2] Найти математическое ожидание и дисперсию числа бракованных деталей, если проверяется партия из 10000 деталей, а вероятность того, что деталь окажется бракованной, равна 0,005. 
(Ответ: 
[image: image716.wmf]50
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90. [2] На факультете успеваемость составляет 90%. Наудачу выбираются 40 студентов. Найти математическое ожидание и дисперсию случайного числа успевающих студентов, оказавшихся в выбранной группе. (Ответ: 
[image: image717.wmf]36
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91. [4] Дана функция распределения случайной величины 
[image: image719.wmf]X
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Найти: а) ряд распределения; б) 
[image: image721.wmf])
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; в) построить многоугольник распределения и график 
[image: image723.wmf])
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92. [4] Одна из случайных величин задана законом распределения
	
[image: image727.wmf]i

x


	-1
	0
	1

	
[image: image728.wmf]i

p


	0,1
	0,8
	0,1


а другая имеет биномиальное распределение с параметрами 
[image: image729.wmf]2
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. Составить закон распределения их суммы и найти математическое ожидание этой случайной величины. (Ответ: 
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[image: image732.wmf]2
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93. [4] В билете три задачи. Вероятность правильного решения первой задачи равна 0,9, второй – 0,8, третьей – 0,7. Составить закон распределения числа правильно решенных задач в билете и вычислить математическое ожидание и дисперсию этой случайной величины. (Ответ: ).
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94. [4] Дан ряд распределения случайной величины
	
[image: image736.wmf]i
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Найти функцию распределения этой случайной величины, если ее математическое ожидание равно 3,4 , а дисперсия 0,84. 
(Ответ: 
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95. [4] Каждый поступающий в институт должен сдать 3 экзамена. Вероятность успешной сдачи первого экзамена 0,9 , второго – 0,8 , третьего – 0,7. Следующий экзамен поступающий сдает только в случае успешной сдачи предыдущего. Составить закон распределения числа экзаменов, сдававшихся поступающим в институт. Найти математическое ожидание этой случайной величины. (Ответ:  ).
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96. [3] Из урны, содержащей 
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 белых и 
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 черных шаров, извлекается по одному шару и каждый раз возвращается обратно, пока не появится белый шар. Найти математическое ожидание числа вынутых черных шаров. (Ответ: 
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97. [3] Найти математическое ожидание и дисперсию числа очков при одном бросании игральной кости и суммы очков при бросании двух игральных костей. (Ответ: Пусть
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 число очков при бросании одной кости, 
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98. [4] Охотник, имеющий 4 патрона, стреляет по дичи до первого попадания или до израсходования всех патронов. Вероятность попадания при первом выстреле равна 0б6 , при каждом последующем – уменьшается на 0,1. Необходимо: а) составить закон распределения числа патронов, израсходованных охотником; б) найти математическое ожидание и дисперсию этой случайной величины. (Ответ: 
а) 
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99. [4] В среднем по 10% договоров страховая компания выплачивает страховые суммы в связи с наступлением страхового случая. Составить закон распределения числа таких договоров среди наудачу выбранных четырех. Вычислить математическое ожидание и дисперсию этой случайной величины. (Ответ: 
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100. [4] Распределение дискретной случайной величины 
[image: image763.wmf]X

 задано формулой 
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101. [5] Вероятность того, что автомат при опускании одной монеты срабатывает правильно, равна 0,98. Построить ряд распределения случайной величины – числа опусканий монет в автомат до первого правильного срабатывания автомата. Найти вероятность того, что было опущено 5 монет. Решить ту же задачу при условии, что в наличии всего 3 монеты. Ответ: 
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102. [5] Построить ряд распределения числа попаданий в ворота при двух одиннадцатиметровых ударах, если вероятность попадания при одном ударе равна 0,7. Ответ: 
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103. [5] Дискретная случайная величина 
[image: image787.wmf]X

 имеет ряд распределения 
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Построить: а) ряд распределения случайной величины 
[image: image803.wmf])

4

/

sin(

p

-

=

X

Y

;

б). график функции распределения случайной величины 
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Ответ:
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б) 
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104. [5] У дежурного имеется 7 разных ключей от разных комнат. Вынув наудачу ключ, он пробует открыть дверь одной из комнат. Построить ряд распределения числа попыток открыть дверь (проверенный ключ второй раз не используется). Построить многоугольник этого распределения. Ответ: 
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105. [5] Найти функцию распределения случайной величины 
[image: image826.wmf])
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, где случайная величина 
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 число очков, выпадающее при бросании игральной кости. Ответ: 
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106. [5] Вероятность того, что студент найдет в библиотеке нужную ему книгу, равна 0,4. Построить ряд распределения числа библиотек, которые он может посетить, если ему доступны четыре библиотеки. 

Ответ: 
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107. [5] Автомобиль по пути к месту назначения встретит 5 светофоров, каждый из которых пропустит его с вероятностью 1/3. Построить ряд распределения числа светофоров, пройденных машиной до первой остановки или до прибытия к месту назначения. Ответ: 
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108. [5] АТС обслуживает 1500 абонентов. Вероятность того, что в течение 3 минут на АТС поступит вызов, равна 0,002. Построить ряд распределения случайной величины 
[image: image847.wmf]X

, равной числу вызовов, поступивших на АТС в течение 3 минут. Найти вероятность того, что за это время поступит более трех вызовов. Ответ:
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109. [5] Задано распределение дискретной случайной величины 
[image: image855.wmf]X
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Найти распределение случайной величины:

а) 
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Ответ: а) 
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110. [5] Подброшены 2 игральные кости. Построить ряд распределения: а) суммы выпавших очков; б) разности выпавших очков.

Ответ: б) 
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111. [3] Монету бросают, пока не выпадет решетка. Найти функцию распределения числа выпадения герба. (Ответ: Пусть 
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112. [3] Случайная величина 
[image: image870.wmf]x

 имеет следующее распределение
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Найти а) математическое ожидание и дисперсию 
[image: image873.wmf]x

; б) вероятность того, что 
[image: image874.wmf]x

 примет значение, на отрезке [-0,5;0,5]. (Ответ: а). 
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113. [3] Из ящика, содержащего 2 белых и 4 черных шара, вынимают три шара и перекладывают в другой ящик, где имелось 5 белых шаров. Затем из второго ящика 4 шара перекладываются в первый. Найти математическое ожидание числа белых шаров 
[image: image879.wmf]1
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114. [3] Случайная величина 
[image: image883.wmf]x

 принимает только целые неотрицательные значения с вероятностями 
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115. [3] Пусть 
[image: image889.wmf]m

 есть число появления события 
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 в серии из 
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 независимых испытаний. Вероятность появления события 
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. Найти математическое ожидание и дисперсию величины 
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116. [4]  Даны законы распределения двух независимых случайных величин
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Найти вероятности, с которыми случайные величины принимают значение 3, а затем составить закон распределения случайной величины 
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Ответ: 
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117. [4] Абонент забыл последнюю цифру нужного ему номера телефона, однако помнит, что она нечетная. Составить закон распределения числа сделанных им наборов номера телефона до попадания на нужный номер, если последнюю цифру он набирает наудачу, а набранную цифру в дальнейшем не набирает. Найти математическое ожидание и функцию распределения этой случайной величины. Ответ: 
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118. [6] В автосалоне из 10 автомобилей 8 новых, остальные с пробегом. Наудачу выбраны два автомобиля. Составить закон распределения числа новых автомобилей среди отобранных. Ответ:  
	
[image: image923.wmf]i
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119. [6] В городе 8 туристических фирм, у которых за последнее время риск банкротства увеличился до 30%. Составить ряд распределения числа турфирм, которые могут обанкротиться в течение следующего года. . Ответ: 
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120. [6] В барабане револьвера 7 гнезд. В одно гнездо заложен патрон, а остальные пустые. Барабан приводится во вращение и против ствола случайным образом оказывается патрон либо пустое гнездо. После этого нажимается на спусковой крючок нужное число раз, пока не произойдет выстрел по испытательному стенду. Найти закон распределения количества возможных нажатий на спусковой крючок. Ответ: 
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3.5. Непрерывные случайные величины и их числовые характеристики.
Определение. Непрерывной называется такая случайная величина 
[image: image929.wmf]X

, для которой функция распределения непрерывна.
В данном случае, производную от функции распределения случайной величины  называют плотностью распределения вероятности.
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В отличии от функции распределения, понятие плотность вероятности существует только для непрерывных случайных величин. Плотность вероятности непрерывной случайной величины обладает следующими свойствами.
1. Плотность вероятности – неотрицательная функция, т.е. 
[image: image931.wmf]0
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2. Вероятность попадания непрерывной случайной величины в интервал 
[image: image932.wmf]]
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 равна определенному интегралу от ее плотности вероятности в пределах от 
[image: image933.wmf]a
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3. Функция распределения непрерывной случайной величины может быть выражена через плотность вероятности по следующей формуле:
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4. Интеграл в бесконечных пределах от плотности вероятности непрерывной случайной величины равен единице. 
[image: image937.wmf]1
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Приведем основные числовые характеристики непрерывных случайных величин.
–Математическое ожидание:
Математическим ожиданием непрерывной случайной величины 
[image: image938.wmf]X

 с плотностью вероятности 
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 называется следующий определенный интеграл 
[image: image940.wmf]ò
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–Дисперсия:
Дисперсией непрерывной случайной величины 
[image: image941.wmf]X

 называется математическое ожидание квадрата ее отклонения от среднего значения.
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однако, оказывается удобнее вычислять по формуле
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–Среднее квадратическое отклонение:
Средним квадратическим отклонением непрерывной случайной величины принято называть корень квадратный из дисперсии
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Если 
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 представляет собой функцию случайного аргумента 
[image: image946.wmf]X

, который имеет плотность вероятности 
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, то математическое ожидание и дисперсия случайной величины 
[image: image948.wmf]Z

 находятся по следующим формулам:
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Пример 32. Случайная величина 
[image: image951.wmf]X

 задана плотностью вероятности 
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. Требуется определить математическое ожидание, дисперсию и среднее квадратическое отклонение случайной величины 
[image: image955.wmf]X

.
Решение: Математическое ожидание: 
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Дисперсия: 
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Среднее квадратическое отклонение:
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Пример 33. Дана плотность вероятности непрерывной случайной величины 
[image: image959.wmf]X
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Найти интегральную функцию 
[image: image961.wmf])
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, предварительно вычислив значение параметра 
[image: image962.wmf]A
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Решение: Поскольку все значения случайной величины 
[image: image963.wmf]X

 принадлежат интервалу 
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Интегральная функция определяется следующим образом:
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Следовательно:
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Пример 34. Случайная величина 
[image: image973.wmf]X

 задана плотностью вероятности 
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 в интервале 
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, вне этого интервала 
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. Найти математическое ожидание и дисперсию случайной величины 
[image: image977.wmf]2

X

Z

=

.
Решение: Искомые величины определяются по представленным выше формулам:
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3.6 Задачи для самостоятельного решения
121. [2] Дана интегральная функция распределения случайной величины 
[image: image980.wmf]X
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Найти плотность вероятности 
[image: image982.wmf])
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Ответ:
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122. [2] Дана плотность вероятности случайной величины 
[image: image984.wmf]X
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Найти параметр 
[image: image986.wmf]A

. (Ответ:. 
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123. [2] Случайная величина 
[image: image988.wmf]X

, принимающая положительные значения, имеет плотность вероятности 
[image: image989.wmf]2
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. Найти границы значений случайной величины 
[image: image990.wmf]X

, параметр 
[image: image991.wmf]a

 и математическое ожидание случайной величины 
[image: image992.wmf]X

. (Ответ. 
[image: image993.wmf]2

0

<

<

X

; 
[image: image994.wmf]4

/

3

=

a

; 
[image: image995.wmf]1

)

(

=

X

M

).
124. [2] Случайная величина 
[image: image996.wmf]X

 имеет равномерное распределение вероятностей на интервале ]4;10[. Найти ее математическое ожидание, дисперсию и среднее квадратическое отклонение. (Ответ: 
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125. [2] Случайная величина 
[image: image1000.wmf]X

 имеет равномерное распределение вероятностей. Найти плотность вероятности, если математическое ожидание случайной величины 
[image: image1001.wmf]X

 равно 8, а дисперсия равна (1/3). Ответ:
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126. [2] Два действительных числа 
[image: image1003.wmf]x

 и 
[image: image1004.wmf]y

 выбираются наудачу так, что сумма их квадратов меньше 100. Какова вероятность того, что сумма этих квадратов окажется больше 64 ? (Ответ: 
[image: image1005.wmf]36
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127. [2] Из фиксированной вершины квадрата со стороной 
[image: image1006.wmf]a

 произвольным радиусом, меньшим его диагонали, проведена окружность. Какова вероятность того, что она пересечет стороны квадрата, которым принадлежит данная вершина ? (Ответ: 
[image: image1007.wmf]707

,

0

»

p

).
128. [2] В равносторонний треугольник, сторона которого равна 
[image: image1008.wmf]a

, вписан круг. Внутри треугольника независимо друг от друга наудачу выбираются 5 точек. Какова вероятность того, что 3 из этих точек окажутся внутри круга ? (Ответ: 
[image: image1009.wmf]35
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129. [2] Закон равномерного распределения вероятностей случайной величины 
[image: image1010.wmf]X

 задан плотностью вероятности
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Найти интегральную функцию случайной величины 
[image: image1012.wmf]X

. Ответ:.
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130. [1] Плотность распределения непрерывной случайной величины 
[image: image1014.wmf]X

 в интервале ]0, 
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. Найти постоянный параметр 
[image: image1018.wmf]C

. (Отве: 
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131. [1] Непрерывная случайная величина 
[image: image1020.wmf]X

 в интервале ]0, 
[image: image1021.wmf]¥

[ задана плотностью распределения 
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. Найти вероятность того, что 
[image: image1025.wmf]X

 примет значение, принадлежащее интервалу ]1, 2[.(Ответ: 
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132. [1] Задана плотность распределения непрерывной случайной величины 
[image: image1027.wmf]X
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Найти функцию распределения 
[image: image1029.wmf])

(

x

F

. Ответ:

[image: image1030.wmf]ç

ç

ç

è

æ

>

£

<

-

£

=

.

2

/

1

,

2

/

0

cos

1

,

0

,

0

)

(

p

p

x

при

x

при

x

x

при

x

F


133. [1] Плотность распределения непрерывной случайной величины 
[image: image1031.wmf]X

 в интервале ] 
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. Найти вероятность того, что в трех независимых испытаниях 
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 примет ровно два раза значение, заключенное в интервале 
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134. [1] Случайная величина 
[image: image1041.wmf]X

 задана плотностью распределения 
[image: image1042.wmf]x
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 в интервале ]
[image: image1043.wmf]0

, 
[image: image1044.wmf]2

[; вне этого интервала 
[image: image1045.wmf]0
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. Найти математическое ожидание величины 
[image: image1046.wmf]X

. (Ответ: 
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135. [1] Случайная величина 
[image: image1048.wmf]X

 в интервале ]
[image: image1049.wmf]0

, 
[image: image1050.wmf]5

[ задана плотностью распределения 
[image: image1051.wmf]x
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[image: image1052.wmf]0
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. Найти дисперсию 
[image: image1053.wmf]X

. (Ответ: 
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136. [1] Авттобусы некоторого маршрута идут строго по расписанию. Интервал движения 5 мин. Найти вероятность того, что пассажир, подошедший к остановке, будет ожидать очередной автобус менее 3 мин. (Ответ. 
[image: image1055.wmf]6
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137. [1] Найти дисперсию и среднее квадратическое отклонение случайной величины 
[image: image1056.wmf]X

, распределенной равномерно в интервале ]2, 8[ (Ответ: 
[image: image1057.wmf]3
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138. [1] Закон равномерного распределения задан плотностью вероятности 
[image: image1059.wmf])
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 в интервале ]
[image: image1060.wmf]a

, 
[image: image1061.wmf]b

[; вне этого интервала 
[image: image1062.wmf]0
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. Найти функцию распределения 
[image: image1063.wmf])
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139. [1] Минутная стрелка кварцевых часов перемещается скачком в конце каждой минуты. Найти вероятность того, что в данное мгновение часы покажут время, которое отличается от истинного не более чем на 20 с. (Ответ: . 
[image: image1065.wmf]3
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140. [4] Дана функция 
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При каком значении параметра 
[image: image1067.wmf]С

 эта функция является плотностью распределения некоторой некоторой непрерывной случайной величины 
[image: image1068.wmf]X

? Найти математическое ожидание и дисперсию случайной величины 
[image: image1069.wmf]X

. (Ответ: 
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141. [4] Случайная величина 
[image: image1073.wmf]X

 задана функцией распределения 
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Найти: а) плотность вероятности 
[image: image1075.wmf])
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; б) математическое ожидание 
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(

X

D

. (Ответ:. 
[image: image1078.wmf]=

)

(

x

j

{0 при 
[image: image1079.wmf]0

£

x

 и при 
[image: image1080.wmf]1

>

x

; 
[image: image1081.wmf]x

2

 при . 
[image: image1082.wmf]1

0

£

<

x

}; б) 
[image: image1083.wmf]6667

,

0

)

(

=

X

M

; в) 
[image: image1084.wmf]0556

,

0

)

(

=

X

D

; г) 
[image: image1085.wmf]0

)

5

,

0

(

=

=

X

P

; 
[image: image1086.wmf]25

,

0

)

5

,

0

(

=

<

X

P

; 
[image: image1087.wmf]75

,

0

)

1

5

,

0

(

=

<

<

X

P

).
142. [4] Случайная величина 
[image: image1088.wmf]X

, сосредоточенная на интервале ]
[image: image1089.wmf]1

, 
[image: image1090.wmf]4

[, задана квадратичной функцией распределения 
[image: image1091.wmf]c
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[image: image1092.wmf]4

=

x

. Найти параметры 
[image: image1093.wmf]a
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[image: image1094.wmf]b

 и 
[image: image1095.wmf]c

 и вычислить вероятность попадания случайной величины 
[image: image1096.wmf]X

 в интервал [2;3]. (Ответ: 
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143. [4] Случайная величина 
[image: image1101.wmf]X

, сосредоточенная на интервале [-
[image: image1102.wmf]1

, 3], задана функцией распределения 
[image: image1103.wmf]4
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.  Найти вероятность попадания случайной величины 
[image: image1104.wmf]X

 в интервал [0;2]. Построить график функции 
[image: image1105.wmf])
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144. [4] Случайная величина 
[image: image1107.wmf]X

, сосредоточенная на интервале [2, 6], задана функцией распределения 
[image: image1108.wmf])
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. Найти вероятность того, что случайная величина 
[image: image1109.wmf]X

 примет значения: а) меньше 4; б) меньше 6; в) не меньше 3; г) не меньше 6. Ответ:.
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145. [5] При каких значениях параметров 
[image: image1114.wmf]k

 и 
[image: image1115.wmf]b

 функция 
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Может быть функцией распределения некоторой непрерывной случайной величины 
[image: image1117.wmf]X

? Найти вероятность того, что случайная величина 
[image: image1118.wmf]X

 примет значение заключенное в промежутке ]-2,3, 1,5[. Построить график распределения этой случайной величины. (Ответ: 
[image: image1119.wmf]3
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146. [5] Задана функция распределения непрерывной случайной величины 
[image: image1122.wmf]X
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Найти: а) значения постоянных 
[image: image1124.wmf]a

 и 
[image: image1125.wmf]c

; б) плотность распределения 
[image: image1126.wmf])
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 случайной величины 
[image: image1127.wmf]X

. (Ответ: а) 
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147. [5] Случайная величина 
[image: image1133.wmf]X

 задана функцией распределения 
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Найти: а) плотность распределения 
[image: image1135.wmf])
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 случайной величины 
[image: image1136.wmf]X

; б) вероятность того, что случайная величина 
[image: image1137.wmf]X

 в результате опыта примет значения в интервале ]-1,1[. Ответ:
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б) 
[image: image1139.wmf]3
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148. [5] Задана функция 
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Определить: а) при каком значении 
[image: image1141.wmf]a

 функция 
[image: image1142.wmf])
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 будет функцией распределения случайной величины 
[image: image1143.wmf]X

; б) плотность вероятности случайной величины 
[image: image1144.wmf]X

. (Ответ: а) . 
[image: image1145.wmf]1

; б). 9/16).

149. [5] Дана функция распределения непрерывной случайной величины 
[image: image1146.wmf]X
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Функция 
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 имеет максимум. Найти:  а) параметры 
[image: image1150.wmf]a
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150. [3] Случайная величина 
[image: image1161.wmf]x

 распределена равномерно. 
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151. [3] Найти математическое ожидание и дисперсию двух независимых случайных величин 
[image: image1168.wmf]x

 и 
[image: image1169.wmf]h

, равномерно распределенных соответственно в промежутках 
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152. [3] Точка брошена наудачу внутрь круга радиуса 
[image: image1174.wmf]R

. Вероятность попадания точки в любую область, расположенную внутри круга, пропорциональна площади области. Найти функцию распределения, математическое ожидание и дисперсию расстояния точки до центра круга. Ответ:. 
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153. [3] Случайная величина 
[image: image1178.wmf]x

 равномерно распределена на отрезке 
[image: image1179.wmf]]
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 положительные постоянные. Найти математическое ожидание и дисперсию величины 
[image: image1183.wmf]h

. Ответ:
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154. [3] Мишень состоит из трех концентрических кругов с радиусами 
[image: image1186.wmf]3
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, 
[image: image1187.wmf]1

 и 
[image: image1188.wmf]3

. Попадание в центральный круг стоит 4 очка, в среднее кольцо – 3 очка, в крайнее кольцо – 2 и вне круга – 0 очков. Вероятность попадания на расстоянии 
[image: image1189.wmf]r

 от центра мишени равна 
[image: image1190.wmf])
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. Найти математическое ожидание числа очков, выбитых при пяти выстрелах. (Ответ: 
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155. [3] Случайная величина 
[image: image1192.wmf]x

 имеет плотность 
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Найти математическое ожидание и дисперсию величины 
[image: image1194.wmf]x

. (Ответ: 
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156. [3] Пусть 
[image: image1197.wmf]m

 есть число появлений события 
[image: image1198.wmf]A

 в серии 
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 независимых испытаний, в каждом из которых 
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157. [6] Обвал одинаково возможен в любой точке на горной дороге от 30-го км до 90-го км. Вероятность того, что обвал произойдет в интервале от конца или начала дороги равен 1/5. Найти эти интервалы. (Ответ: а).(30; 36); б) (84; 90)).
158. [6] Найти параметр 
[image: image1205.wmf]l

 распределения: а) заданного плотностью
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б) заданного функцией распределения
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(Ответ: а). 
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=

l

; б) 
[image: image1209.wmf]8

,

0

=

l

).
159. [6] Время ожидания ответа на телефонный звонок – случайная величина, подчиняющаяся равномерному закону распределения в интервале от 0 до 60 с. Найти плотность и функцию распределения этой случайной величины. Определить вероятность того, что время ожидания ответа не превысит 45 с. Ответ:.
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Раздел 4. 
Закон больших чисел
4.1. Неравенство Маркова.

Если случайная величина 
[image: image1212.wmf]X

принимает только неотрицательные значения и имеет математическое ожидание, то для любого положительного числа 
[image: image1213.wmf]a

 верно неравенство
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отсюда 
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4.2. Неравенство Чебышева
Если случайная величина 
[image: image1216.wmf]X

имеет конечную дисперсию 
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 и математическое ожидание 
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 справедливо следующее неравенство 
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т. е., вероятность того, что отклонение случайной величины 
[image: image1221.wmf]X

от ее математического ожидания по абсолютной величине меньше положительного числа 
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, не меньше чем 
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Из последнего неравенства:
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4.3. Теорема Чебышева.
Теорема Чебышева. Если последовательность независимых случайных величин 
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, то для любого положительного числа 
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 выполняется следующее равенство: 

[image: image1233.wmf]1

)

(

...

)

(

)

(

...

lim

2

1

2

1

=

÷

ø

ö

ç

è

æ

<

+

+

+

-

+

+

+

¥

®

e

n

X

M

X

M

X

M

n

X

X

X

P

n

n

n


(25)
т. е., при указанных выше условиях, средняя арифметическая случайных величин 
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 сходится по вероятности к средней арифметической их математических ожиданий 
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 подчиняется закону больших чисол.

При доказательстве теоремы Чебышева, получается следующая оценка
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Следствие. В том случае, если в условии теоремы Чебышева случайные величины 
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 имеют одно и то же математическое ожидание 
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, то формулы (25) и (26) принимают вид:
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4.4. Теорема Бернулли
Теорема Бернулли. В том случае, если в каждом из 
[image: image1250.wmf]n

 независимых испытаний вероятность 
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 появления события 
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 постоянна, то при 
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где (
[image: image1256.wmf]n

m

/

) – относительная частота появления события 
[image: image1257.wmf]A

.

При доказательстве теоремы Бернулли, получается следующая оценка
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где 
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4.5. Центральная предельная теорема.

Данная теорема представляет собой группу теорем, устанавливающих условия, при которых возникает нормальный закон распределения. В наиболее простой форме, относящейся к случаю одинаково распределенных слагаемых, она формулируется следующим образом: 

Если 
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 являются независимыми случайными величинами, которые имеют один и тот же закон распределения с математическим ожиданием 
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 приближается к нормальному.

Центральная предельная теорема справедлива и для неодинаково распределенных слагаемых:
Теорема Ляпунова. В том случае, если 
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 являются независимыми случайными величинами, каждая из которых имеет математическое ожидание 
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Пример 35. При стрельбе по мишени, представляющей собой круг радиуса 30 см, средняя величина отклонения от центра мишени равна 6 см. С помощью неравенства Маркова, оценить вероятность поражения мишени при одном выстреле.
Решение. Вполне очевидно, что мишень будет поражена в том случае, если произойдет событие (
[image: image1279.wmf]30
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). Средняя величина отклонения от центра мишени равна 
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. Тогда, с помощью формулы (28) получаем следующую оценку:
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Пример 36. У деталей изготовленной партии, среднее значение длины равно 50 см, а среднее квадратическое отклонение равно 0,2 см. Оценить снизу вероятность того, что длина наудачу взятой детали окажется не менее 49,5 см и не более 50,5 см.
Решение. Случайная величина 
[image: image1282.wmf]X

, которой является длина детали, имеет конечную дисперсию 
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 используем неравенство Чебышева (24). Поскольку 
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Т. е.,: 
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Пример 37. Для определения средней продолжительности горения электроламп в партии из 200 одинаковых ящиков было взято на выборку по одной лампе из каждого ящика. Оценить вероятность того, что средняя продолжительность горения отобранных 200 электроламп отличается от средней продолжительности горения ламп во всей партии не более чем на 5 часов (по абсолютной величине), если известно, что среднее квадратическое отклонение продолжительности горения ламп в каждом ящике меньше 7 часов.
Решение. Пусть 
[image: image1290.wmf]i
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 это продолжительность горении электролампы взятой из i-го ящика. По условию, дисперсия 
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. К рассматриваемой последовательности случайных величин можно применить теорему Чебышева, поскольку 1) величины независимы; 2) дисперсии ограничены: 
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Очевидно, что средняя продолжительность горения отобранных ламп: 
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, а средняя продолжительность горения ламп во всей партии: 
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. Тогда вероятность искомого события по формуле (26):
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т. е. не менее чем 
[image: image1297.wmf]9902
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Пример 38. Математическое ожидание числа очков, выпавших при бросании игральной кости, равно 3,5 , а дисперсия равна (35/12). Игральная кость подбрасывается 350 раз. Оценить вероятность того, что среднее арифметическое числа выпавших очков отклонится от математического ожидания по абсолютной величине не более чем на 0,2. 

Решение. Случайная величина 
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 представляет собой число очков, выпавших на верхней грани игральной кости. Данные случайные величины: 1) независимы, 2) имеют ограниченные дисперсии, 3) имеют одно и то же математическое ожидание. Искомую оценку получим, используя неравенство 27, в котором 
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Пример 39. Оценить вероятность того, что в результате подбрасывания игральной кости в течение 320 раз относительная частота появления на верхней грани пяти очков отклонится от вероятности этого события (по абсолютной величине) не более чем на 0,03.
Решение. Рассматриваемые испытания удовлетворяют схеме Бернулли: 1) испытания независимы; 2) каждое испытание имеет два исхода (на верхней грани появилось 5 очков, на верхней грани не появилось 5 очков), 3) вероятность появления 5 очков в каждом испытании постоянна и равна 
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 относительная частота появления 5 очков, можно применить неравенство (28), где 
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4.6. Задачи для самостоятельного решения
161. [1] Используя неравенство Чебышева, оценить вероятность того, что случайная величина 
[image: image1313.wmf]X

 отклонится от своего математического ожидания менее чем на три средних квадратических отклонения. 
(Ответ: 
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162. [1] В осветительную сеть параллельно включено 20 ламп. Вероятность того, что за время 
[image: image1315.wmf]T

 лампа будет включена, равна 0,8. Пользуясь неравенством Чебышева, оценить вероятность того, что абсолютная величина разности между числом включенных ламп и средним числом (математическим ожиданием) включенных ламп за время 
[image: image1316.wmf]T

 окажется: а) меньше трех; б) не меньше трех. 
(Ответ: а) 
[image: image1317.wmf]64
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163. [1] Вероятность появления события в каждом испытании равна 1/4. Используя неравенство Чебышева, оценить вероятность того, что число 
[image: image1319.wmf]X

 появлений события заключено в пределах от 150 до 250, если будет произведено 800 испытаний. (Ответ: 
[image: image1320.wmf]94
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164. [2] Математическое ожидание начальной скорости снаряда 600 м/с. Оценить вероятность того, что могут наблюдаться значения начальной скорости, превышающие 900 м/с. 
165. [2] Средняя температура в квартире, подключенной к теплоцентрали, в период отопительного сезона составляет 200С, а среднее квадратическое отклонение равно 20С. Оценить вероятность того, что температура в квартире отклонится от средней по абсолютной величине не более чем на 50С. (Ответ: 
[image: image1321.wmf]84
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166. [2] Игральная кость подбрасывается 180 раз. Используя неравенство Чебышева, оценить вероятность того, что 5 очков появится от 24 до 36 раз. Оценить вероятность этого же события с помощью интегральной теоремы Лапласа. (Ответ: 
[image: image1322.wmf]306
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167. [2] Вероятность получения с конвейера изделия высшего качества равна 0,6. Используя неравенство Чебышева и интегральную теорему Лапласа, оценить вероятность наличия от 340 до 380 изделий высшего качества в партии из 600 изделий. Сравнить полученные результаты. (Ответ: 
[image: image1324.wmf]64
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168. [2] Вероятность получения с конвейера изделия высшего качества равна 0,8. Проверяется 800 изделий. Случайная величина 
[image: image1326.wmf]-

X

 число изделий высшего качества. Указать промежуток, в котором значения этой случайной величины можно ожидать с вероятностью, не меньшей 0,5. (Ответ: 
[image: image1327.wmf]656
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169. [2] Дисперсия каждой из независимых случайных величин
[image: image1328.wmf]i
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, означающей горение электролампочки, не превышает 20 час. Сколько нужно взять для испытания лампочек, чтобы вероятность того, что абсолютное отклонение средней продолжительности горения лампочки от средней арифметической их математических ожиданий не превышает одного часа, была не меньше 0,95? (Ответ: 
[image: image1329.wmf]400
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170. [2] Каждая из 2000 независимых случайных величин 
[image: image1330.wmf]i
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 имеет дисперсию, равную 4,5. Математические ожидания этих случайных величин одинаковы. Оценить вероятность того, что среднее арифметическое случайных величин отклонится от математического ожидания по абсолютной величине не более чем на 0,15. 
(Ответ: 
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171. [4] Электростанция обслуживает сеть из 1600 электроламп, вероятность включения каждой из которых вечером равна 0,9. Оценить с помощью неравенства Чебышева вероятность того, что число ламп, включенных в сеть вечером, отличается от своего математического ожидания не более чем на 100 (по абсолютной величине).Найти вероятность того же события, используя следствие из интегральной теоремы Муавра-Лапласа. (Ответ: 
[image: image1333.wmf]9856
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172. [4] Вероятность сдачи в срок всех экзаменов студентом факультета равна 0,7. С помощью неравенства Чебышева оценить вероятность того, что доля сдавших в срок все экзамены из 2000 студентов заключена в границах от 0,66 до 0,74. (Ответ: 
[image: image1335.wmf]9344
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173. [4] Вероятность того, что акции, переданные на депозит, будут востребованы, равна 0,08. Оценить с помощью неравенства Чебышева вероятность того, что среди 1000 клиентов от 70 до 90 востребуют свои акции. (Ответ: 
[image: image1336.wmf]264
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174. [4]  Оценить вероятность того, что отклонение любой случайной величины от ее математического ожидания будет не более двух средних квадратических отклонений (по абсолютной величине). (Ответ: 
[image: image1337.wmf]75
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175. [4] Сколько нужно произвести измерений, чтобы с вероятностью, равной 0,9973, утверждать, что погрешность средней арифметической результатов этих измерений не превысит 0,01 , если измерение характеризуется средним квадратическим отклонением, равным 0,03? (Ответ: 
[image: image1338.wmf]3333
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176. [4] Отделение банка обслуживает в среднем 100 клиентов в день. Оценить вероятность того, что сегодня в отделении банка будет обслужено: а) не более 200 клиентов; б) более 150 клиентов. (Ответ: а) 
[image: image1339.wmf]5
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177. [4] В целях контроля, из партии в 100 ящиков взяли по одной детали из каждого ящика и измерили их длину. Требуется оценить вероятность того, что вычисленная по данным выборки средняя длина детали отличается от средней длины детали во всей партии не более чем на 0,3 мм, если известно, сто среднее квадратическое отклонение не превышает 0,8 мм. (Ответ: 
[image: image1341.wmf]929
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178. [4] В течение времени 
[image: image1342.wmf]t

 эксплуатируется 500 приборов. Каждый прибор имеет надежность 0,98 и выходит из строя независимо от других. Оценить с помощью неравенства Чебышева вероятность того, что доля надежных приборов отличается от 0,98 не более чем на 0,1 (по абсолютной величине). (Ответ: 
[image: image1343.wmf]996
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179. ([4] В среднем 10% работоспособного населения некоторого региона – безработные. Оценить с помощью неравенства Чебышева вероятность того, что уровень безработицы среди обследованных 10000 работоспособных жителей города будет в пределах от 9 до 11% (включительно). (Ответ: 
[image: image1344.wmf]91
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180. [4] Опыт работы страховой компании показывает, что страховой случай приходится примерно на каждый пятый договор. Оценить с помощью неравенства Чебышева необходимое количество договоров, которые следует заключить, чтобы с вероятностью 0,9 можно было утверждать, что доля страховых случаев отклонится от 0,1 не более чем на 0,01 (по абсолютной величине). Уточнить ответ с помощью следствия из интегральной теоремы Муавра-Лапласа. (Ответ: 
[image: image1345.wmf]16000
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181. [3] Используя неравенство Чебышева, найти вероятность того, что частота появления герба при ста бросаниях монеты отклонится от вероятности не более, чем на 0,1; Сравнить с вероятностью, поученной с помощью применения интегральной теоремы Муавра-Лапласа. 
(Ответ: 
[image: image1347.wmf]9545
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182. [3] Дисперсия каждой из 2500 независимых случайных величин не превосходит 5. Оценить вероятность того, что отклонение среднего арифметического этих случайных величин от среднего арифметического их математических ожиданий не превзойдет 0,4. 
Ответ:
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183. [3] Среднее квадратическое отклонение каждой из 2134 независимых случайных величин не превосходит 4. Оценить вероятность того, что отклонение среднего арифметического этих величин от среднего арифметического их математических ожиданий не превзойдет о,5. (Ответ: 
[image: image1349.wmf]97
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184. [3]  За значение некоторой величины принимают среднее арифметическое достаточно большого числа ее измерений. Предполагая, что среднее квадратическое отклонение возможных результатов каждого измерения не превосходит 1, оценить вероятность того, что при 1000 измерений этой величины отклонение найденного ее значения от истинного не превосходит 0,1 единицы. (Ответ: 
[image: image1350.wmf]9
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185. [3] Технический контролер проверяет партию однотипных приборов. С вероятностью 0,01 прибор может иметь дефект А и, независимо от этого, с вероятностью 0,02 – дефект В. 

а) В каких границах будет заключено практически наверняка число бракованных изделий в партии из 1000 штук, если за вероятность практической достоверности принимается 0,997 ?
б) Решить тот же вопрос, применяя интегральную теорему Муавра-Лапласа.
(Ответ: а) 
[image: image1351.wmf]128
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186. [3] Изнашивание орудия при стрельбе таково, что каждый выстрел уменьшает вероятность попадания в цель на 1%. При первом выстреле эта вероятность равна 0,8. Производится 100 выстрелов. Найти границы, в которых с вероятностью 0,85 будет заключено число попаданий. (Ответ: 
[image: image1353.wmf]53
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187. [3]  Математическое ожидание скорости ветра на данной высоте равно 25 км/час. Какие скорости ветра можно ожидать на этой высоте с вероятностью, не меньшей 0,9 ? (Ответ: 
[image: image1354.wmf]2
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188. [3] Математическое ожидание количества выпадающих в течение года в данной местности осадков составляет 55 см. Оценить вероятность того, что в этой местности осадков выпадет 175 см. (Ответ; 0,3).
189. [3] Средний расход воды в населенном пункте составляет 50000 л в день. Оценить вероятность того, что в этом населенном пункте в данный день расход воды не превысит 150000 л. (Ответ: 2.3)).
190. [3] Число солнечных дней в году для данной местности является случайной величиной с математическим ожиданием, равным 75 дням. Оценить вероятность того, что в течение года в этой местности будет не более 200 солнечных дней. (Ответ: 
[image: image1355.wmf]625
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191. [3]  Случайная величина 
[image: image1356.wmf]x

 имеет математическое ожидание 
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 и среднее квадратическое отклонение 
[image: image1358.wmf]2
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. С помощью неравенства Чебышева оценить вероятность неравенства:  
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192. [3] Среднее квадратическое отклонение ошибки измерения курса самолета 
[image: image1361.wmf]0
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. Считая математическое ожидание ошибки измерения равным нулю, оценить вероятность того, что ошибка при данном измерении курса самолета будет более 
[image: image1362.wmf]0
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193. [3] Среднее квадратическое отклонение ошибки измерения азимута равно 
[image: image1363.wmf]0
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 (а математическое ожидание равно нулю). Оценить вероятность того, что ошибка среднего арифметического трех независимых измерений не превзойдет 
[image: image1364.wmf]0
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. (Ответ: 
[image: image1365.wmf]917
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194. [3] Вероятность некоторого события А в каждом испытании из серии 
[image: image1366.wmf]n

 независимых испытаний равна 
[image: image1367.wmf]3
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, Используя неравенство Чебышева, оценить вероятность того, что частота этого события отклонится от его вероятности по абсолютной величине не более, чем на 0,01 , если будет произведено а) 
[image: image1368.wmf]9000
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[image: image1369.wmf]75000
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. Сравнить полученные оценки с результатами применения интегральной теоремы Муавра-Лапласа. (Ответ: а) 
[image: image1370.wmf]75
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195. [3] Среднее значение скорости ветра у земли в данном пункте равно 16 км/час. Оценить с помощью первой формы неравенства Чебышева вероятность того, что в этом пункте скорость ветра (при одном наблюдении) не превысит 80 км/час. (Ответ:. 
[image: image1374.wmf]5
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196. [6] Вероятность произрастания зерна равна 0,96. В соответствии с неравенством Чебышева оценить вероятность того, что число не проращенных зерен из 2000 находится в границах от 60 до 100. Сравнить полученные оценки с результатами применения интегральной теоремы Муавра-Лапласа. (Ответ: 
[image: image1375.wmf]808
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197. [6] Среднее изменение курса акции компании в течение одних биржевых торгов составляет 0,3%. С помощью неравенства Маркова оценить вероятность того, что на ближайших торгах курс изменится более чем на 3%. (Ответ: 
[image: image1377.wmf]1
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198. [6] Среднее число просмотров в день видеоролика составило 50000. При помощи неравенства Маркова оценить вероятность того, что число просмотров в день не превосходит 120000. (Ответ: 
[image: image1378.wmf]583
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199. [6] Можно ли с вероятностью большей, чем 0,97 утверждать, что при 1000 подбрасываний монеты количество выпадений герба будет заключено в пределах от 400 до 600. Задачу решить с помощью неравенства Чебышева и интегральной теоремы Муавра-Лапласа. Сравнить ответы. (Ответ: да, 
[image: image1379.wmf]975
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200. [6] Игральную кость бросили 4200 раз. Оценить вероятность того, что 3 очка выпало больше 650 раз и меньше 750 раз. Задачу решить при помощи неравенства Чебышева и интегральной теоремы Муавра-Лапласа. Сравнить ответы. (Ответ: 
[image: image1381.wmf]767
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ПРИЛОЖЕНИЕ
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	0,25
	0,3867
	0,0987
	1,80
	0,0790
	0,4641

	0,30
	0,3814
	0,1179
	1,85
	0,0721
	0,4678

	0,35
	0,3752
	0,1368
	1,90
	0,0656
	0,4713

	0,40
	0,3683
	0,1554
	1,95
	0,0596
	0,4744

	0,45
	0,3605
	0,1736
	2,00
	0,0540
	0,4772

	0,50
	0,3521
	0,1915
	2,10
	0,0440
	0,4821

	0,55
	0,3429
	0,2088
	2,20
	0,0355
	0,4861

	0,60
	0,3332
	0,2257
	2,30
	0,0283
	0,4893

	0,65
	0,3230
	0,2422
	2,40
	0,0224
	0,4918

	0,70
	0,3123
	0,2580
	2,50
	0,0175
	0,4938

	0,75
	0,3011
	0,2734
	2,60
	0,0136
	0,4953

	0,80
	0,2897
	0,2881
	2,70
	0,0104
	0,4965

	0,85
	0,2780
	0,3023
	2,80
	0,0079
	0,4974

	0,90
	0,2661
	0,3159
	2,90
	0,0060
	0,4981

	0,95
	0,2541
	0,3289
	3,00
	0,00443
	0,49865

	1,00
	0,2420
	0,3413
	3,10
	0,00327
	0,49903

	1,05
	0,2299
	0,3531
	3,20
	0,00238
	0,49931

	1,10
	0,2179
	0,3643
	3,30
	0,00172
	0,49952

	1,15
	0,2059
	0,3749
	3,40
	0,00123
	0,49966

	1,20
	0,1942
	0,3849
	3,50
	0,00087
	0,49977

	1,25
	0,1826
	0,3944
	3,60
	0,00061
	0,49984

	1,30
	0,1714
	0,4032
	3,70
	0,00042
	0,49989

	1,35
	0,1604
	0,4115
	3,80
	0,00029
	0,49993

	1,40
	0,1497
	0,4192
	3,90
	0,00020
	0,49995

	1,45
	0,1394
	0,4265
	4,00
	0,0001338
	0,499968

	1,50
	0,1295
	0,4332
	4,50
	0,0000160
	0,499997

	
	
	
	5,00
	0,0000015
	0,49999997
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