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1. Зарождение  теории  вероятностей.
         Обратимся  к  Математическому  энциклопедическому  словарю  [1]: «Вероятностей  тео-рия – математическая  наука, позволяющая  по  вероятностям  одних  случайных  событий  нахо-
дить  вероятности  других  случайных  событий, связанных  каким-либо  образом  с  первыми».
Уже  из  этого  определения  видно, что  основным  объектом  интересующей  нас  теории  явля-ется  вероятность. «Вероятность – это  числовая  характеристика  возможности  появления  слу-
чайного  события  в  определённых  условиях, которые  могут  быть  воспроизведены  неограни-ченное  число  раз» [2]. Природа  случайных  событий, т.е. событий, которые  могут  произойти  или  не  произойти  в  каком-то  опыте, как  мы  увидим  в  дальнейшем, весьма  разнообразна.
          Пока  же  обратимся  к  истокам  интересующей  нас  научной  дисциплины. В  почти  ты-
сячелетней  достоверной  истории  человечества  первые  попытки  подсчитать вероятности  сле-
дует  отнести  к  трудам  итальянского  математика  Луки  Пачоли (1445 – 1514 гг. по трад. хрон.)
Он  рассматривал  задачи  о  справедливом  дележе  ставки  между  игроками, если  игра  пре-рвана. Вот  две  из  них.
Задача 1. Компания  играет  в  мяч  до  60  очков  и  делает  ставку  в  22  дуката. В  связи  с  не-
                 которыми  обстоятельствами  игра  прервана, когда  одна  сторона  имеет  50, а  другая
                 30  очков. Какую  часть  ставки  должна  получить  каждая  сторона?
Задача 2. Трое  соревнуются  в  стрельбе  из  арбалета. Кто  первым  достигнет  6  лучших  попа-
                 даний, тот  выигрывает. Ставки  10  дукатов. Когда  первый  получил  4  лучших  попа-
                 дания, второй – 3, а  третий – 2, они не  хотят  продолжать  и  решают  разделить  приз.
                 Какой  должна  быть  доля  каждого?
          В  этих  задачах  Пачоли  делит  ставку  пропорционально  набранным  очкам (или  парти-  
ям). Если  два  игрока  к  моменту  прекращения  игры  выиграли  соответственно  m и n  партий, 
то  ставка  делилась  в  отношении  m : n  независимо  от  того, сколько  партий  им  оставалось
сыграть. В  1-й  задаче  автор  предлагает  разделить  ставку  в  отношении  5 : 3; во  2-й  задаче,
проводя  аналогичные  рассуждения, - в  отношении  4 : 3 : 2. Пачоли  предполагал  равновероят-ность  выигрыша  любой  партии (очка) каждым  из участников игры. Такие  решения  в  те  вре-
мена  ошибочно  считались  правильными. Однако  при  этом  ставки  делились  не  в  соответ-ствии  с  вероятностями  выиграть  всю  ставку  при  продолжении  игры. Заметим, что  в  случае
нуля  очков  у  одного  из  игроков  метод  Пачоли  вообще  неприменим!
         Рассуждения  Пачоли  подверг  критике (1539 г.) его  соотечественник  Джироламо  Карда-
но (1501 – 1576). Он  правильно  указал, что  Пачоли, деля  ставку  пропорционально  числу  уже
выигранных  партий, никак  не  принимает  в  расчёт  то  число  партий, которое  ещё  необходи-
мо выиграть  каждому  из игроков. Однако  Кардано  тоже ошибался, предлагая  «экзотический»
метод: делить  ставку  в отношении  сумм  членов  двух  арифметических  прогрессий  с  разнос-
тями, равными  1, которые  начинаются  с  1  и  продолжаются  до  числа  недостающих  партий
до  выигрыша, т.е. в  отношении  [1 + 2 + 3 + … (k – n)] : [1 + 2 + 3 + … (k – m)], где  k – количес-
тво  партий, до  которого  должна  продолжаться  игра  по  условию, а  m и n – количество  пар-
тий, выигранных  партнёрами.
         До  середины  XVII в. (по ст. хрон.) не  было  правильных  методов  решения  задач о спра-
ведливом  дележе  ставки. В  1654 г. между  французскими  математиками  Блезом  Паскалем  и
Пьером  Ферма  возникла  переписка  по  поводу  ряда  задач. Паскаль  предложил  следующие
задачи  со  своими  решениями.
Задача 3. Как  разделить  ставку  при  игре  до  трёх  побед, если один игрок  выиграл  2  партии,
                 а  другой – 1  и  каждым  вложено  в  игру  по  32  пистоля?
Решение  Паскаля. Предположим, что  игроки  играют  ещё  одну  партию. Если  её  выигрывает
первый, то  он  получает  всю  сумму  в  64  пистоля, если  же  эту  партию  выиграет  второй, то
каждый  игрок  будет  иметь  по  2  выигранные  партии, и, следовательно, если  они  намерены
произвести  раздел, каждый  должен  получить  обратно  свой  вклад  в  32  пистоля. Примем  во
внимание, что если первый  выиграет, то ему  причитается  64, если  проиграет, то – 32 пистоля.
Если  игроки  не  хотят  играть  4-ю  партию, то  первый  должен  сказать: «Я  имею  32  пистоля
верных, ибо  в  случае  проигрыша  я  их  также  получил  бы, но  остальные  32  пистоля  могут  быть  получены  либо  мной, либо  Вами. Случайности  равны. Разделим же  эти  32 пистоля  по-полам, и  дайте  мне, кроме  того, бесспорную  сумму  в  32  пистоля». Таким  образом, первый
игрок  должен  получить  48, а  второй – 16  пистолей.
Задача 4. Как  разделить  ставку  при  игре  до  трёх  побед, если один  игрок  выиграл  2 партии,
                 а  другой – ни  одной  и  каждым  вложено  по  32  пистоля?
Решение  Паскаля. Если бы  первый  игрок  выиграл  ещё  одну  партию, то ему  причиталось бы
64  пистоля, если  бы  проиграл, то  получилась бы  ситуация  задачи 3, где  ему бы  причиталось 
48  пистолей. Значит, у  него  верных  48  пистолей, и  остаток  в  16  пистолей  надо  разделить  пополам. Таким  образом, первый  должен  получить  56, а  второй - 8  пистолей.
Задача 5. Как  разделить  ставку  при  игре  до  трёх  побед, если один  игрок  выиграл 1 партию,
                 а  другой – ни  одной  и  каждым  вложено  по  32  пистоля?
Решение  Паскаля.  Предположим, игроки  сыграли  ещё  одну  партию. Если  её  выиграет  пер-вый, то  он  будет  иметь, в  силу  задачи 4, 56  пистолей. Если  он  её  проигрывает, то  у  обоих
окажется  равное  число побед, и  первому  следует  получить  32 пистоля. Первый  игрок  может
сказать : «Если  Вы  не  хотите  играть, дайте  мне  мой  бесспорный  выигрыш  в  32  пистоля, а
остаток  от  56 (т.е. 24  пистоля) разделим  поровну, т.е. возьмём  каждый  по  12». Таким  обра-зом, первый  игрок  должен  получить  44, а  второй – 20 пистолей.
         Как видно, оригинальный  метод  Паскаля  логически  непротиворечив, однако  его  трудно
применить  к  более  сложным  случаям. Ферма  предложил более совершенный  метод  решения
подобных  задач. Вот  как  он  обобщил  задачу 5.
Задача 6. Пусть  до  выигрыша  всей  встречи  игроку  А  недостаёт  двух  партий, а  игроку  В - 
                 трёх  партий. Как  справедливо  разделить  ставку, если  игра  прервана?  
Решение  Ферма.  Игра  может  быть  продолжена  по  большей  мере  ещё  4  партии. Для  пере-бора  всех  возможных  случаев  составим  таблицу.
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Из 16  возможных  исходов  первые 11  благоприятны  для  выигрыша  игроком А  всей  встречи, 
а  остальные  5 исходов  благоприятны  для  игрока В. Следовательно, 
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  ставки  должен  полу-
чить  игрок  А, а 
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  ставки – игрок  В.
         Как  мы  увидим  далее, Ферма  вычисляет  вероятности  выигрыша  встречи  для  каждого  игрока. В  свою  очередь, Паскаль  решил  эту  задачу  с  помощью  арифметического  треуголь-
        1             ника (см. рисунок). Он  складывает  количество  партий, недостающих  игрокам  

      1   1          А (2)  и  В (3), и  берёт  ту  строку  треугольника, в  которой  количество  членов 

    1   2   1       равно  найденной  сумме, т.е. пятую. Тогда  доля  игрока  А  будет  равна  сумме

  1  3   3   1     членов  этой  строки, начиная  от  единицы, причём  количество  слагаемых  равно 

1  4   6   4  1   числу  партий, недостающих  игроку В(3), а  доля  игрока В  равна  такой  же  сум-
. . . . . . . . . . .  ме, но  с  количеством  слагаемых, равным  числу  партий, недостающих  игроку
А(2). Выписываем  5-ю  строку. Это  числа  1, 4, 6, 4, 1. Следовательно, ставку  нужно  разделить
в  отношении  (1 + 4 + 6) : (1 + 4) = 11 : 5. Тот  же  ответ, что  и  у  Ферма.
          Как  видно  из  приведённых  примеров, такая  простая  на  первый  взгляд  задача  о  деле-

же  ставки  таит  в себе  коварный  соблазн  неправильного  решения, если  проигнорировать  ве-
роятностные  соображения! 
          Другим  поставщиком  задач  вероятностного  толка  на  заре  развития  современной  нау-
ки  явилась  игра  в  кости. С  античных  времён  до  наших  дней  не  придумано  более  простой
и  наглядной  модели  для  иллюстрации  случайных  событий, нежели  чем  шестигранная  кость
(кубик)  с  выгравированными  на  её  гранях  числами  от  1  до  6 (как  правило, в  виде  точек).
Вот  пара  классических  задач  из  этой  области.

Задача 7. Однажды  к  итальянскому  учёному  Галилео  Галилею (1564 – 1642) явился  солдат  и
                 попросил  помочь  ему  в  решении  вопроса, который  не  давал ему покоя: что  выпа-
                  дает  чаще  при  одновременном  подбрасывании  двух  костей – 9  очков  или 10?

Задача 8. Страстный  игрок  в  кости  рыцарь  де  Мерэ  хотел  разбогатеть  при  помощи  игры
                 в  кости, и для этого он придумывал  различные  усложнённые  правила  игры. В  част-
                 ности, рыцарь  бился  об  заклад, что  при подбрасывании  кости  4 раза  хотя  бы  один
                 раз  выпадет  6  очков. Какова  вероятность  выигрыша  для  рыцаря?
         Эти  задачи  будут  решены  ниже. 

         Прежде  чем  приступить  к  изложению  основ  теории  вероятностей, нам  будет  необхо-димо  ознакомиться  с  элементами  комбинаторики  и  теории  множеств. 
               2. Элементы  теории  множеств и  комбинаторики.

        а) Основные  понятия  теории  множеств.

         Прежде  всего  охарактеризуем  базовые  понятия  для  всего  последующего  изложения.

Определение. Под  множеством  будем  понимать  любую  совокупность  однородных  по  ка- 
                          кому-либо  признаку  элементов.

         Группа  студентов, буквы  русского  алфавита, точки  отрезка  [0; 1] – всё  это  примеры  
множеств.
Определение. Множество, не содержащее  ни  одного  элемента, называется  пустым  и  обозна-
                          чается  символом  Ø.
         Множество  пятилетних  гроссмейстеров  по  шахматам, множество  натуральных  корней
уравнения  4х 2 – 1 = 0 – это  примеры  пустых  множеств. Множество  яблок  в  мешке, рыб  в  океане, книг  во  всех  библиотеках  мира – это  примеры  конечных  множеств, количество  их
элементов  можно  выразить  натуральным  числом  (хотя  мы  не  всегда  знаем  значение  этого
числа). В  настоящей  работе  речь  будет  преимущественно идти  именно  о  конечных  множес-
твах.
Определение. Объединением  множеств  Х  и  Y  называется  множество  Х
[image: image3.wmf]È

Y, состоящее  из  
                          элементов, которые  принадлежат  хотя  бы  одному  из  множеств.
Определение. Пересечением  множеств  Х  и  Y  называется  множество  Х
[image: image4.wmf]Ç

Y, состоящее  из
                          элементов, которые  принадлежат  как  Х, так  и  Y.

         Таким  образом, х
[image: image5.wmf]Î

 Х
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Y  <=>  x
[image: image7.wmf]Î

X  или  x
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 Y;    х
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 Х
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Y  <=>  x
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X  и  x
[image: image12.wmf]Î

 Y.

        б) Правило  суммы.

[image: image303.png]


          Если  на  блюде  лежат  7  яблок  и  4  груши, то  выбрать  один  плод, очевидно, можно 
7 + 4 = 11  способами. Вообще  говоря, если  элемент  а  можно  выбрать  т  способами, а  эле-
мент  b – п  способами, причём  любой  выбор  элемента  а  отличен  от  любого  выбора  эле-
мента  b, то  выбор  а  или  b  можно  сделать  т + п  способами. Этот  факт  на  языке  теории
множеств  звучит  так:
Теорема 1. (Правило  суммы  непересекающихся  множеств)
                                     Если  пересечение  конечных  множеств  А  и  В  пусто, то  число  эле-
                                     ментов  в  их  объединении  равно  сумме  чисел  элементов  этих  мно-
                                     жеств, т.е.   А 
[image: image13.wmf]Ç

В = Ø   = >   n (A
[image: image14.wmf]È

B) = n (A) + n (B).                             (1)
                                     Здесь  символ   n ( Х ) обозначает  количество  элементов  множества  Х.
[image: image304.png]


                                     Теорему  можно  обобщить  на  случай  большего  количества  множеств:
Следствие.                  Если  конечные  множества  А1, А2, …, Ат  попарно  не  пересекаются,
                                      то  число  элементов  в  их  объединении  равно  сумме  чисел  элемен-
                                      тов  каждого  из  этих  множеств  в  отдельности, т. е.     
       А1                А2       А i 
[image: image15.wmf]Ç

A k = Ø,  i ≠ k,  1 ≤ i  ≤ m, 1 ≤ k  ≤ m   = >   n 
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                               Ат

                                       А  как  обстоит  дело  с  пересекающимися  множествами?

Теорема 2. (Правило  суммы  пересекающихся  множеств).

[image: image305.png]


                                                          Если  конечные  множества  А  и  В  пересекаются, то
       А            А
[image: image18.wmf]Ç

В            В            п (A
[image: image19.wmf]È

B) = n (A) + n (B) – п (А
[image: image20.wmf]Ç

В).                                        (3)   
                                                          С  помощью  этих  простых  фактов  можно  решать  весьма
замысловатые  задачи. Вот  пример.
Задача 9. В  группе  обучаются  42  студента. Из  них  16  участвуют  в  секции  по  лёгкой  атле-
                 тике, 24 – в  футбольной  секции, 15 – в  шахматной  секции, 11 – и  в  секции  по  лёг-
                 кой  атлетике, и  в  футбольной, 8 – и  в  легкоатлетической, и  в  шахматной, 12 – и  в
                 футбольной, и  в  шахматной, а  6 – во  всех  трёх  секциях. Остальные студенты  увле-
                 каются  только  туризмом. Сколько  студентов  являются  туристами?
Решение.  Пусть  U – множество всех  студентов  группы, А – множество легкоатлетов, Ф – мно-
жество  футболистов, Ш – множество  шахматистов, Т – множество  туристов  в  этой  группе.
Тогда  дано: U = А
[image: image21.wmf]È

Ф
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Ш
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Т,  (А
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Ф
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Ш)
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Т = Ø, п ( U ) = 42, п (А) = 16, п (Ф) = 24, 
п (Ш) = 15, п (А
[image: image27.wmf]Ç

Ф) = 11, п (А
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Ш) = 8, п (Ф
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Ш) = 12, п (А
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Ф
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Ш) = 6.
                                                                                               По  формуле  (1)  для  непересекающихся           
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                    А                                                                         множеств: 
                                                        А
[image: image32.wmf]Ç

Ф
[image: image33.wmf]Ç

Ш                             Ф                      п ( U ) = п (А
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Ф
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Ш) + п (Т).           (*)
                                                                                                По  формуле  (3)  для  пересекающихся

                                       множеств:     п (А
[image: image36.wmf]È

Ф
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Ш) = п ((А
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Ф)
[image: image39.wmf]È

Ш) =
            Т                                 Ш                                = п (А
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Ф) + п (Ш) – п ((А
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Ф)
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Ш),          (**)
                                                                                    п (А
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Ф) = п (А) + п (Ф) – п (А
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Ф).          (***)
Множество  (А
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Ф)
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Ш = (А
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Ш) 
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(Ф
[image: image49.wmf]Ç

Ш) – объединение  двух  множеств, пересечением  которых  является  множество  А
[image: image50.wmf]Ç

Ф
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Ш. Поэтому  по  формуле  (3):

п ((А
[image: image52.wmf]È

Ф)
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Ш) = п [(А
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Ш) 
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(Ф
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Ш)] = п (А
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Ш) + п (Ф
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Ш) - п (А
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Ф
[image: image60.wmf]Ç

Ш).             (****)
Подставляя  равенства  (***) и (****) в  равенство (**), получим:
п (А
[image: image61.wmf]È

Ф
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Ш) = п (А) + п (Ф) + п (Ш) - п (А
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Ф) - п (А
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Ш) - п (Ф
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Ш) + п (А
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Ф
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Ш).     (☼)  
Это  так  называемая  формула  перекрытий  для  количества  элементов  в  объединении  трёх  пересекающихся  множеств. Подставляя  данные  задачи, получим:  п (А
[image: image68.wmf]È

Ф
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Ш) = 30. Тогда
(*) = >  п (Т) = п ( U ) - п (А
[image: image70.wmf]È

Ф
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Ш)  = 42 – 30 = 12.
                                                                                            
        в) Правило  произведения.

Определение. Декартовым  произведением  множеств  А1, А2, …, А т  называется  множество
                          всех  упорядоченных  наборов  элементов  (а1, а2, …, а т), где  а i 
[image: image72.wmf]Î

A i, 1 ≤ i ≤ m.
Обозначение: А1 × А2 × …× А т. 
Теорема 3. (Правило  произведения).
         Если  множества  А1, А2, …, А т  конечны, то  количество  упорядоченных  наборов  в  их  декартовом  произведении  равно  произведению  чисел  элементов  каждого из  этих  множеств:                 п (А1 × А2 × …× А т) = п (А1)
[image: image73.wmf]×

×

)

(

2

А

п

…
[image: image74.wmf])

(

т

А

п

×

.                                             (4)

Задача 10. Сколько  номеров, состоящих  из  двух  букв, за  которыми  идут  5  цифр, можно  со-
                   ставить, использовав  32  буквы  и  10  цифр?
Решение.  Пусть  Б = {а, б, …, я}, Ц = {0,1, …, 9}. Тогда  каждый  номер – это  упорядоченный
набор  вида  (б1, б2, ц 1, ц 2, ц 3, ц 4, ц 5) 
[image: image75.wmf]Î

 Б × Б × Ц × Ц × Ц × Ц × Ц,  где  б1, б2 
[image: image76.wmf]Î

Б,  
ц 1, ц 2, ц 3, ц 4, ц 5 
[image: image77.wmf]Î

Ц. Число  таких  наборов  по  правилу  произведения  равно  
                   п (А 2 × Ц 5) = [п (А)] 2 [n ( Ц )] 5 = 32 2 
[image: image78.wmf]10

×

5 = 102 400 000.
Теорема 4.  (Обобщённое  правило  произведения).
         Если  первый  элемент  упорядоченного множества, состоящего  из  k элементов, мож-но  выбрать  п 1 способами, при  любом  выборе  первого  элемента  второй  элемент  можно
выбрать  п 2 способами, при  любом  выборе  первых  двух  элементов  третий  элемент  вы-
бирается   п 3 способами  и  т.д.  до  k-го  элемента  включительно, то  количество  всевоз-
можных  выбранных  наборов  k элементов  равно  
[image: image79.wmf]k
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Задача 11. Сколько  номеров, состоящих  из  двух  букв, за  которыми  идут  5  цифр, можно  со-
                   ставить, использовав  32  буквы  и  10  цифр, если  в  номере  все  буквы  и  цифры
                   должны  быть  разными?
Решение.  Настоящая  задача  отличается  от  предыдущей, очевидно, тем, что  теперь  все  эле-
менты  в  наборе  должны  быть  различны; поэтому  после  каждого  выбора  буквы  или  цифры
количество  кандидатов  на  их  роль  уменьшается  на  единицу, и  следовательно, номеров  мо-
жет  быть  п = 32
[image: image80.wmf]6
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         г) Основные  понятия  комбинаторики.

         При  решении  многих  практических  задач  (в  том  числе  и  задач  вероятностного  толка,
как  это  будет  показано  ниже) приходится  выбирать  из  некоторой  совокупности  объектов
элементы, обладающие  тем  или  иным  свойством, располагать  эти  элементы  в  определённом
порядке  и  т.п. В  таких  задачах  речь идёт о тех  или  иных  комбинациях объектов. Всевозмож-
ные  комбинации  или  способы  комбинирования  можно  классифицировать  по  шести  видам.

 
       1. Размещения  с  повторениями.
Определение. Упорядоченные  наборы  k  элементов (среди  которых  могут  быть  повторяю-
                          щиеся), составленные  из  элементов  т-элементного  множества, называются
                          размещениями  с  повторениями  из  т  по  k. 
        В  комбинаторике  главенствует  вопрос: сколько  различных  комбинаций  того  или  иного
вида  можно  составить? В  частности, число  всевозможных  размещений  с  повторениями  из  т  по  k  обозначается  символом  
[image: image81.wmf]k

т

А

 (от  фр. Arrangement – размещение)  и  находится  с  помо-
щью  следующей  формулы.
Теорема 5. (Формула  размещений  с  повторениями).

                                                                         
[image: image82.wmf]k
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         Справедливость  этой  формулы  не  вызовет  сомнений, если  заметить, что  k-элементные
размещения  составляются  из  т  элементов  некоторого  множества  Х, и  стало  быть, эти  упо-
рядоченные  наборы  принадлежат  декартову  произведению  k  одинаковых  множеств Х, коли-
чество  элементов  которого  вычисляется  по  правилу  произведения  (3).    
Задача 12. Сколько  разных  символов  можно  закодировать  одним  Байтом  информации, т.е.
                   с  помощью  последовательности  8  нулей  и  единиц?
Решение.  Каждая  последовательность  8  нулей  и  единиц – это  упорядоченный  набор  из  2-х
элементов, которые, очевидно, повторяются  на  8-ми  позициях  в  Байте, поэтому  мы  имеем
дело  с  размещениями  с  повторениями  из  2  по  8, коих  по  формуле  (5)  наберётся  2 8 = 256.
         2. Размещения  без  повторений.
Определение. Упорядоченные  наборы  k  различных  элементов, составленные  из  элементов  
                  т-элементного  множества, называются   размещениями  без  повторений  из  т  по  k.
    Число  всевозможных  размещений  без  повторений  из  т  по  k  обозначается  символом  А
[image: image83.wmf]k
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    и  находится  с  помощью  следующей  формулы.

Теорема 6. (Формула  размещений  без  повторений).
                                                      А
[image: image84.wmf]k
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 = т (т – 1)
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(т – k + 1).                                                        (6) 
         Справедливость  этой  формулы  вытекает  из  обобщённого  правила  произведения. Если
обратиться  к  понятию  факториала натурального  числа  п! = 1
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п, то  формулу (6) мож-
но  записать  более  компактно. А  именно, умножим  обе  части  равенства  (6)  на  (т – k)!
(т – k)!А
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Задача 13. Заявка  команды  по  мини-футболу  для  участия  в  матче  насчитывает  9  человек.
                   На  площадке  одновременно  могут  находиться  5  игроков: вратарь, левый  и  пра- 
                   вый  защитники, левый  и  правый  нападающие. Сколько  разных  команд  может  
                   выйти  на  площадку  в  начале  матча?
Решение.  Поскольку  существенен  не  только  набор 5  игроков  из  9, но и  их  игровое  амплуа,
то  мы  имеем  дело  с  упорядоченным  набором. Так как  все  игроки – разные  люди, то  упоря- 
доченный  набор  не  содержит  повторяющихся  элементов, следовательно, каждая  команда -
это  размещение  5  игроков  из  9  возможных. Всего  таких  команд  наберётся  
А
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        3. Перестановки  без  повторений.                            


Определение. Перестановкой  без  повторений  из  т  элементов  называется  размещение  без
                          повторений  из  этих  элементов  по  т.
         Число  всех  перестановок  без  повторений  из  т  элементов  обозначается  символом  Р т
(от  фр. Permutation – перестановка)  и  находится  с  помощью  следующей  формулы.
Теорема 7.  (Формула  перестановок  без  повторений)

                                                                      Р т = т!                                                                             (8) 

         Справедливость  этой  формулы  вытекает  из  определения  и  формулы  (7):
Р т = А
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 = т!  (учитывая, что  0! = 1  по  определению  факториала).
Задача 14. Сколькими  способами  6  человек  могут  сесть  на  6  стульев?

Решение.  Число  человек  совпадает  с  числом  стульев, следовательно, каждый  способ  разме-
щения  6  людей  на  6 стульях – это  некоторая  перестановка  6 элементов. Таких  перестановок 
наберётся  6! = 720.

          4. Сочетания  без  повторений.
Определение. k-элементные  подмножества  т-элементного  множества  называются  сочетани- 
                      ями  без  повторений  из  т  по  k.
         От  размещений  сочетания  отличаются  тем, что  порядок  элементов  в  них  несуществе-нен. Число  всех  сочетаний  без  повторений  из  т  по  k  обозначается  символом  С
[image: image97.wmf]k
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  (от  фр.
combination – сочетание)  и  находится  по  следующей  формуле.

Теорема 8.  (Формула  сочетаний  без  повторений).

                                                                   С
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         Действительно, из  каждого сочетания  без повторений  из  т  по  k  путём  различных  упо-
рядочиваний  можно  получить  Р k = k!  различных  размещений  из  т  по  k. Все  сочетания  по-
рождают  все  размещения, следовательно, С
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Задача 15. Сколькими  способами  можно  составить  команду  из  4  человек  для  соревнования
                   по  бегу, если  имеются  7  бегунов?
Решение.  Так  как  порядок  бегунов  в  команде  не  важен, то  мы  имеем  дело  с  комбинацией
(т.е.  сочетанием)  4-х  элементов  из  7. Число  таких  сочетаний  равно  С
[image: image107.wmf]4
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 = 35. 
         Если  бы  соревнования  по бегу  носили  характер  эстафеты, то  уже  был бы  важен  поря-
док  расположения  спортсменов  внутри  команды, и  тогда  каждая  команда  представляла  бы
собой  не  сочетание, а  размещение, коих  набралось  бы  А
[image: image108.wmf]4
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 = 840.

       5. Перестановки  с  повторениями.
        При  перестановке  букв  в  слове  толпа  получается  Р 5 = 120  «слов». Если  переставлять
буквы  в  слове  топот, то  получится, очевидно, меньше  различных  «слов». 
Определение. Перестановкой  с  повторениями  состава  (k 1, k 2, …, k m)  из  элементов              
                         (а1, а2, …, а т)  называется  упорядоченный набор  k = k1 + k2 + … + km  элементов,

                          в  который  элемент  а1  входит  k1  раз, элемент  а2 – k2  раз, и  т.д., элемент  ат -
                          km  раз.
         Число  всех  перестановок  с  повторениями  состава  (k 1, k 2, …, k m)  обозначается  симво-
лом  Р (k 1, k 2, …, k m)  и  находится  по  следующей  формуле.
Теорема 9.  (Формула  перестановок  с  повторениями).
                                               Р (k 1, k 2, …, k m) = 
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          k1  место  для  элемента  а1  можно  выбрать  из  k  общих  мест  С
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k

k

 способами. Затем  из
оставшихся  k – k1  мест  k2  места  для  элемента  а2  можно  выбрать  С
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 способами, и  т.д.
По  обобщённому  правилу  произведения  выбор  перестановки  состава  (k 1, k 2, …, k m)  можно
сделать  С
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  способами, что  и  доказывает  теорему.

Задача  16.1. Сколькими  способами  можно  разложить  8  шаров  разных  цветов  по  4-м  ящи-
                       кам (красному, синему, чёрному  и  белому)  так, чтобы  в  каждом  ящике  оказа-
                       лось  по  2  шара?

Решение.  Выберем  4  данных  ящика  в  качестве  элементов  а1, а2, а3, а4. Эти  элементы  раз-
личны  между  собой, так  как  по  условию  ящики  разных  цветов. Им  соответствуют  k1 = k2 =
= k3 = k4 = 2  шара. Имеем  дело  с  перестановкой  состава  (2, 2, 2, 2), коих  наберётся
Р (2, 2, 2, 2) = 2520.
Задача  16.2. Сколькими  способами  можно  положить 8  различных  открыток  в  4  одинаковые
                       конверта  так, чтобы  в  каждом  конверте  лежало  по  2  открытки?

Решение.  Занумеруем  конверты: 1, 2, 3, 4. Тогда  задача  ничем  не отличается  от предыдущей,
и  число  раскладок  равно  Р (2, 2, 2, 2) = 2520. Но  так  как  все  конверты  одинаковы, то  их  
можно  как  угодно  менять  местами, не  изменяя  результата  раскладки. Число  различных  пе-рестановок  4-х  конвертов  равно  Р 4 = 4! = 24, следовательно, число  различных  раскладок  в
одинаковые  4  конверта  равно  
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        6. Сочетания  с  повторениями.
Определение. Набор  k  элементов, взятых  из  предметов  т  различных  видов, называется  со-
                          четанием  с  повторениями  из  т  по  k.
         Число  всех  сочетаний  с  повторениями  из  т  по  k  обозначается  символом  
[image: image117.wmf]k
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  и  нахо-
дится  по  следующей  формуле.

Теорема 10. (Формула  сочетаний  с  повторениями).

                                                         
[image: image118.wmf]k

т

С

 = С
[image: image119.wmf]k

k

m

1

-

+

 = 
[image: image120.wmf])!

1

(

!

)!

1

(

-

-

+

m

k

k

m

.                                                        (11)
         Каждый  состав  сочетания  с  повторениями  представляет  собой  упорядоченный  набор,
в  котором  элементы  первого  вида  встречаются  k1  раз, элементы  второго  вида – k2 раз, и т.д. 
до  т-го  вида, причём  k1 + k2 + … + km = k. Таким образом, каждое  сочетание  с  повторениями
из  т  по  k – это  некоторый  упорядоченный  набор  (k 1, k 2, …, k m). Заменим  в  этом  наборе  
каждое  число  ki  (i = 
[image: image121.wmf]т
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)  последовательностью  из  ki  единиц, а  каждую  запятую – нулём.
Получится  некоторый  упорядоченный  набор  из  k1 + k2 + … + km = k  единиц  и  т – 1  нуля.

К  примеру, (4, 1, 0, 2) ~ (1, 1, 1, 1, 0, 1, 0, 0, 1, 1). Каждый такой набор – это  перестановка  с  по-
вторяющимися  элементами  1 и 0  состава  (k, m – 1). Число  таких  перестановок  равно  
Р (k, m – 1) = 
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. Так  как  каждая  такая  перестановка  соответствует  одному,
и  только  одному, сочетанию  с  повторениями  из  т  по  k, тем  самым  справедливость  форму-
лы  (11)  доказана.

Задача 17. Сколько  наборов  из  7  пирожных  можно  составить, если  в  распоряжении  имеют-
                   ся  4  сорта  пирожных?

Решение.  
[image: image124.wmf]7
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                      3. Классическое  определение  вероятности.

         Основным  понятием, с  которым  мы  будем  иметь  дело в  дальнейшем, является  понятие 
опыта, или  испытания. Этому  понятию  нельзя  дать  математическое  определение. Примера-
ми  испытания  могут  служить  подбрасывание  монеты  или  кости, вынимание  шара  из  урны,
стрельба  по  мишени  и  т.д. Для  нас  будет  существенно  лишь  то, что данное  испытание  мо-
жет  иметь  различные  исходы. С  каждым  опытом  можно  связать  различные  множества  ис-
ходов. Важно  лишь, что  при  каждом  испытании  происходит  один  и  только  один  исход. Например, при  бросании  игрального  кубика  возможны  следующие  множества  исходов: 
1) {A1, A2, A3, A4, A5, A6}, где  Аk  означает  выпадение  k  очков; 2) {B0, B1}, где  В0 – выпадение  чётного  числа  очков, В1 – выпадение  нечётного  числа  очков. А  множества  {A5, A6}, {B0, A4} нельзя  назвать  множествами  исходов  рассмотренного  испытания, так  как  они  не  исчерпы-вают  всех  возможных  исходов, а  во  втором  множестве  к  тому  же  исходы  В0  и  А4  могут  произойти  одновременно (при  выпадении  4-х  очков). При  многократном  повторении  опыта
одни  его  исходы  могут  происходить  чаще, другие – реже. Чтобы  выразить  степень  возмож-
ности  появления  того  или  иного исхода  числом, надо  выбрать  единицу  измерения. Для  это-
го  условимся  считать, что  сумма  вероятностей  всех  исходов  равна  1. Тогда  каждому  исхо-ду  Хk  будет  соответствовать  неотрицательное  число  рk – вероятность  этого  исхода, причём
p1 + p2 + … + pп = 1. 

        Возникает  вопрос: откуда  взять  значения  вероятностей  исходов  испытаний? Возможны
2  подхода: 1) по  каким-либо  соображениям  симметрии  мы  считаем  все  элементарные  исхо-ды  равновозможными; в  этом  случае  p1 = p2 =… = pп, а  так  как  p1 + p2 + … + pп = 1, то  все
рk = 
[image: image125.wmf]п
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, k = 
[image: image126.wmf]п

,

1

;  2) вероятности  p1,  p2, …, pп  определены  предварительным  проведением  се-
рии  опытов; в  этом  случае  за  рk  принимают  относительную  частоту  случаев, в  которых  произошло  элементарное  событие  Хk  (т.е. отношение  числа  mk  таких  случаев  к общему  чи-
слу  М  проведённых  опытов). Первый  подход  называется  классическим, второй – статисти-
ческим. Второй  подход  используется  в  математической  статистике, первый – в  интересу-
ющей  нас  теории  вероятностей, поэтому  уделим  ему  пристальное  внимание.

Определение. Назовём  вероятностным  пространством  конечное множество  
                         U = {X1, X2, …, Xn}, каждому  элементу  Хk  которого  поставлено  в  соответствие
                          определённое  неотрицательное  число  рk  так, что  сумма  этих  чисел  равна  1.
Определение. Событием  при  данном  испытании  называется  любое  подмножество  вероят-
                          ностного  пространства  U. Исходы  пространства  U, из  которых  состоит  собы-
                          тие, называются  благоприятствующими  этому  событию, остальные  исходы -
                          неблагоприятствующими  этому  событию.

          Теперь  можно  сформулировать  классическое  определение  вероятности:
Вероятностью события  называется  сумма  вероятностей  исходов, благоприятствующих
этому  событию.
          Если  вероятностное  пространство  построено  из  равновозможных  исходов, то  класси-
ческое  определение  примет  вид: 
Вероятностью события  называется  отношение  числа  благоприятствующих  этому  со-

бытию  исходов  к  общему  числу  равновозможных  исходов.

Задача 18. (для  товароведов). В  магазин  поступило  30  холодильников, 5  из  которых  имеют
                   заводской  дефект. Случайным  образом  выбирается  один  холодильник. Какова  ве-
                   роятность  того, что  он  будет  без  дефекта?

Решение. Возьмём  в  качестве  элементарного  исхода  выбор  одного  холодильника. Такие  ис-ходы  равновозможны. Их  общее  число  равно  30. Событию  А - «выбранный  холодильник  без  дефекта»  благоприятствуют  30 – 5 = 25  исходов. Тогда  по  классическому  определению
р (А) = 
[image: image127.wmf]6
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Задача 19. Из  мешка  с  33  жетонами, помеченными  буквами  русского  алфавита, вынимают
                  6  жетонов  и  располагают  их  в  порядке  извлечения. Какова  вероятность  получить  
                   слово  «Москва», если: 1) жетоны  после  извлечения  возвращаются  обратно; 2) же-
                   тоны  после  извлечения  обратно  не  возвращаются?
Решение.  В  случае  1)  множество  равновероятных  исходов  испытания  состоит  из  всех  раз-
мещений  с  повторениями  из  33  жетонов  по  6. Их  число  равно  
[image: image128.wmf]6

33

А

= 33 6 = 1 291 467 969.

Получению  слова  «Москва»  благоприятствует  1  исход, поэтому  искомая  вероятность  равна


[image: image129.wmf]1291467969

1

. В  случае  2) множество  равновероятных  исходов  состоит  из  всех  размещений
без  повторений  из  33  по  6. Их  число  равно  А
[image: image130.wmf]6
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 = 797 448 960. Благо-
приятствует  опять  1  исход. Поэтому  искомая  вероятность  равна  
[image: image132.wmf]797448960
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         Расчёты  показывают, что  вероятности  в  обоих  случаях  ничтожно малы, что  вполне  со-
гласуется  с  нашими  бытовыми  представлениями  о  рассмотренном  событии. Такие  события
в  повседневной  жизни  люди  называют  «невероятными».
Задача 20. (для  контрабандистов). На  станцию  прибыли  10  вагонов  разной  продукции. Ваго-
                   ны  помечены  номерами  от  1  до  10. Найти  вероятность  того, что  среди  пяти  вы-
                   бранных  для  контрольного  вскрытия  вагонов  окажутся  вагоны  с  номерами  2 и 5. 

Решение. Возьмём  в  качестве  элементарного  исхода  вскрытие 5  вагонов. Общее  число таких  
исходов  даёт  сочетание 5  вагонов  из  10 (порядок  вскрытия  несущественен), т.е. С
[image: image133.wmf]5

10

. Выбору 
5  вагонов, из  которых  2  имеют  фиксированные  номера, благоприятствуют  такие  исходы, в
которых  вскрываются  любые  5 – 2 = 3  вагона  из 10 – 2 = 8  оставшихся  с  нефиксированными  номерами. Таким образом, число благоприятствующих  исходов  даёт  сочетание 3 вагонов из  8, 
т.е.  С
[image: image134.wmf]3
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. Тогда  искомая  вероятность  равна  
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Задача 21. (для  простых  граждан). Из  20  акционерных  обществ (АО)  4  являются  банкрота-
                   ми. Гражданин  приобрёл  по  одной  акции  шести  АО. Какова  вероятность  того, 
                   что  среди  купленных  акций  2  окажутся  акциями  банкротов?

Решение.  Возьмём  в  качестве  элементарного  исхода  выбор  6  АО. Общее  число  таких  ис-ходов  даёт  сочетание  6  из  20  (порядок  покупки  акций  несущественен), т.е.  С
[image: image136.wmf]6

20

. Выбрать
2  акции  из  4  банкротных  можно  С
[image: image137.wmf]2

4

  способами, выбрать  6 – 2 = 4  акции  из  20 – 4 = 16  не-
банкротных  можно  С
[image: image138.wmf]4

16

 способами, следовательно, выбрать  одновременно  2  банкротных  и  4 небанкротных  акции  можно  (по  правилу  произведения)  С
[image: image139.wmf]2
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С
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 способами. Это  и  есть  число
благоприятствующих  иходов. Тогда  искомая  вероятность  равна  
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         Обратимся  теперь  к  решению  задач 7 и 8, на  которых  мы  закончили  п.1.
Решение  задачи 7.  Трудность  этой  задачи, которая, видимо, и  явилась  камнем  преткновения
для  солдата, состоит  в  правильном  выборе  вероятностного пространства. Чтобы сделать  пра-
вильный  выбор, будем  бросать  кости  по  очереди. При  бросании  первой  кости  возможны  6
исходов  {A1, A2, A3, A4, A5, A6}, которые  равновозможны. Равновозможны  и  исходы  {В1, В2, В3, В4, В5, В6}  при  бросании  второй  кости. Так  как  кости  не  скреплены  друг  с  другом, то
каждая  пара  исходов  (Аi, Bk), где  i, k = 
[image: image143.wmf]6
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, имеет  одинаковую  вероятность. Число  таких  пар  по  правилу  произведения  равно  6×6 = 36. Теперь  подсчитаем  число  исходов, благопри-ятствующих  выпадению  9  и  10  очков. 9  очков  выпадают  при  исходах  (А6, В3), (А5, В4),
(А4, В5), (А3, В6), коих  4. 10  очков  выпадают  при  исходах  (А6, В4), (А5, В5), (А4, В6), коих  3.
Значит, вероятности  соответственно  равны  
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. Отсюда  следует, что  чаще
должно  выпадать  9  очков.
Решение  задачи 8.  При  каждом  бросании  игральной  кости  имеются  6  равновозможных  ис-

ходов, состоящих  в  выпадении того  или  иного  количества очков. Тогда, выбирая  вероятност-
ное  пространство  аналогично  решению  предыдущей  задачи, можно  утверждать, что  при  че-
тырёх  бросаниях  кости будет  6 4 = 1296  равновозможных  исходов. При  бросании  одной  кос-
ти  шестёрка  не  появится  в  5  случаях  из  6, следовательно, по  правилу  произведения  при  бросании  4-х  костей  шестёрка  не  появится  в  5 4 = 625  случаях, а  в  остальных  1296 – 625 = 
= 671  случае  хотя  бы  на  одной  кости  выпадет  шестёрка. Таким  образом, вероятность  выпа-
дения  хотя  бы  одной  шестёрки  на  четырёх  костях  равна  
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         Это  значит, что  чем  больше  рыцарь  играл, тем  больше  он  выигрывал. Оказываясь  по-стоянно  в  проигрыше, противники  перестали  играть  с  рыцарем  по  этим  правилам. Тогда  де  Мерэ  придумал  новую  игру.
Задача 22. (вторая  игра  де  Мерэ). Две  игральные  кости  бросаются  24  раза. Рыцарь  бился  
                   об  заклад, что  при  этом  хотя  бы  один  раз  выпадут  две  шестёрки. Какова  веро-
                   ятность  проигрыша  для  рыцаря?

Решение. При  одновременном  бросании  двух  костей  вероятность  выпадения  двух  шестёрок
равна  
[image: image148.wmf]36
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, а  вероятность  того, что  не  выпадут  две  шестёрки, равна  
[image: image149.wmf]36
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. Тогда  по  правилу
произведения  вероятность  того, что  при  24-кратном  бросании  двух  костей  ни  разу  не  вы-
падут  две  шестёрки, будет  равна  
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≈ 0,509. 
         Следовательно, вероятность проигрыша для  рыцаря  стала  больше половины. Это  значит,
что, чем  больше  рыцарь  будет  играть, тем  чаще  он  будет  проигрывать. Когда  так  и  случи-
лось, рыцарь  разорился  и обратился  за  разъяснениями  к  Паскалю. Паскаль успешно  раскрыл 
математические  тайны  правил  двух  игр  де  Мерэ. 
                                                                                                  
                         4. Геометрическое  определение  вероятности.
          Многие  практические  задачи  приводят  к  вопросам  теории  вероятностей, которые  не
укладываются  в  разобранную  в  п.3  схему  конечного  числа  исходов  испытаний.

Задача 23. Во  время  урока  учитель  выронил  из  рук  указку, которая  разломилась на 3  части.
                   Какова  вероятность, что  из  полученных  частей  можно  сложить  треугольник?

          В  этой  задаче  мы  имеем  бесконечное  множество  исходов, так  как  разлом  может  по-
пасть  на  любую  точку  стержня. Более  того, это  множество  носит  характер  континуума, т.е.
несчётно. Поэтому  данное  в  п.3  определение  вероятности  события  как  суммы  вероятностей
исходов  не  годится. Дадим  геометрическое  определение  вероятности.
         Разберём  следующую модель. Пусть  на  отрезок АВ  бросают  наудачу  точку. Будем  счи-
тать  за  вероятность  попадания  этой  точки  на  часть  этого  отрезка  отношение  длины  этой
части  к  длине  всего  отрезка. Это  естественно, так  как, чем  больше  цель, тем  вероятнее  её
поразить. Тогда  введённое  понятие  вероятности  обладает  свойствами:

         1. Для  любой  части  отрезка  вероятность  является  неотрицательным  числом, не  превос-
ходящим  1. Для  самого  отрезка  вероятность  равна  1.

         2. Если  части  X  и  Y  не  имеют  общих  точек, то  р( X
[image: image151.wmf]È

Y) = p(X) + p(Y).
         Второе  свойство  даёт  аналогию  с  суммой  вероятностей  взаимоисключающих  исходов.
Вместо  отрезка  можно  взять  любую геометрическую  фигуру, имеющую  конечную  площадь,

и  считать  вероятностью  попасть  в  часть  этой  фигуры  отношение  площадей  указанной  час-
ти  и  всей  фигуры. Можно  брать  и  объёмы  тел.

[image: image307.png]


         Вернёмся  к  задаче 23. Её  можно  переформулировать  следующим  образом.
Задача 23. На  отрезок  длины  1  бросают  наудачу  две  точки. Какова  вероятность, что  из  по-
                   лученных  трёх  отрезков  можно  сложить  треугольник?
Решение.                                                                                        Будем  рассматривать  данный  от-
                                                                                                        резок  как  отрезок  [0; 1]  числовой   
                                                                                                        прямой. Тогда  наудачу  брошенные  
                                                                                                        точки  имеют  координаты – числа  
                                                                                                    х  и  у, принадлежащие  отрезку  [0; 1].

                                                                                                       Но  любую  пару  чисел  можно  рас-
                                                                                                       сматривать  как  координаты  точки  
                                                                                                       на  плоскости. Поскольку  0 ≤ х ≤ 1  
                                                                                                        и  0 ≤ у ≤ 1, то  эти  точки  (х; у)  на-
                                                                                                        удачу  брошены  в  квадрат  со  сто-
                                                                                                        роной  1. Для  того, чтобы  из  трёх                                                                                                                     отрезков можно  было  построить  треугольник, необходимо  и  достаточно, чтобы  сумма  длин  любых  двух  из  них  была  больше  длины  третьего. Имеем  совокупность  неравенств:

             х ≤ у,                       Первой  системе  этой  совокупности  удовлетворяют  точки  треуголь-     
             х + (у – х) > 1 – y,   ника  на  рис. а), второй – точки  треугольника на  рис. б). Указанному        
             x + (1 – y) > y – x,   событию  благоприятствуют  точки, попавшие  в  любой  из  этих  тре-
            (y – x) + (1 – y) > x.  угольников. Тогда  искомая  вероятность  определится  как  отноше-
                                              ние  суммы  площадей  этих  треугольников  к  площади  квадрата, 
            х > y,                         множество  точек  которого, как  было  сказано  выше, представляет     
            y + (x – y) > 1 – x,    собой  общее  число  элементарных  исходов. Это отношение, очевид-
            y + (1 – x) > x – y,    но, равно 0,25. Такова  вероятность  построить  треугольник  из  трёх    
           (x – y) + (1 – x) > y.   кусков  разломившейся  указки.        
                     5. Основные  формулы  теории  вероятностей.

         Вычислять  вероятность события, строя  каждый  раз  множество  равновероятных  исходов  и  подсчитывая  число  благоприятных  исходов, довольно затруднительно. Рассмотрим  методы, с  помощью  которых  можно  по  вероятностям  одних  случайных  событий  вычислять  вероят-ности  других  случайных  событий, получаемых  из первых  посредством  некоторых  операций.
Прежде  всего  дадим  определения  таким  операциям.

Определение. Событие, которому  не  благоприятен  ни  один  из  возможных  исходов, называ-
                          ется  невозможным. Событие, которому  благоприятен любой  исход  испытания, 
                          называется  достоверным.

         На  языке  теории  множеств  это  означает, что  невозможному  событию  отвечает  пустое
множество исходов, а  достоверному – всё  множество  исходов. Поэтому  будем  обозначать не-
возможное  событие  через  Ø, а  достоверное  через  U.
Определение. Суммой  событий  Х  и  Y  называется  событие, которому  благоприятны  все  ис-
                          ходы, благоприятные  хотя  бы  одному  из  событий  Х  и  Y.
         Множество  исходов, благоприятных  хотя  бы  одному  из  двух событий, представляет со-
бой  объединение  исходов, благоприятных  каждому  из этих  событий  в  отдельности. Поэтому
сумму  событий  Х  и  Y  будем  обозначать  как  через  Х + Y, так  и  через  Х
[image: image152.wmf]È

Y.
Определение. Произведением  событий  Х  и  Y  называется  событие, которому  благоприятны
                          лишь  исходы, одновременно  благоприятные  и  для  Х, и  для  Y.
         Множество  исходов, благоприятных  одновременно  двум  событиям, представляет  собой
пересечение  исходов, благоприятных  каждому  из  этих  событий  в отдельности. Поэтому  про-
изведение  событий  Х  и  Y  будем  обозначать  как  через  ХY, так  и  через  Х
[image: image153.wmf]Ç

Y.
         а) Теоремы  сложения.   
Определение. События  Х  и  Y  называются  несовместными, если  никакой  исход  не  может
                          быть  благоприятен  одновременно  обоим  событиям.

         Это  означает, что пересечением  несовместных  событий  является  невозможное  событие.  

Теорема 11. (о  вероятности  суммы  несовместных  событий).
Если  события  А  и  В  несовместны, то  вероятность  их  суммы  равна  сумме  вероятнос-тей  этих  событий, т.е.         А
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В = Ø  =>  р(А
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В) = р(А) + р(В).                                            (12)
         Обозначим  исходы, благоприятные для  события  А, через  а1, а2, …, ат, а  для события  В -
через  b1, b2, …, bn, и  пусть  вероятности  этих  исходов  равны  соответственно  р1, р2, …, рт  и
q1, q2, …, qn. Тогда  событию  А
[image: image156.wmf]È

В  благоприятствуют  все  исходы  а1, а2, …, ат, b1, b2, …, bn.
Так  как  по условию  события  А и В  несовместны, то  среди  этих  исходов  нет  повторяющих-ся. Поэтому  р(А
[image: image157.wmf]È

В) = р1 +  р2 + …+  рт  + q1 +  q2 + …+ qn. Но  р1 +  р2 + …+  рт  = р(А),
q1 +  q2 + …+ qn = р(В), откуда  и  следует  справедливость  формулы  (12).
Задача  24. (для  спортсменов, их  тренеров, а  также  руководящих  работников  Госкомспорта, 
                     ответственных  за  успешное  выступление  спортсменов  на  Олимпиаде).
                     Стрелок  стреляет  в  мишень. Вероятность  выбить  10  очков  равна  0,3, а  вероят-
            ность  выбить  9  очков  равна  0,6. Чему  равна  вероятность  выбить  не  менее  9  очков?

Решение.  Событие  А - «выбито  не  менее  9  очков»  является  объединением  событий  В - «выбито  10  очков»  и  С - «выбито  9  очков». События  В  и  С  несовместны, так  как  нельзя
одним  выстрелом  выбить  сразу  и  9, и  10  очков. Поэтому  р(А) = р(В
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С) = р(В) + р(С) = 
0,3 + 0,6 = 0,9.

         Результат  теоремы 11  можно  обобщить  на  случай  большего  числа  событий.
Следствие. Если  события  А1, А2, …, Ап  попарно  несовместны, то  вероятность  суммы  
                     этих  событий  равна  сумме  их  вероятностей, т.е.
                     Аi
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Ak = Ø,  i, k = 
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  =>  p(A1
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A2
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…
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An) = p(A1) + p(A2) + … + p(An).         (13)

         Заметим, что  если  события  А1, А2, …, Ап  попарно  несовместны, то  
(A1
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A2
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…
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An - 1)
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An = (A1
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An)
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(A2
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An)
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…
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(An - 1
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An) = Ø
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Ø
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…
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Ø = Ø, т.е. событие  A1
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A2
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…
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An – 1  несовместно  с  событием  An. Тогда  по  теореме 11
р(A1
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A2
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…
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An) = р(A1
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A2
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…
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An - 1) + р(An). Применяя  это же  рассуждение  к  первому
слагаемому  и  продолжая  далее, получим  после  п – 1  шага  формулу  (13).

Определение. События  Х  и  Y  называются  противоположными, если  любой  исход  благо-
                          приятен  одному  и  только  одному  из  них.
          Событие, противоположное  событию  Х, будем  обозначать  через 
[image: image186.wmf]Х

.

Теорема 12. (о  вероятности  противоположного  события).
Для  любого  события  А:                         р(
[image: image187.wmf]А

) = 1 – р(А).                                                             (14) 
         Действительно, учитывая, что  А
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 = U, А
[image: image190.wmf]Ç
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 = Ø, р(U) = 1, по  теореме 11  имеем:
1 =  р(U) = р(А
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) = р(А) + р(
[image: image194.wmf]А

), откуда  и  следует  формула  (14).
Теорема 13. (о  вероятности  суммы  произвольных  событий).
Для  любых  двух  событий  А  и  В  справедливо  равенство:
                                                   р(А
[image: image195.wmf]È

В) = р(А) + р(В) – р(А
[image: image196.wmf]Ç

В).                                                   (15)

         Не  останавливаясь  на  доказательстве  этой  теоремы, заметим, что  формула  (15)  похожа
на  формулу (3)  для  числа  элементов  двух  пересекающихся  множеств. Эта  аналогия  не  слу-
чайна, так  как  понятие  вероятности опирается  на  множество  исходов. Очевидна  также  ана-
логия  формул  (12)  и  (13)  с  формулами  (1)  и  (2)  соответственно.
Задача 25. (для  военных  инженеров). На  тактических  занятиях  зенитная  батарея  стреляет  
                   по  двум  беспилотным  самолётам. Найти  вероятность  того, что  самолёты  не  бу-
                   дут  сбиты, если  вероятность  сбить  один  самолёт  равна  ½, а  два  самолёта – 1/8.

Решение.  Пусть  события  А - «сбит  первый  самолёт», В - «сбит  второй  самолёт». Тогда  
«сбиты  оба  самолёта» - АВ, А + В - «сбит  хотя  бы  один  самолёт», «самолёты  не  сбиты» -
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+

. Значит, по  теоремам  12, 13:  р(
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А

+

) = 1 – р(А + В) = 1 – (р(А) + р(В) – р(АВ)) = 
1 – (½  + ½ - 1/8) = 1/8.
        б) Независимые  испытания.

Определение. События  А  и  В  из  одного  и  того  же  вероятностного  пространства  называ-
                          ются  независимыми, если  выполняется  равенство
                                                              р(А
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В) = 
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Задача 26. Выяснить, являются  ли  независимыми  события  А = «выпало  чётное  число  очков»
                   и  В = «число  выпавших  очков  делится  на  3»  при  бросании  игральной  кости.
Решение.  Исходя  из  классического  определения, р(А) = 
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1

, р(В) = 
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1

. Событие  А
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В  состоит
в  том, что  число  очков  чётно  и  делится  на  3, следовательно, А
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В - «выпало  6  очков». Ис-ходя  из  классического  определения, р(А
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В) = 
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. Так  как  
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×

, то  выполняется  равен-
ство  (16), следовательно, события  А  и  В  независимы.
         Определение  двух  независимых  событий  можно  распространить  на  любое  конечное
число  событий, а  именно:
Определение. События  А1, А2, …, Ап  называются  независимыми  в  совокупности, если  для
                          любого  подмножества  этих  событий  вероятность  их  пересечения  равна  про-
                          изведению  их  вероятностей, т.е.
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, где  1 ≤ i1, i2, …, ik ≤ n.               (17) 
Задача 27. (для  директоров  предприятий). Вероятности  своевременного  выполнения  задания  
                   тремя  независимо  работающими  предприятиями  соответственно  равны  0,5; 0,6; 
                   0,7. Найти  вероятность  своевременного  выполнения  задания  хотя  бы  одним  
                   предприятием.

Решение.  Пусть  события  А1, А2, А3  состоят  в  том, что  соответственно  первое, второе, третье
предприятия  своевременно  выполнили  план. Тогда  событие  В - «своевременное  выполнение  плана  хотя  бы одним предприятием» - представляет  собой объединение  достаточно  большого
числа  событий, таких  как  «первое  предприятие  выполнило  план, а  второе  и  третье – нет», «второе  и  третье  предприятия  выполнили  план, а  первое – нет», «все  три  предприятия  вы-
полнили  план»  и  т.д. Отыскание  вероятностей  всех  таких  событий, а  потом  ещё  и  вычис-
ление  вероятности  их  объединения (это  будет  сумма)  весьма  трудоёмко. Поэтому  поступим
по-другому. События  В  и  «невыполнение  своевременно  плана  ни  одним  из  трёх  предприя-
тий»  являются  противоположными. Последнее  событие  можно  записать  как  
[image: image210.wmf]3
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Так  как  по  условию  предприятия  работают  независимо, то  они  выполняют  или  не  выпол-
няют  план  независимо  друг  от  друга, следовательно, события  
[image: image211.wmf]1
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, 
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, 
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  независимы. От-
сюда  по  формуле  (17)  имеем: р(
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 = (1 – р(А1))(1 – р(А2))× ×(1 – р(А3)) = (1 – 0,5)(1 – 0,6)(1 – 0,7) = 0,06. Тогда  р(В) = 1 - р(
[image: image217.wmf]3
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         в) Условная  вероятность. Формула  умножения.
         Получение  добавочной  информации  может  изменить  значение  вероятностей  тех  или
иных  исходов  испытания. Например, если  известно, что  выпало  нечётное  число очков, то ве-
роятность  выпадения  5  очков, которая  до  получения  этой  информации  равнялась 
[image: image218.wmf]6

1

, стано-
вится  равной 
[image: image219.wmf]3

1

, поскольку  общее  число  возможных  исходов  уменьшилось с  шести  до  трёх
(1, 3 и 5). Вероятность  же  выпадения  2  очков  при  получении  этой  информации  и  вовсе становится  равной  нулю. 
         Получение  некоторой  информации  о  результате  испытания  означает, что  вместо  всего  множества  исходов  U  надо  брать  его  некоторую  часть  Х. Если  исход  х
[image: image220.wmf]Ï

Х , то  его  вероят-
ность  обращается  в  нуль. Если  же  х
[image: image221.wmf]Î

Х, то  вероятность  исхода  х  увеличивается. При  этом
все  вероятности  таких  исходов  увеличиваются  в  одно  и  то  же  число  раз. Обозначим  исхо-
ды, благоприятствующие  событию  Х, через  х1, х2, …, хk, а  их  вероятности – через  р1, р2,…, рk.
После  получения  новой  информации  эти  вероятности  станут  равными  λр1, λр2,…, λрk. Так
как после  получения  новой  информации  исходы  х1, х2, …, хk образуют  полное  вероятностное
пространство, то  сумма  их  новых  вероятностей  должна  равняться  1, т.е. λр1 +  …+  λрk = 1,
или  λ(р1 +  р2 +… +  рk) = 1. Но  р1 +  р2 +… +  рk = р(Х), следовательно,  λ = 
[image: image222.wmf])
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         Таким  образом, доказана
Теорема 14. (об  изменении  вероятности  события  после  получения  новой  информации).
Если  известно, что  произошло  событие  Х, то  вероятность  любого  исхода, не  благопри-ятствующего  этому  событию, обращается  в  нуль, а  исхода, благоприятствующего  ему,
умножается  на  
[image: image223.wmf])

(

1

Х

р

.

         Найдём  теперь  новую  вероятность  некоторого  события  А. Ему благоприятствуют  исхо-
ды  двух  видов – благоприятствующие  событию  Х  и  не  благоприятствующие  ему. Как  мы  видели  выше, если  произошло  событие  Х, то  вероятности  исходов  первого  вида  умножают-ся  на  
[image: image224.wmf])
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, а  исходы  второго  вида  получают  нулевую  вероятность. Но исходы первого  ви-
да  составляют  события  А
[image: image225.wmf]Ç

Х. Таким  образом, доказана
Теорема 15. (об  условной  вероятности).
Если  известно, что  произошло  событие  Х, то  вероятность  любого  события  А  принима-
ет  новое  значение  
[image: image226.wmf])
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Определение. Число, выражающее  вероятность  события  А  при  условии, что  произошло  со-
                          бытие  Х, называется  условной  вероятностью  события  А  относительно  собы-
                          тия  Х  и  обозначается  р(А | Х). 
         Из  теоремы 15  следует, что  р(А | Х) = 
[image: image227.wmf])
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Отсюда  вытекает  равенство          р(А
[image: image228.wmf]Ç

Х) = р(Х) р(А | Х),                                                           (19)
которое  называется  формулой  умножения. Если  поменять  ролями  А и Х, получим  равенство
                                                            р(А
[image: image229.wmf]Ç

Х) = р(А) р(Х| А).                                                          (19’)
         Сравним  теперь  формулу  (19)  с  формулой  р(А
[image: image230.wmf]Ç

Х) = 
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, верной  для  незави-
симых  событий. Видим, что  для  таких  событий  верно  равенство  р(А | Х) = р(А). Оно  озна-чает, что  для  независимых  событий  наступление  одного  из  них  не  влияет  на  вероятность
другого.
Задача 28. (для  пытливых  студентов). Разыскивая  необходимую  книгу, студент  должен обой-
                   ти  4  библиотеки. Вероятность  того, что  нужная  книга  находится  в  одной  из них, 
                   равна  
[image: image232.wmf]5

3

, причём  она  может  быть  в  любой  библиотеке  с  одинаковой  вероятно-
                   стью. Студент  обошёл  3  библиотеки  и  в  них  нужной  книги  не нашёл. Какова  
                   вероятность  того, что разыскиваемая  книга  обнаружится  в  последней библиотеке?
Решение.  Пусть  события  Аi - «книга  находится  в  i-й  библиотеке»  (i = 
[image: image233.wmf]4

,

1

), А5 - «книги  в
указанных  библиотеках  нет». Тогда  события  Аi  попарно  несовместны и  в  совокупности  об-
разуют  полное  вероятностное  пространство, так  как  одно  и  только одно  из  них  произойдёт
в  любом  испытании. Поэтому  р
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то  р(А5) = 1 - 
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. Так  как  по  условию  события  Аi  (i = 
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)  равновероятны,
то  р(Аi) = 
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. Пусть  события  А - «книга  находится  в  4-й  библиотеке», В - «книги
в  первых  трёх  библиотеках  нет». Тогда  А = А4, В = А4
[image: image243.wmf]È

А5, А
[image: image244.wmf]Ç

В = А = А4, А | В - «книга об-
наружилась  в  4-й  библиотеке  при  условии, что  в  первых  трёх  её  нет». По  формуле  (18)
для  условной  вероятности  имеем:  р(А | В) = 
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        г) Формула  полной  вероятности.

Теорема 16. (Формула  полной  вероятности).

Пусть  вероятностное  пространство  U =  Х1
[image: image246.wmf]È

Х2
[image: image247.wmf]È

…
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Хn, причём  события (гипотезы) 
Х1, Х2, …, Хn  попарно  несовместны, т.е. Хi 
[image: image249.wmf]Ç

Xk = Ø  при  i ≠  k. Тогда  для  любого  собы-тия  А  верно  равенство
                                              р(А) = р(Х1) р(А | Х1) + … + р(Хn) р(А | Хn).                                      (20)

         Действительно, А = А
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U = А
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(Х1
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Х2
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…
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Хn) = (А
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Х1)
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(А
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Х2)
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… 
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(А
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Хn).

Так  как  Хi 
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Xk = Ø  при  i ≠  k, то (А
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Хi)
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(А
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Хk) = А
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Хi
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Хk = A
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(Хi
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Хk) = Ø. Значит,
событие  А  является  объединением  попарно  несовместных  событий  А
[image: image269.wmf]Ç

Х1, …, А
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Хn, и  по-
тому  по  теореме  сложения  р(А) = р(А
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Х1) + р(А
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Х2) + … + р(А
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Хn). Заменяя  теперь
р(А
[image: image274.wmf]Ç

Хi)  по  формуле  (19)  на  р(Хi) р(А | Хi)  (i = 
[image: image275.wmf]п

,

1

), получим  формулу  (20).

Задача 29. (для  комиссий  по  качеству  товаров).Партия  электрических  лампочек  на  20%  из-
                   готовлена  заводом  I, на  30% - заводом  I I, на  50% - заводом  I I I. Для  завода  I  ве-
                   роятность  выпуска  бракованной  лампочки  равна  0,01, для  завода  I I – 0,005, для  
                   завода  I I I – 0,006. Какова  вероятность  того, что  взятая  наудачу  из  партии  лам-
                   почка  окажется  бракованной?
Решение.  Интересующее  нас  событие  А - «взятая  из  партии  лампочка  бракованная». Этому
событию  сопутствуют  3  гипотезы: Х1 - «взятая  лампочка  изготовлена  заводом  I», Х2 – «взя-
тая  лампочка  изготовлена  заводом  I I», Х3 - «взятая  лампочка  изготовлена  заводом  I I I».
Эти  гипотезы  попарно  несовместны (взятая  лампочка  не  может  быть  изготовлена  на  двух
разных  заводах)  и  образуют  в  объединении  полное  вероятностное  пространство. Учитывая
данные  задачи  р(Х1) = 0,2, р(Х2) = 0,3, р(Х3) = 0,5, р(А | Х1) = 0,01, р(А | Х2) = 0,005, р(А | Х3) = 0,006, по  формуле  полной  вероятности  имеем:
р(А) = р(Х1)р(А | Х1) + р(Х2)р(А | Х2) + р(Х3)р(А | Х3) = 0,2
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 = 0,0065.

         Иногда  в  вероятностных  задачах  требуется  найти  не  вероятность  события, которому
сопутствуют  несколько  гипотез, а  наоборот – вероятность  осуществления  какой-то  из  этих
гипотез  в предположении, что рассматриваемое  событие  наступило. Требуется найти  р(Хk |А).
Заметим, что  р(А
[image: image277.wmf]Ç

 Хk) = р(Хk) р(А | Хk) = р(А) р(Хk |А). Отсюда
                                         р(Хk |А) = 
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         Равенство  (21)  называется  формулой  Байеса.
Задача 30. (для  мастеров  цеха).В  цеху  стоят  50  ящиков  с  исправными  деталями  и  3  ящика  
                   с  бракованными  деталями. Среди  исправных  деталей  90%  отникелированы, а  из  
                   числа  бракованных  никелированы  лишь  5%  деталей (в  каждом  ящике). Вынутая  
                   наугад  деталь  оказалась  никелированной. Какова  вероятность, что  она  исправна?
Решение.  Имеем  гипотезы  Х1 – «деталь  исправна», Х2 – «деталь  бракованная», а также  собы-
тие  А – «деталь  отникелирована». По  классическому  определению  вероятности  
р(Х1) = 
[image: image279.wmf]53
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,  р(Х2) = 
[image: image280.wmf]53

3

; по  условию  р(А | Х1) = 0,9, р(А | Х2) = 0,05. Тогда  по формуле
Байеса  р(Х1 |А) = 
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 ≈ 0,9967.
       д) Серии  независимых  испытаний.


        Зададимся  вопросом  подсчитать вероятность  того, что в  серии  из  п  независимых  испы-

таний  событие  А, имеющее  вероятность р, встретится  ровно т  раз. Результат  серии  из  п  ис-

пытаний  можно  записать  в  виде  упорядоченного  набора  из  символов  А  и  
[image: image282.wmf]А

, имеющего  длину  п. К  примеру, если  проведено  7  испытаний, причём  событие  А  произошло  в  3-м, 5-м
и  7-м  испытаниях, то  результат  серии  запишется  в  виде  
[image: image283.wmf]А



 EMBED Equation.3  [image: image284.wmf]А

А
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А
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А. Так  как  испытания  серии  независимы  друг  от  друга, то  по  формуле  (17)  вероятность  исхода  всей  серии  будет
равна  произведению  вероятностей  р, стоящих  на  месте  А, и  вероятностей  q = 1 – р, стоящих
на  месте  
[image: image287.wmf]А

 (в  нашем  примере  это  будет  р 3q 4). Сколько  различных  серий  п  испытаний, 
в  которых  событие  А  наступит  ровно  т  раз, можно  насчитать? Спросим  у  комбинаторики:
сколькими  способами  из  п  испытаний  можно  выбрать т, в  которых  произойдёт  событие А?
Ответ: это  число  всех  сочетаний  из  п  по  т, т.е. С
[image: image288.wmf]т

п

. Таким  образом, доказана  
Теорема 17. (теорема  Бернулли).
Вероятность  того, что  в  серии  из  п  независимых  испытаний  событие  А, имеющее  ве-роятность  р, встретится  ровно  т  раз, равна    Рп(т) = С
[image: image289.wmf]т
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р тq n – m, где  q = 1 – р.             (22)

Задача 31. (для  социологов). В  результате  обследования  были  выделены  семьи, имеющие  по  
                   4  ребёнка. Считая  вероятности  появления  мальчика  и  девочки  в  семье  равными,
                    найти  вероятность  появления  в  ней  не  более  одной  девочки.

Решение.  Событие  А – «появление  в  семье  не  более  одной  девочки»  представляет  собой
сумму  несовместных  событий  А1 – «появление  одной  девочки»  и  А2 – «рождение  только  мальчиков». Так  как  по  условию  рождение  мальчика  и  девочки  равновероятны, то  р = ½ -вероятность  рождения  девочки  в  одной  попытке, q = 1 – р = ½ - вероятность  рождения  не
девочки (т.е. мальчика)  в  одной  попытке. По  формуле  Бернулли  р(А1) = Р4(1) = С
[image: image290.wmf]1

4

(½)1(½)3 = 
= ¼,  р(А2) = Р4(0) = С
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4

(½)0(½)4 = 1/16. Тогда  по  теореме  сложения  вероятностей  для  несов-местных  событий  р(А) = р(А1) + р(А2) = 
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         При  больших  п  вычисления  по  формуле  Бернулли  весьма  трудоёмки, так  как  прихо-дится  иметь  дело  с  большими  степенями  и  факториалами  больших  чисел. В  таких  случаях
можно  использовать  приближённую  формулу  Пуассона:
                                                                   Рп(т) ≈ 
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Задача 32. (для  начальников  жилуправлений). В  новом  микрорайоне  поставлено 10 000 кодо-
                   вых  замков  на  входных  дверях  домов. Вероятность  выхода  из  строя  одного  зам-
                   ка  в  течение  месяца  равна  0,0002. Найти  вероятность того, что  за  месяц  откажут
                   3  замка.

Решение.  Будем  рассматривать  испытание  10 000  замков  на  выход  из  строя  в  течение  ме-
сяца. Применение  формулы  Бернулли  в  этом  случае  равносильно  добровольному  расстава-
нию  со  всеми  радостями  жизни, поскольку  вычисление  числа (1 – 0,0002)10 000 – 3 = 0,9998 9 997  неподсильно  ни  одному  компьютеру  и, стало  быть, займёт  весь остаток  бренного  существо-вания  несчастных  начальников  жилуправлений. Однако  воспользуемся  формулой  Пуассона:
Р10 000(3) ≈ 
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 ≈ 0,18. 
                                    6. Закон  больших  чисел.
         Вероятность  того, что  в  серии  из  100  подбрасываний  монеты  все  100  раз  выпадет
герб, по  формуле  Бернулли  равна  (½)100. Это  ничтожно  мало. Интуиция  подсказывает  нам, что  наиболее  вероятно, что  при  100  подбрасываниях  монеты  число  выпадений  герба  будет
мало  отличаться  от  50. И  вообще, при  большом  числе  испытаний  относительная  частота
появления  события  должна  мало  отличаться  от  вероятности  этого  события. Это  качествен-ное  утверждение  находит  математическое  подтверждение  в  следующей  теореме.

Теорема 18. (Закон  больших  чисел  Бернулли-Чебышева). 
Пусть  вероятность  события  А  в  одном  испытании  равна  р, и  пусть  проводятся  серии
из  п  независимых  испытаний, т – число  испытаний, в  которых  событие  А  наступило.
Тогда  для  любого  числа  ε > 0  справедливы  неравенства
                                             р
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                                             р
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      Поясним  смысл  этих  неравенств. Выражение 
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т

  даёт  относительную  частоту  события  А  в  серии  п  опытов, а  
[image: image298.wmf]р
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 - это  отклонение  относительной частоты от  теоретической  веро-ятности. Неравенство  
[image: image299.wmf]р
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 > ε  означает, что  отклонение  оказалось  больше  фиксированной
величины  ε. При  фиксировании  ε  с  ростом  п  правая  часть  неравенства  (24)  стремится  к  нулю. А  это  значит, что  серии, в  которых  отклонение  экспериментальной  частоты  от  теоре-
тической  вероятности  велико, составляют  малую  долю  всех  возможных  испытаний. Анало-
гично  можно  трактовать  неравенство  (25). Его  правая  часть  при  фиксированном  ε  с  рос-том  п  стремится  к  1, а  выражение 
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 ≤ ε  в  левой  части означает, что отклонение  экспе-
риментальной  частоты  от  теоретической  вероятности  сколь  угодно  мало. Серии, в  которых
наблюдается  подобное  явление, преобладают, и  поэтому  вероятность  их  появления  близка
к  единице.
Задача 33. (для  начальников  плановых  отделов). При  штамповке  деталей  брак  составляет
                   2%. Найти  вероятность  того, что  при  проверке  партии  в  2000  деталей  отклоне-
                   ние  от  установленного  процента  брака  составит  менее  1%.
Решение.  Пусть  событие  А – «проверенная  деталь – бракованная». Тогда  по  условию  
р = р(А) = 0,02, ε = 0,01, п = 2000. В  силу  неравенства  (25)  получаем:   
р
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