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1. �¢®©áâ¢¥­­®¥ ¢¥ªâ®à­®¥ ¯à®áâà ­áâ¢®
� ­ áâ®ïé¥© à ¡®â¥ ¢á¥ ¢¥ªâ®à­ë¥ ¯à®áâà ­áâ¢  ¯à¥¤¯®« £ îâáï ª®­¥ç­®¬¥à-

­ë¬¨ ¢¥ªâ®à­ë¬¨ ¯à®áâà ­áâ¢ ¬¨ ­ ¤ ¯®«¥¬ P ­ã«¥¢®© å à ªâ¥à¨áâ¨ª¨.
�¯à¥¤¥«¥­¨¥ 1. �¨­¥©­®© äã­ªæ¨¥© ­  ¢¥ªâ®à­®¬ ¯à®áâà ­áâ¢¥ V ­ §ë¢ -

¥âáï ®â®¡à ¦¥­¨¥ f : V → P , ã¤®¢«¥â¢®àïîé¥¥ á«¥¤ãîé¨¬ ãá«®¢¨ï¬:

1. f(−→x +−→y ) = f(−→x ) + f(−→y ) ∀−→x ,−→y ∈ V,

2. f(a−→x ) = af(−→x ) ∀−→x ∈ V ∀a ∈ P.

�¨­¥©­ ï äã­ªæ¨ï ­  V â ª¦¥ ­ §ë¢ ¥âáï «¨­¥©­ë¬ äã­ªæ¨®­ «®¬, 1-ä®à¬®©
¨«¨ ª®¢¥ªâ®à®¬ ­  V .

� ¬¥ç ­¨¥ 1. �á«®¢¨ï 1 ¨ 2 ®¯à¥¤¥«¥­¨ï 1 íª¢¨¢ «¥­â­ë á«¥¤ãîé¥¬ã

f(a−→x + b−→y ) = af(−→x ) + bf(−→y ) ∀−→x ,−→y ∈ V, ∀a, b ∈ P.

� ¬¥ç ­¨¥ 2. � ¬® ¯®«¥ P ï¢«ï¥âáï 1-¬¥à­ë¬ ¢¥ªâ®à­ë¬ ¯à®áâà ­áâ¢®¬ ­ ¤
P. �¥©áâ¢¨â¥«ì­®, «î¡®© ­¥­ã«¥¢®© í«¥¬¥­â a ∈ P ®¯à¥¤¥«ï¥â ¡ §¨á B = {a},
¯®áª®«ìªã ¤«ï «î¡®£® b ∈ P ¡ã¤¥¬ ¨¬¥âì à ¢¥­áâ¢® b = b

a
a. � íâ®© â®çª¨ §à¥­¨ï

«¨­¥©­ë¥ äã­ªæ¨¨ ­  V { íâ® «¨­¥©­ë¥ ®â®¡à ¦¥­¨ï ¨§ V ¢ P.
� ¬¥ç ­¨¥ 3. �¨­¥©­ ï äã­ªæ¨ï (ª ª ¨ «¨­¥©­®¥ ®â®¡à ¦¥­¨¥ ¢¥ªâ®à­ëå

¯à®áâà ­áâ¢) ®¯à¥¤¥«ï¥âáï ¥¤¨­áâ¢¥­­ë¬ ®¡à §®¬ á¢®¨¬¨ §­ ç¥­¨ï¬¨ ­  ¢¥ªâ®à å
ª ª®£®-«¨¡® ¡ §¨á  (á¬., ­ ¯à¨¬¥à, [1]).

�à¨¬¥à 1. �ãáâì Rn { n-¬¥à­®¥  à¨ä¬¥â¨ç¥áª®¥ ¢¥ªâ®à­®¥ ¯à®áâà ­áâ¢®,
â.¥. Rn = {(x1, x2, ..., xn) | xi ∈ R}. �®£¤  ¤«ï «î¡®£® i = 1, n ®â®¡à ¦¥­¨¥ fi :
(x1, x2, ..., xn) → xi ï¢«ï¥âáï «¨­¥©­®© äã­ªæ¨¥© ­  Rn.

�à¨¬¥à 2. �ã­ªæ¨ï α(f) = f ′(x0), x0 ∈ R, ï¢«ï¥âáï «¨­¥©­®© äã­ªæ¨¥© ­ 
¯à®áâà ­áâ¢¥ C1(R) ¤¨ää¥à¥­æ¨àã¥¬ëå äã­ªæ¨© ­  ¢¥é¥áâ¢¥­­®© ¯àï¬®©.

�à¨¬¥à 3. �ã­ªæ¨ï f(A) = tr A, £¤¥ tr A− c«¥¤ ¬ âà¨æë A, ï¢«ï¥âáï «¨­¥©-
­®© ­  ¯à®áâà ­áâ¢¥ Mn(P ) ª¢ ¤à â­ëå ¬ âà¨æ.

�¯à¥¤¥«¥­¨¥ 2. �à®áâà ­áâ¢® ¢á¥å «¨­¥©­ëå äã­ªæ¨®­ «®¢ ­  V ­ §ë¢ ¥âáï
¤¢®©áâ¢¥­­ë¬ ª V ¯à®áâà ­áâ¢®¬ ¨ ®¡®§­ ç ¥âáï V ∗. �¢®©áâ¢¥­­®¥ ¯à®áâà ­áâ¢®
â ª¦¥ ­ §ë¢ ¥âáï á®¯àï¦¥­­ë¬ ¨«¨ ¤ã «ì­ë¬. �­ «®£¨ç­ë¬ ®¡à §®¬ ¯à®áâà ­-
áâ¢® ¢á¥å «¨­¥©­ëå äã­ªæ¨®­ «®¢ ­  V ∗ ­ §ë¢ ¥âáï ¤¢ ¦¤ë ¤¢®©áâ¢¥­­ë¬ ª V
¯à®áâà ­áâ¢®¬ ¨ ®¡®§­ ç ¥âáï V ∗∗.

� ¬¥ç ­¨¥ 4. �¥¯¥àì, ®ç¥¢¨¤­®, ¬®¦­® ®¯à¥¤¥«¨âì ¡¥áª®­¥ç­ãî ¯®á«¥¤®¢ -
â¥«ì­®áâì ¯à®áâà ­áâ¢ V ∗∗∗, V ∗∗∗∗, ....

�¥®à¥¬  1. dim V = dim V ∗.
�®ª § â¥«ìáâ¢®. �ãáâì BV = {−→e1 , ...,−→en} { ¡ §¨á ¢ ¯à®áâà ­áâ¢¥ V. �®£¤ 

¤«ï «î¡®£® i = 1, ..., n áãé¥áâ¢ã¥â ¥¤¨­áâ¢¥­­ ï «¨­¥©­ ï äã­ªæ¨ï fi : V → P,
ã¤®¢«¥â¢®àïîé ï à ¢¥­áâ¢ ¬: fi(−→ej ) = δij (á¬. § ¬¥ç ­¨¥ 3). �¤¥áì δij - á¨¬¢®«
�à®­¥ª¥à , â.¥. δij { ª®íää¨æ¨¥­âë ¥¤¨­¨ç­®© ¬ âà¨æë

δij =

{
1 ¯à¨ i = j
0 ¯à¨ i 6= j

.

�®ª ¦¥¬, çâ® «¨­¥©­ë¥ äã­ªæ¨¨ fi ®¡à §ãîâ ¡ §¨á ¢ ¯à®áâà ­áâ¢¥ V ∗. �à®¢¥-
à¨¬, çâ® ¢ë¯®«­¥­® ¯¥à¢®¥ ãá«®¢¨¥ ¡ §¨á , â.¥. çâ® «î¡®© «¨­¥©­ë© äã­ªæ¨®­ «
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­  V ¬®¦­® ¯à¥¤áâ ¢¨âì ª ª «¨­¥©­ãî ª®¬¡¨­ æ¨î ª®¢¥ªâ®à®¢ fi. �ãáâì φ ∈ V ∗

¨ φ(−→ei ) = ai. � áá¬®âà¨¬ «¨­¥©­ë© äã­ªæ¨®­ « ψ ­  V, ®¯à¥¤¥«¥­­ë© à ¢¥­-
áâ¢®¬ ψ =

∑n
j=1 ajfj. �ëç¨á«ïï §­ ç¥­¨ï äã­ªæ¨© φ ¨ ψ ­  ¯à®¨§¢®«ì­®¬ ¢¥ªâ®à¥

−→x =
∑n

i=1 xi
−→ei , ¨¬¥¥¬ à ¢¥­áâ¢ :

φ(−→x ) = φ(
n∑

i=1

xi
−→ei ) =

n∑
i=1

xiφ(−→ei )) =
n∑

i=1

xiai,

ψ(−→x ) = ψ(
n∑

i=1

xi
−→ei ) =

n∑
i=1

xiψ(−→ei ) =
n∑

i=1

xi(
n∑

j=1

ajfj(−→ei )) =

=
n∑

i=1

xi(
n∑

j=1

ajδji) =
n∑

i=1

xiai.

�âáî¤  á«¥¤ã¥â, çâ® äã­ªæ¨®­ «ë ψ ¨ φ á®¢¯ ¤ îâ. �­ ç¨â, äã­ªæ¨®­ « φ, â ª
¦¥ ª ª ¨ ψ, ¤®¯ãáª ¥â à §«®¦¥­¨¥ ¯® ª®¢¥ªâ®à ¬ fi.

�¨­¥©­ãî ­¥§ ¢¨á¨¬®áâì ª®¢¥ªâ®à®¢ fi ¤®ª ¦¥¬ ¬¥â®¤®¬ ®â ¯à®â¨¢­®£®. �ãáâì
fi «¨­¥©­® § ¢¨á¨¬ë, â.¥. áãé¥áâ¢ãîâ aj ∈ P , ­¥ ¢á¥ à ¢­ë¥ ­ã«î, â ª¨¥, çâ®∑n

j=1 ajfj = 0. �®á«¥¤­¥¥ ®§­ ç ¥â, çâ®

n∑
j=1

ajfj(−→x ) = 0, ∀−→x ∈ V. (1)

�®¤áâ ¢«ïï −→x = −→ek ¢ (1), ¨¬¥¥¬
∑n

j=1 ajfj(−→ek ) =
∑n

j=1 ajδjk = ak = 0. � ¬¥â¨¬,
çâ®  ­ «®£¨ç­®¥ à ¢¥­áâ¢® ¬®¦­® ¯®«ãç¨âì ¤«ï «î¡®£® k = 1, ..., n. �®«ãç ¥¬
¯à®â¨¢®à¥ç¨¥ á ­¥âà¨¢¨ «ì­®áâìî «¨­¥©­®© ª®¬¡¨­ æ¨¨ (1). Q.E.D.

� §¨á, ¯®áâà®¥­­ë© ¯à¨ ¤®ª § â¥«ìáâ¢¥ â¥®à¥¬ë, ¤ «¥¥ ¡ã¤¥â ç áâ® ¨á¯®«ì§®-
¢ âìáï. �®íâ®¬ã ®ª §ë¢ ¥âáï ¯®«¥§­ë¬

�¯à¥¤¥«¥­¨¥ 3. �ãáâì BV = {−→e1 , ...,−→en} { ¡ §¨á ¢ ¯à®áâà ­áâ¢¥ V. �®£¤  ¡ §¨á
BV ∗ = {f1, ..., fn} â ª®©, çâ® fi(−→ek ) = δik, ­ §ë¢ ¥âáï ¤¢®©áâ¢¥­­ë¬, á®¯àï¦¥­­ë¬
¨«¨ ¤ã «ì­ë¬ ª ¡ §¨áã BV .

�¥®à¥¬  2. �ãáâì C { ¬ âà¨æ  ¯¥à¥å®¤  ®â ¡ §¨á  BV = {−→e1 , ...,−→en} ª ¡ -
§¨áã B′

V = {−→e1 ′, ...,−→en
′} ¢ ¯à®áâà ­áâ¢¥ V . �¡®§­ ç¨¬ BV ∗ = {f1, ..., fn} ¨ B′

V ∗ =
{f ′1, ..., f ′n} ¡ §¨áë, ¤¢®©áâ¢¥­­ë¥ ª BV ¨ B′

V á®®â¢¥âáâ¢¥­­®. �®£¤  (C−1)t ï¢«ï¥âáï
¬ âà¨æ¥© ¯¥à¥å®¤  ®â BV ∗ ª B′

V ∗ .
�®ª § â¥«ìáâ¢®. �® ãá«®¢¨î −→ei

′ =
∑n

j=1 cji
−→ej . �ãáâì D { ¬ âà¨æ  ¯¥à¥å®¤ 

®â ¡ §¨á  BV ∗ = {f1, ..., fn} ª ¡ §¨áã B′
V ∗ = {f ′1, ..., f ′n}, â.¥. f ′j =

∑n
i=1 dijfi. � ©¤¥¬

§ ¢¨á¨¬®áâì ¬¥¦¤ã ¬ âà¨æ ¬¨ C ¨ D. �§ ãá«®¢¨ï ¤¢®©áâ¢¥­­®áâ¨ ¡ §¨á®¢ B′
V ¨

B′
V ∗ ¨¬¥¥¬ à ¢¥­áâ¢®:

δik = f ′i(
−→ek

′) =
n∑

s=1

dsifs(−→ek
′) =

n∑
s=1

dsifs(
n∑

p=1

cpk
−→ep ) =

=
n∑

s=1

dsi(
n∑

p=1

cpkfs(−→ep )) =
n∑

s=1

dsi(
n∑

p=1

cpkδsp) =
n∑

s=1

dsicsk. (2)

�¡®§­ ç¨¬ Dt = ||dt
ij|| ¬ âà¨æã, âà ­á¯®­¨à®¢ ­­ãî ª ¬ âà¨æ¥ D = ||dij||.

�®£¤  à ¢¥­áâ¢® (2) ¯à¨­¨¬ ¥â ¢¨¤:
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δik =
n∑

s=1

dsicsk =
n∑

s=1

dt
iscsk = (DtC)ik.

�«¥¤®¢ â¥«ì­®, E = DtC ¨ D = (C−1)t. Q.E.D.
� ¬¥ç ­¨¥ 5. �§ â¥®à¥¬ë 1 á«¥¤ã¥â, çâ® ¯à®áâà ­áâ¢  V ¨ V ∗ ï¢«ïîâáï ¨§®-

¬®àä­ë¬¨. �­ «®£¨ç­ë¬ ®¡à §®¬, ­¥âàã¤­® ¢¨¤¥âì, çâ® ¢á¥ ¢¥ªâ®à­ë¥ ¯à®áâà ­-
áâ¢  V, V ∗, V ∗∗, V ∗∗∗, ... ¨§®¬®àä­ë ¬¥¦¤ã á®¡®©.

� á ¡ã¤¥â ¤ «¥¥ ¨­â¥à¥á®¢ âì á«¥¤ãîé¨© á¯¥æ¨ «ì­ë© ª« cc ¨§®¬®àä¨§¬®¢.
�¯à¥¤¥«¥­¨¥ 4. �¥ªâ®à­ë¥ ¯à®áâà ­áâ¢  ­ §ë¢ îâáï ª ­®­¨ç¥áª¨ ¨§®¬®àä-

­ë¬¨, ¥á«¨ ¬¥¦¤ã ­¨¬¨ ¬®¦­® ãáâ ­®¢¨âì ¨§®¬®àä¨§¬, ­¥ § ¢¨áïé¨© ®â ¢ë¡®à 
¡ §¨á®¢.

�¥®à¥¬  3. �à®áâà ­áâ¢  V ¨ V ∗∗ ï¢«ïîâáï ª ­®­¨ç¥áª¨ ¨§®¬®àä­ë¬¨.
�®ª § â¥«ìáâ¢®. �¯à¥¤¥«¨¬ ®â®¡à ¦¥­¨¥ F : V → V ∗∗, ª®â®à®¥ ¢¥ªâ®àã −→x

áâ ¢¨â ¢ á®®â¢¥âáâ¢¨¥ F−→x ∈ V ∗∗, ¯à¨ ¯®¬®é¨ á«¥¤ãîé¥£® à ¢¥­áâ¢ :

F−→x (g) = g(−→x ), ∀g ∈ V ∗.

� ª ª ª ¢ ®¯à¥¤¥«¥­¨¨ F ¡ §¨áë ¢¥ªâ®à­ëå ¯à®áâà ­áâ¢ ­¥ ãç áâ¢ãîâ, â® ®âáî-
¤  á«¥¤ã¥â ª ­®­¨ç­®áâì ®â®¡à ¦¥­¨ï F. �áâ «®áì ¤®ª § âì, çâ® F { ¨§®¬®àä¨§¬
¢¥ªâ®à­ëå ¯à®áâà ­áâ¢.

�¨­¥©­®áâì F ¯à®¢¥àï¥âáï ­¥¯®áà¥¤áâ¢¥­­®. �¥©áâ¢¨â¥«ì­®, ¤«ï «î¡®£® ª®-
¢¥ªâ®à  g ∈ V ∗ ¨¬¥¥¬ à ¢¥­áâ¢ :

F
α
−→x +β

−→y (g) = g(α−→x + β−→y ) = αg(−→x ) + βg(−→y ) = αF−→x (g) + βF−→y (g).

�¤¥áì ¯¥à¢®¥ à ¢¥­áâ¢® § ¯¨á ­® ­  ®á­®¢¥ ®¯à¥¤¥«¥­¨ï ®â®¡à ¦¥­¨ï F , ¢â®à®¥
à ¢¥­áâ¢® á«¥¤ã¥â ¨§ «¨­¥©­®áâ¨ ª®¢¥ªâ®à  g,   âà¥âì¥ { ®¯ïâì ¨§ ®¯à¥¤¥«¥­¨ï F .

�â®¡ë ã¡¥¤¨âìáï ¢ ¡¨¥ªâ¨¢­®áâ¨ F , ¢ë¡¥à¥¬ ¢ V ¨ V ∗ ¤¢®©áâ¢¥­­ë¥ ¡ §¨áë
BV = {−→e1 ,−→e2 , . . . ,−→en} ¨ BV ∗ = {f1, f2, . . . , fn}. �®£¤  ¨§ ®¯à¥¤¥«¥­¨ï F á«¥¤ãîâ
à ¢¥­áâ¢ 

F−→ej
(fi) = fi(−→ej ) = δij. (3)

�à¨ ¤®ª § â¥«ìáâ¢¥ â¥®à¥¬ë 1 ¡ë«® ãáâ ­®¢«¥­®, çâ® ª®¢¥ªâ®àë fi, ã¤®¢«¥-
â¢®àïîé¨¥ ãá«®¢¨î (3), ®¡à §ãîâ ¡ §¨á ¢ ¤¢®©áâ¢¥­­®¬ ¯à®áâà ­áâ¢¥ V ∗. � á-
á¬ âà¨¢ ï â¥¯¥àì ¤¢ ¦¤ë ¤¢®©áâ¢¥­­®¥ ¯à®áâà ­áâ¢® V ∗∗, ¨§ (3) ¯®«ãç ¥¬, çâ®
{F−→e1 , . . . , F−→en

} { ¡ §¨á V ∗∗, ¤¢®©áâ¢¥­­ë© ª BV ∗ = {f1, f2, . . . , fn}. � ª¨¬ ®¡à §®¬,
«¨­¥©­ ï ®¡®«®çª  < F−→e1 , . . . , F−→en

>= V ∗∗, çâ® ®§­ ç ¥â áîàê¥ªâ¨¢­®áâì ®â®-
¡à ¦¥­¨ï F. �¥¯¥àì ¨§ ä®à¬ã«ë dim V = dim Ker F + dim Im F á«¥¤ã¥â, çâ®
dim Ker F = 0. �¥¬ á ¬ë¬ ¨­ê¥ªâ¨¢­®áâì ¤®ª § ­ . Q.E.D.

� ¬¥ç ­¨¥ 6. � ãç¥â®¬ ¯®áâà®¥­­®£® ¨§®¬®àä¨§¬  ®¡ëç­® ®â®¦- ¤¥áâ¢«ïîâ
á®®â¢¥âáâ¢ãîé¨¥ í«¥¬¥­âë ¯à®áâà ­áâ¢ V ¨ V ∗∗, ¯®« £ ï −→x ≡ F (−→x ) ∈ V ∗∗. � ª¨¬
®¡à §®¬, ¥á«¨ f { ª®¢¥ªâ®à, â® ¨¬¥¥â á¬ëá« ¢ëà ¦¥­¨¥ −→x (f) ¨ −→x (f) = f(−→x ).

�à¨¬¥à 4. � áá¬®âà¨¬ ¯à¨¬¥à ­¥ª ­®­¨ç¥áª®£® ¨§®¬®àä¨§¬  ¯à®áâà ­áâ¢
V ¨ V ∗. �ë¡¥à¥¬ ¢ ¯à®áâà ­áâ¢¥ V ¡ §¨á BV = {−→e1 ,−→e2 , ...,−→en}. �ãáâì BV ∗ =
{f1, f2, ..., fn} { ¡ §¨á ¤¢®©áâ¢¥­­ë© ª ¡ §¨áã BV .

� ¤ ¤¨¬ ¨§®¬®àä¨§¬ F : V → V ∗ à ¢¥­áâ¢ ¬¨:

F (−→ei ) = fi, i = 1, n (4)
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(â ª®© ¨§®¬®àä¨§¬ ®¯à¥¤¥«¥­ ¥¤¨­áâ¢¥­­ë¬ ®¡à §®¬, á¬. § ¬¥ç ­¨¥ 3.). �®£¤  ¤«ï
«î¡®£® ¢¥ªâ®à  −→x =

∑n
i=1 xi

−→ei ¨¬¥¥¬ à ¢¥­áâ¢®: F (−→x ) =
∑n

i=1 xiF (−→ei ) =
∑n

i=1 xifi,
â.¥. «î¡®¬ã ¢¥ªâ®àã áâ ¢¨âáï ¢ á®®â¢¥âáâ¢¨¥ ª®¢¥ªâ®à á â¥¬¨ ¦¥ ª®®à¤¨­ â ¬¨
®â­®á¨â¥«ì­® ¤¢®©áâ¢¥­­®£® ¡ §¨á .

�à®¢¥à¨¬, çâ® F § ¢¨á¨â ®â ¢ë¡®à  ¡ §¨á  BV , â.¥. ­¥ ï¢«ï¥âáï ª ­®­¨ç¥áª¨¬.
�àã£¨¬¨ á«®¢ ¬¨, ¥á«¨ F § ¤ âì ¢ ¤àã£®¬ ¡ §¨á¥ ¯à¨ ¯®¬®é¨ à ¢¥­áâ¢,  ­ «®£¨ç-
­ëå à ¢¥­áâ¢ ¬ (4), â® ¯®«ãç¨¬ ¤àã£®¥ «¨­¥©­®¥ ®â®¡à ¦¥­¨¥. � áá¬®âà¨¬ ¥é¥
®¤­ã ¯ àã ¤¢®©áâ¢¥­­ëå ¡ §¨á®¢ B′

V = {−→e1 ′,−→e2 ′, ...,−→en
′} ¨ B′

V ∗ = {f ′1, f ′2, ..., f ′n} ¨
¨§®¬®àä¨§¬ F ′ : V → V ∗, § ¤ ­­ë© à ¢¥­áâ¢ ¬¨: F ′(−→ei

′) = f ′i . �®£¤  ¤«ï ®â®¡à -
¦¥­¨ï F ′, â ª ¦¥ ª ª ¨ ¤«ï F, ¯®«ãç¨¬ à ¢¥­áâ¢® F ′(−→x ) =

∑n
i=k x

′
kf

′
k, £¤¥ x′k {

ª®®à¤¨­ âë ¢¥ªâ®à  −→x ®â­®á¨â¥«ì­® ¡ §¨á  B′
V .

�ãáâì C = ||cij|| { ¬ âà¨æ  ¯¥à¥å®¤  ®â BV ª B′
V , â. ¥. −→ei

′ =
∑n

j=1 cji
−→ej .

�¥¯¥àì à ¢¥­áâ¢  −→x =
∑n

j=1 xj
−→ej =

∑n
k=1 x

′
k
−→ek

′ =
∑n

k=1 x
′
k(

∑n
j=1 cjk

−→ej ) =∑n
j=1 (

∑n
k=1 x

′
kcjk)

−→ej ¯à¨¢®¤ïâ ª ¨§¢¥áâ­ë¬ ä®à¬ã« ¬, á¢ï§ë¢ îé¨¬ ª®®à¤¨­ âë
¢¥ªâ®à®¢ ¢ à §­ëå ¡ §¨á å: xj =

∑n
k=1 x

′
kcjk. �®¤áâ ¢«ïï íâ¨ á®®â­®è¥­¨ï ¢ ¢ëà -

¦¥­¨¥ ¤«ï F (−→x ), ¯à¨å®¤¨¬ ª à ¢¥­áâ¢ã: F (−→x ) =
∑n

i=1 xifi =
∑n

i=1 (
∑n

k=1 x
′
kcik)fi.

� â® ¦¥ ¢à¥¬ï, ãç¨âë¢ ï á®®â­®è¥­¨ï f ′j =
∑n

i=1 dijfi, ­ å®¤¨¬

F ′(−→x ) =
n∑

i=k

x′kf
′
k =

n∑
i=k

x′k(
n∑

i=1

dikfi) =
n∑

i=1

(
n∑

i=k

x′kdik)fi.

�âáî¤  ¯®«ãç ¥¬, çâ® à ¢¥­áâ¢® F (−→x ) = F ′(−→x ) ¯à¨ «î¡®¬ −→x ¢®§¬®¦­® â®£¤  ¨
â®«ìª® â®£¤ , ª®£¤  cik = dik. �¤­ ª® ¨§ â¥®à¥¬ë 3 á«¥¤ã¥â à ¢¥­áâ¢®Dt = C−1. � -
ª¨¬ ®¡à §®¬, ¨§®¬®àä¨§¬ë F ¨ F ′, ¢®®¡é¥ £®¢®àï, à §«¨ç­ë ¨ á®¢¯ ¤ îâ â®«ìª®
¤«ï ¬ âà¨æ, ã¤®¢«¥â¢®àïîé¨å ãá«®¢¨î Ct = C−1, â.¥. â®«ìª® ¤«ï ®àâ®£®­ «ì­ëå
¬ âà¨æ.

2. �¥­§®à­ë¥ ®¡®§­ ç¥­¨ï
� «¥¥, çâ®¡ë ¨á¯®«ì§®¢ âì ¬ âà¨ç­ãî § ¯¨áì ä®à¬ã«, ¡ã¤¥â ¯®«¥§­® ¯¥à¥©â¨

ª ­®¢ë¬ â¥­§®à­ë¬ ®¡®§­ ç¥­¨ï¬.
1. �¡®§­ ç¥­¨ï �©­èâ¥©­ . �á«¨ ¢ ­¥ª®â®à®© ä®à¬ã«¥ ®¤¨­ ¨ â®â ¦¥ ¨­¤¥ªá

¢áâà¥ç ¥âáï ¤¢  à § , ¯à¨ç¥¬ ®¤¨­ à § ª ª ¢¥àå­¨© ¨ ®¤¨­ à § ª ª ­¨¦­¨©, â® ¯®
íâ®¬ã ¨­¤¥ªáã ¯à¥¤¯®« £ ¥âáï áã¬¬¨à®¢ ­¨¥. � ¯à¨¬¥à, ¢¬¥áâ®

∑n
i=1 x

iyi ¡ã¤¥¬
¯¨á âì xiyi. �­ «®£¨ç­®, ¢ëà ¦¥­¨¥

∑n
i=1 x

i
kyi § ¬¥­¨¬ ­  xi

kyi, ¨ â ª ¤ «¥¥. �®-
íâ®¬ã ¡ã¤¥â ã¤®¡­® § ¯¨áë¢ âì ª®®à¤¨­ âë ¢¥ªâ®à®¢ á ¢¥àå­¨¬¨ ¨­¤¥ªá ¬¨, â.¥.
¢¬¥áâ® −→x =

∑n
i=1 xi

−→ei ¡ã¤¥¬ ¯¨á âì −→x =
∑n

i=1 x
i−→ei . �®£¤  á ãç¥â®¬ ®¡®§­ ç¥­¨©

�©­èâ¥©­  ¯®á«¥¤­¥¥ à ¢¥­áâ¢® ¯à¨­¨¬ ¥â ¢¨¤ −→x = xi−→ei .
� «¥¥ ¢á¥£¤ , ¥á«¨ ­¥ ãª § ­® ¤®¯®«­¨â¥«ì­®, ¯®¤à §ã¬¥¢ ¥âáï áã¬¬¨à®¢ ­¨¥

®â 1 ¤® dim V.
2. � ¬ âà¨æ å ¯¥à¥å®¤  ®â ®¤­®£® ¡ §¨á  ª ¤àã£®¬ã ¢ ¯à®áâà ­áâ¢¥ V ¢¬¥áâ®

¤¢ãå ­¨¦­¨å ¨­¤¥ªá®¢ ¡ã¤¥¬ ¨á¯®«ì§®¢ âì ®¤¨­ ¢¥àå­¨© ¨ ®¤¨­ ­¨¦­¨©, ¯à¨ç¥¬
¢¥àå­¨© ¨­¤¥ªá á®®â¢¥âáâ¢ã¥â ­®¬¥àã áâà®ª¨,   ­¨¦­¨© { ­®¬¥àã áâ®«¡æ .

� ª¨¬ ®¡à §®¬, à ¢¥­áâ¢ −→ei
′ =

∑n
j=1 cji

−→ej ¡ã¤¥¬ § ¯¨áë¢ âì ª ª−→ei
′ =

∑n
j=1 c

j
i
−→ej .

�®á«¥¤­¨¥ à ¢¥­áâ¢ , ãç¨âë¢ ï ®¡®§­ ç¥­¨ï �©­èâ¥©­ , ¯à¨­¨¬ îâ ¢¨¤:

−→ei
′ = cji

−→ej . (5)
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3. �ãáâì ¢ ¯à®áâà ­áâ¢¥ V ¢ë¡à ­ ­¥ª®â®àë© ¡ §¨á BV = {−→e1 , ...,−→en}. �®¢¥ªâ®-
àë ¤¢®©áâ¢¥­­®£® ¡ §¨á  ¢ ¯à®áâà ­áâ¢¥ V ∗ ¡ã¤¥¬ ­ã¬¥à®¢ âì ¯à¨ ¯®¬®é¨ ¢¥àå-
­¨å ¨­¤¥ªá®¢,   ¨¬¥­­®, ¯®«®¦¨¬ BV ∗ = {f 1, f2, ..., fn}. �®£¤  ¯® ®¯à¥¤¥«¥­¨î
¤¢®©áâ¢¥­­®£® ¡ §¨á  ¯®«ãç¨¬ à ¢¥­áâ¢ : f j(−→ei ) = δi

j, £¤¥ δi
j { ¯®-¯à¥¦­¥¬ã ¥¤¨-

­¨ç­ ï ¬ âà¨æ , â.¥.

δi
j =

{
1 ¯à¨ i = j
0 ¯à¨ i 6= j

.

�ë¡¥à¥¬ ¥é¥ ®¤¨­ ¡ §¨á B′
V = {−→e1 ′, ...,−→en

′} ¢ ¯à®áâà ­áâ¢¥ V ¨ ¯®«®¦¨¬ −→ei
′ =

cji
−→ej . �ãáâì B′

V ∗ = {f ′1, ..., f ′n} { ¤¢®©áâ¢¥­­ë© ¡ §¨á ª ¡ §¨áã B′
V . �á¯®«ì§ãï

®¡®§­ ç¥­¨ï �©­èâ¥©­ , à §«®¦¥­¨¥ f ′i ¯® ª®¢¥ªâ®à ¬ {f i} § ¯¨è¥¬ ¢ á«¥¤ãîé¥¬
¢¨¤¥

f ′i = qi
jf

j. (6)

� ¦­® ®â¬¥â¨âì, çâ® â¥¯¥àì ¬ âà¨æ  Q = ||qi
j|| ­¥ ï¢«ï¥âáï ¬ âà¨æ¥© ¯¥à¥å®¤ 

®â BV ∗ ª B′
V ∗ . � á ¬®¬ ¤¥«¥, ¤«ï ¬ âà¨æë Q ª®®à¤¨­ â ¬¨ ¢¥ªâ®à®¢ f ′i ®â­®á¨-

â¥«ì­® "áâ à®£®" ¡ §¨á  BV ∗ ï¢«ïîâáï áâà®ª¨,   ­¥ áâ®«¡æë, ª ª íâ® ¤®«¦­® ¡ëâì
¤«ï ¬ âà¨æë ¯¥à¥å®¤ . � ª¨¬ ®¡à §®¬, ¬ âà¨æ  Q ï¢«ï¥âáï âà ­á¯®­¨à®¢ ­­®©
¯® ®â­®è¥­¨î ª ¬ âà¨æ¥ ¯¥à¥å®¤  ¤«ï ¡ §¨á®¢ BV ∗ ¨ B′

V ∗ . �®íâ®¬ã ¨§ â¥®à¥¬ë
2 á«¥¤ã¥â à ¢¥­áâ¢®

Q = C−1. (7)

4. �«ï ª®íää¨æ¨¥­â®¢ ¬ âà¨æë ¯¥à¥å®¤  C ®â BV ª B′
V ¡ã¤¥¬ ¨á¯®«ì§®¢ âì

®¡®§­ ç¥­¨¥ cji′ ¢¬¥áâ® c
j
i . � ª¦¥ ¡ã¤¥¬ áâ ¢¨âì èâà¨å ­ ¤ ¨­¤¥ªá ¬¨ ¢¥ªâ®à®¢

"­®¢®£®" ¡ §¨á . �®£¤  à ¢¥­áâ¢  (5) ¯à¨­¨¬ îâ ¢¨¤:

−→ei′ = cji′
−→ej . (8)

�«ï ª®íää¨æ¨¥­â®¢ ¬ âà¨æëQ ¨ ¤«ï ª®¢¥ªâ®à®¢ "­®¢®£®" ¡ §¨á  èâà¨å ¡ã¤¥¬
áâ ¢¨âì ­ ¤ ¢¥àå­¨¬ ¨­¤¥ªá®¬. �®íâ®¬ã à ¢¥­áâ¢  (6) ¬®¦­® ¯¥à¥¯¨á âì ¢ ¢¨¤¥:

f i′ = qi′

j f
j. (9)

� «¥¥, çâ®¡ë ¢®á¯®«ì§®¢ âìáï ®¡®§­ ç¥­¨ï¬¨ �©­èâ¥©­ , ¡ã¤¥¬ áâ ¢¨âì èâà¨å
â ª¦¥ ­ ¤ ¨­¤¥ªá ¬¨ "­®¢ëå" ª®®à¤¨­ â ¢¥ªâ®à®¢ ¨ ª®¢¥ªâ®à®¢. �®£¤  à §«®¦¥-
­¨¥ ¢¥ªâ®à  § ¯¨è¥âáï á«¥¤ãîé¨¬ ®¡à §®¬:

−→x = xi−→ei = xi′−→ei′ . (10)

�®®à¤¨­ âë ª®¢¥ªâ®à®¢ ¡ã¤¥¬ ­ã¬¥à®¢ âì ¯à¨ ¯®¬®é¨ ­¨¦­¨å ¨­¤¥ªá®¢. �®íâ®-
¬ã  ­ «®£¨ç­ë¥ à ¢¥­áâ¢  ¤«ï ª®¢¥ªâ®à  f ¨¬¥îâ ¢¨¤:

f = yif
i = yi′f

i′ . (11)

5. � «¥¥ ¢¬¥áâ® ª®íää¨æ¨¥­â®¢ qi′
j ¡ã¤¥¬ § ¯¨áë¢ âì ci′j . �®£¤ , ª ª á«¥¤ã¥â

¨§ à ¢¥­áâ¢  (7), èâà¨å ­ ¤ ¢¥àå­¨¬ ¨­¤¥ªá®¬ ¢ ¬ âà¨æ¥ ||ci′j || ¨á¯®«ì§ã¥âáï ¤«ï
®¡®§­ ç¥­¨ï ¬ âà¨æë, ®¡à â­®© ª ¬ âà¨æ¥ C, â.¥. ||ci′j || = C−1. � â® ¦¥ ¢à¥¬ï,
èâà¨å ­ ¤ ­¨¦­¨¬ ¨­¤¥ªá®¬ ¢ ¬ âà¨æ¥ ||cij′|| á«ã¦¨â, ¯®-¯à¥¦­¥¬ã, ¤«ï ®¡®§­ -
ç¥­¨ï á ¬®© ¬ âà¨æë ¯¥à¥å®¤ , â.¥. ||cij′|| = C.

5



� ¦­® ®â¬¥â¨âì, çâ® â¥¯¥àì ¯à¨ âà ­á¯®­¨à®¢ ­¨¨ ¬ âà¨æ ||ci′j || ¨ ||cij′||, ¢®®¡-
é¥ £®¢®àï (§  ¨áª«îç¥­¨¥¬ á«ãç ï ®àâ®£®­ «ì­®© ¬ âà¨æë C), ­¥«ì§ï ¯®¬¥­ïâì
¬¥áâ ¬¨ ¢¥àå­¨© ¨ ­¨¦­¨© ¨­¤¥ªáë ¬ âà¨æë C.

6. � â¥­§®à­®©  «£¥¡à¥ ¨­¤¥ªá, ¯® ª®â®à®¬ã ¯à¥¤¯®« £ ¥âáï áã¬¬¨à®¢ ­¨¥, ­ -
§ë¢ ¥âáï ­¥¬ë¬ ¨ ¤®¯ãáª ¥â § ¬¥­ã ¤àã£¨¬ ¨­¤¥ªá®¬, ¯®áª®«ìªã ¯à¨ â ª®© § ¬¥­¥
à¥§ã«ìâ â áã¬¬¨à®¢ ­¨ï ®áâ ­¥âáï ¯à¥¦­¨¬. �â¬¥â¨¬, çâ® ¢ á®®â¢¥âáâ¢¨¨ á ­ -
è¨¬¨ ®¡®§­ ç¥­¨ï¬¨, ¢®®¡é¥ £®¢®àï, ­¥«ì§ï § ¬¥­ïâì èâà¨å®¢ ­­ë¥ ¨­¤¥ªáë ­ 
¨­¤¥ªáë ¡¥§ èâà¨å®¢ ¨ ­ ®¡®à®â.

�ª®­ç â¥«ì­®, á ãç¥â®¬ ­®¢ëå ®¡®§­ ç¥­¨©, ä®à¬ã«ë ¯¥à¥å®¤  ®â BV ª B′
V ¨

®â BV ∗ ª B′
V ∗ ¯à¨­¨¬ îâ ¢¨¤:

−→ei′ = cji′
−→ej , f i′ = ci

′

j f
j, (12)

£¤¥
cji′c

i′

k = δj
k, ci

′

k c
k
j′ = δi′

j′ . (13)

�ëïá­¨¬ â¥¯¥àì, ª ª®© ¢¨¤ ¨¬¥îâ ä®à¬ã«ë (??) c ãç¥â®¬ ­®¢ëå ®¡®§­ ç¥­¨©.
�§ à ¢¥­áâ¢ (10) ¨ (12) á«¥¤ã¥â, çâ® xi−→ei = xi′cji′

−→ej . �âáî¤  ¯à¨å®¤¨¬ ª à ¢¥­-
áâ¢ã:

cji′x
i′ = xj. (14)

�¬­®¦ ï ®¡¥ ç áâ¨ à ¢¥­áâ¢  (14) ­  ¬ âà¨æã, ®¡à â­ãî ª C, ¯®«ãç¨¬ ck
′

j c
j
i′x

i′ =

ck
′

j x
j. �¥¯¥àì, ãç¨âë¢ ï ä®à¬ã«ë (13), «¥¢ãî ç áâì ¯®á«¥¤­¥£® à ¢¥­áâ¢  ¯¥à¥¯¨-

è¥¬ ¢ ¢¨¤¥ ck′
j c

j
i′x

i′ = δk′
i′ x

i′ = xk′
. �âáî¤  ¯®«ãç ¥¬:

xk′
= ck

′

j x
j. (15)

�­ «®£¨ç­ë¥ à ááã¦¤¥­¨ï ¤«ï ª®®à¤¨­ â yi ª®¢¥ªâ®à®¢ ¯à¨¢®¤ïâ ª à ¢¥­-
áâ¢ ¬:

ci
′

kyi′ = yk, yi′ = cki′yk. (16)

3. �¥­§®àë. �®®à¤¨­ âë â¥­§®à 
�¡®¡é¥­¨¥ ¯®­ïâ¨ï «¨­¥©­®£® ®â®¡à ¦¥­¨ï ¢¥ªâ®à­ëå ¯à®áâà ­áâ¢ ¯à¨¢®¤¨â

ª á«¥¤ãîé¥¬ã ª« ááã ®â®¡à ¦¥­¨©.
�¯à¥¤¥«¥­¨¥ 5. �ãáâì V1, V2, ..., Vk,W { ¢¥ªâ®à­ë¥ ¯à®áâà ­áâ¢  ­ ¤ ¯®«¥¬ P.

�â®¡à ¦¥­¨¥ f : V1×V2× ...×Vk → W ­ §ë¢ ¥âáï ¯®«¨«¨­¥©­ë¬ ¨«¨ k-«¨­¥©­ë¬
®â®¡à ¦¥­¨¥¬, ¥á«¨ ®­® «¨­¥©­® ¯® ª ¦¤®¬ã  à£ã¬¥­âã ¯à¨ ä¨ªá¨à®¢ ­­ëå §­ -
ç¥­¨ïå ®áâ «ì­ëå  à£ã¬¥­â®¢, â.¥. ¤«ï ª ¦¤®£® ¨­¤¥ªá  j = 1, n ¨ ¤«ï «î¡®£®
ä¨ªá¨à®¢ ­­®£® ­ ¡®à  ¢¥ªâ®à®¢ vi ∈ Vi, i = 1, n, i 6= j ¢ë¯®«­¥­® ãá«®¢¨¥:

f(v1, v2, ..., αv
′
j + βv′′j , ...., vn) = αf(v1, v2, ..., v

′
j, ...., vn) + βf(v1, v2, ..., v

′′
j , ...., vn),

∀v′j, v′′j ∈ Vj ¨ ∀α, β ∈ P.
�á«¨ n = 2, â® ¯®«¨«¨­¥©­®¥ ®â®¡à ¦¥­¨¥ ­ §ë¢ ¥âáï â ª¦¥ ¡¨«¨­¥©­ë¬.
�á«¨ W = P, â® ¯®«¨«¨­¥©­®¥ ®â®¡à ¦¥­¨¥ ­ §ë¢ ¥âáï ¯®«¨«¨­¥©­®© äã­ª-

æ¨¥© ¨«¨ ¯®«¨«¨­¥©­®© ä®à¬®©.
� ¬¥ç ­¨¥ 7. �­®¦¥áâ¢® ¢á¥å ¯®«¨«¨­¥©­ëå ®â®¡à ¦¥­¨© ¨§ V1 × V2 × ... ×

Vk → W ®¡à §ã¥â ¢¥ªâ®à­®¥ ¯à®áâà ­áâ¢® ®â­®á¨â¥«ì­® ®¡ëç­ëå ®¯¥à æ¨© á«®-
¦¥­¨ï ®â®¡à ¦¥­¨© ¨ ã¬­®¦¥­¨ï ­  α ∈ P.
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�à¨¬¥à 5. �ãáâì V1 = V2 = ... = Vn = V, W = P. �¡®§­ ç¨¬ (ai1, ai2, ..., ain)
ª®®à¤¨­ âë ¢¥ªâ®à −→ai ®â­®á¨â¥«ì­® ­¥ª®â®à®£® ä¨ªá¨à®¢ ­­®£® ¡ §¨á  BV ¢ ¯à®-
áâà ­áâ¢¥ V. � áá¬®âà¨¬ ®â®¡à ¦¥­¨¥

det : V × V × ...× V → P : (−→a1 ,−→a2 , ...,−→an) → det||aij||.

�®£¤  ¨§ á¢®©áâ¢ ®¯à¥¤¥«¨â¥«ï á«¥¤ã¥â, çâ® ®â®¡à ¦¥­¨¥ det ®¯à¥¤¥«ï¥â ¯®«¨«¨-
­¥©­ãî äã­ªæ¨î.

�¯à¥¤¥«¥­¨¥ 6. �ãáâì V { ¢¥ªâ®à­®¥ ¯à®áâà ­áâ¢® ¨ V ∗ { ¤¢®©áâ¢¥­­®¥ ª
­¥¬ã ¢¥ªâ®à­®¥ ¯à®áâà ­áâ¢®. �¥­§®à®¬ t â¨¯  (p, q) ­  ¢¥ªâ®à­®¬ ¯à®áâà ­áâ¢¥
V ­ §ë¢ ¥âáï ¯®«¨«¨­¥©­ ï äã­ªæ¨ï

t : V × V × ...× V︸ ︷︷ ︸
p

×V ∗ × V ∗ × ...× V ∗︸ ︷︷ ︸
q

→ P.

�­®¦¥áâ¢® ¢á¥å â¥­§®à®¢ â¨¯  (p, q) ¡ã¤¥¬ ®¡®§­ ç âì T q
p (V ). � àã ­¥®âà¨æ â¥«ì-

­ëå ç¨á¥« (p, q) ­ §ë¢ îâ ¢ «¥­â­®áâìî â¥­§®à .
�«ï ã¤®¡áâ¢  ®¡®§­ ç¥­¨© ¯à®áâà ­áâ¢® T 0

0 ç áâ® ®â®¦¤¥áâ¢«ïîâ á ¯®«¥¬ P.
�à¨¬¥à 6. �«¥¬¥­â ¬¨ ¯à®áâà ­áâ¢  T 0

1 (V ) ï¢«ïîâáï «¨­¥©­ë¥ äã­ªæ¨¨ ­ 
V. �®íâ®¬ã ¯à®áâà ­áâ¢® T 0

1 (V ) á®¢¯ ¤ ¥â á V ∗.
�à¨¬¥à 7. � áá¬®âà¨¬ ¯à®áâà ­áâ¢® T 1

0 (V ). �£® í«¥¬¥­â ¬¨ ï¢«ïîâáï «¨­¥©-
­ë¥ äã­ªæ¨¨ t : V ∗ → P, â.¥. T 1

0 (V ) = V ∗∗. � ãç¥â®¬ ª ­®­¨ç¥áª®£® ¨§®¬®àä¨§¬ 
V ∗∗ ∼= V ¯®«ãç ¥¬, çâ® T 1

0 (V ) ∼= V.
�à¨¬¥à 8. �ãáâì f «¨­¥©­ë© ®¯¥à â®à ¢ ¯à®áâà ­áâ¢¥ V. �¯à¥¤¥«¨¬ ®â®-

¡à ¦¥­¨¥ tf : V × V ∗ → P á«¥¤ãîé¨¬ à ¢¥­áâ¢®¬ tf (−→x , y) = y(f(−→x )). �®£¤ 
¨§ «¨­¥©­®áâ¨ y ¨ f á«¥¤ã¥â, çâ® tf ï¢«ï¥âáï â¥­§®à®¬ â¨¯  (1, 1) ­  ¢¥ªâ®à­®¬
¯à®áâà ­áâ¢¥ V.

�®«¥¥ â®£®, ¯®ª ¦¥¬, çâ® ª ¦¤ë© â¥­§®à â¨¯  (1, 1) ¬®¦­® ¯®«ãç¨âì ¯®¤®¡­ë¬
®¡à §®¬. �¥©áâ¢¨â¥«ì­®, ¯ãáâì t ∈ T 1

1 (V ), â.¥. t : V × V ∗ → P { ¡¨«¨­¥©­ ï äã­ª-
æ¨ï. �®£¤  ¤«ï «î¡®£® ä¨ªá¨à®¢ ­­®£® −→x ∈ V ®â®¡à ¦¥­¨¥ tx : V ∗ → P, ®¯à¥¤¥-
«¥­­®¥ ãá«®¢¨¥¬ tx(y) = t(−→x , y) ï¢«ï¥âáï «¨­¥©­ë¬, ¨ á«¥¤®¢ â¥«ì­®, tx ∈ V ∗∗. �
ãç¥â®¬ ª ­®­¨ç¥áª®£® ¨§®¬®àä¨§¬  ¯à®áâà ­áâ¢ V ¨ V ∗∗ ®â®¦¤¥áâ¢¨¬ tx á ¢¥ª-
â®à®¬

−−→
t(x), ¯à¨ íâ®¬ ¨¬¥¥¬ à ¢¥­áâ¢®

−−→
t(x)(y) = t(−→x , y). �¯à¥¤¥«¨¬ ®â®¡à ¦¥­¨¥

f : V → V á«¥¤ãîé¨¬ à ¢¥­áâ¢®¬ f(−→x ) =
−−→
t(x). �¥¯¥àì «¨­¥©­®áâì ®â®¡à ¦¥-

­¨ï f á«¥¤ã¥â ¨§ «¨­¥©­®áâ¨ ª ­®­¨ç¥áª®£® ¨§®¬®àä¨§¬  ¨ ®â®¡à ¦¥­¨ï t. � ª¨¬
®¡à §®¬, ¯à¨å®¤¨¬ ª à ¢¥­áâ¢ ¬ t(−→x , y) =

−−→
t(x)(y) = f(−→x )(y) = y(f(−→x )).

�â¬¥â¨¬, çâ® ãª § ­­ ï ¡¨¥ªæ¨ï ¬¥¦¤ã ¢¥ªâ®à­ë¬ ¯à®áâà ­áâ¢®¬ «¨­¥©­ëå
®¯¥à â®à®¢ ­  V ¨ ¢¥ªâ®à­ë¬ ¯à®áâà ­áâ¢®¬ â¥­§®à®¢ T 1

1 (V ) ï¢«ï¥âáï «¨­¥©­ë¬
®â®¡à ¦¥­¨¥¬ ¨ â¥¬ á ¬ë¬ ¤ ­­ ï ¡¨¥ªæ¨ï { ¨§®¬®àä¨§¬. �à¨ íâ®¬, ¯®áª®«ìªã ¢
®¯à¥¤¥«¥­¨¨ ¡¨¥ªæ¨¨ ¡ §¨áë ­¥ ãç áâ¢ãîâ, â® ¤ ­­®¥ á®®â¢¥âáâ¢¨¥ { ª ­®­¨ç¥áª¨©
¨§®¬®àä¨§¬.

�¯à¥¤¥«¥­¨¥ 7. �ãáâì ­  ¢¥ªâ®à­®¬ ¯à®áâà ­áâ¢¥ V § ¤ ­ â¥­§®à t ∈ T q
p (V ).

�ë¡¥à¥¬ ¢ ¯à®áâà ­áâ¢¥ V ­¥ª®â®àë© ¡ §¨á BV = {−→e1 , ...,−→en} ¨ ¤¢®©áâ¢¥­­ë© ª
­¥¬ã ¡ §¨á BV ∗ = {f 1, ..., fn}. � ¡®à np+q ç¨á¥« tj1j2...jq

i1i2...ip , ®¯à¥¤¥«¥­­ë© à ¢¥­áâ¢ ¬¨

t
j1j2...jq

i1i2...ip = t(−→ei1 , ...,
−→eip , f

j1 , ...f jq)
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­ §ë¢ ¥âáï ª®®à¤¨­ â ¬¨ ¨«¨ ª®¬¯®­¥­â ¬¨ â¥­§®à  t ®â­®á¨â¥«ì­® ¡ §¨á BV .
�¤¥áì ¢á¥ ¨­¤¥ªáë i1, i2, ..., ip, j1, j2, ..., jq ¯à¨­¨¬ îâ §­ ç¥­¨ï ®â 1 ¤® n.

�¥®à¥¬  4. �­ ç¥­¨¥ â¥­§®à  t ∈ T q
p (V ) ­  ­ ¡®à¥  à£ã¬¥­â®¢

(−→x1, ...,−→xp, y
1, ...yq)

®¯à¥¤¥«ï¥âáï ª®®à¤¨­ â ¬¨ â¥­§®à  t ®â­®á¨â¥«ì­® ¡ §¨á  BV ,   â ª¦¥ ª®®à¤¨­ -
â ¬¨ ¢á¥å ¢¥ªâ®à®¢ −→xi ®â­®á¨â¥«ì­® ¡ §¨á  BV ¨ ª®®à¤¨­ â ¬¨ ¢á¥å ª®¢¥ªâ®à®¢
yj ®â­®á¨â¥«ì­® ¤¢®©áâ¢¥­­®£® ¡ §¨á  BV ∗ .

�®ª § â¥«ìáâ¢®. �ãáâì BV = {−→e1 , ...,−→en} ¨ BV ∗ = {f 1, ..., fn}. �¡®§­ ç¨¬ xik
k

ª®®à¤¨­ âë ¢¥ªâ®à  −→xk (k = 1, p) ¨ ys
js
ª®®à¤¨­ âë ª®¢¥ªâ®à  ys (s = 1, q) ®â­®á¨-

â¥«ì­® ¡ §¨á®¢ BV ¨ BV ∗ á®®â¢¥âáâ¢¥­­®. �§ ¯®«¨«¨­¥©­®áâ¨ â¥­§®à  t ¯®«ãç¨¬
à ¢¥­áâ¢ :

t(−→x1, ...,−→xp, y
1, ...yq) = t(xi1

1
−→ei1 , x

i2
2
−→ei2 , ..., x

ip
p
−→eip , y

1
j1
f j1 , y2

j2
f j2 , ..., yq

jq
f jq) =

= xi1
1 x

i2
2 ...x

ip
p y

1
j1
y2

j2
...yq

jq
t(−→ei1 ,

−→ei2 , ...,
−→eip , f

j1 , f j2 , ..., f jq) =

= xi1
1 x

i2
2 ...x

ip
p y

1
j1
y2

j2
...yq

jq
t
j1j2...jq

i1i2...ip .

Q.E.D.
�¥®à¥¬  5. �ãáâì tj1j2...jq

i1i2...ip ª®®à¤¨­ âë â¥­§®à  t ∈ T q
p (V ) ®â­®á¨â¥«ì­® ¡ §¨á 

BV ¨ t
j′1j′2...j′q
i′1i′2...i′p

¥£® ª®®à¤¨­ âë ®â­®á¨â¥«ì­® ¡ §¨á  B′
V . �á«¨ C = ||cji′|| ï¢«ï¥âáï

¬ âà¨æ¥© ¯¥à¥å®¤  ¢ ¢¥ªâ®à­®¬ ¯à®áâà ­áâ¢¥ V ®â ¡ §¨á  BV ª ¡ §¨áã B′
V , â®

á¯à ¢¥¤«¨¢ë à ¢¥­áâ¢ :

t
j′1j′2...j′q
i′1i′2...i′p

= ci1i′1
ci2i′2
...c

ip
i′p
c
j′1
j1c

j′2
j2 ...c

j′q
jq
t
j1j2...jq

i1i2...ip . (17)

�®ª § â¥«ìáâ¢®. �§ ®¯à¥¤¥«¥­¨ï ª®®à¤¨­ â â¥­§®à  ¡ã¤¥¬ ¨¬¥âì

t
j′1j′2...j′q
i′1i′2...i′p

= t(−→ei′1
, ...,−→ei′p , f

j′1 , ...f j′q) = t(ci1i′1
−→ei1 , ..., c

ip
i′p
−→eip , c

j′1
j1f

j1 , ...c
j′q
jq
f jq) =

= ci1i′1
ci2i′2
...c

ip
i′p
c
j′1
j1c

j′2
j2 ...c

j′q
jq
t(−→ei1 , ...,

−→eip , f
j1 , ...f jq) = ci1i′1

ci2i′2
...c

ip
i′p
c
j′1
j1c

j′2
j2 ...c

j′q
jq
t
j1j2...jq

i1i2...ip .

Q.E.D.
� ¬¥ç ­¨¥ 8. �§ â¥®à¥¬ë 5 á«¥¤ã¥â, çâ® ¤«ï ®¯à¥¤¥«¥­¨ï ª®®à¤¨­ â â¥­§®à 

®â­®á¨â¥«ì­® ¯à®¨§¢®«ì­®£® ¡ §¨á  ¤®áâ â®ç­® §­ âì ¥£® ª®®à¤¨­ âë ®â­®á¨â¥«ì-
­® ®¤­®£® ª ª®£®-«¨¡® ¡ §¨á .

� ¬¥ç ­¨¥ 9. � â¥®à¥¬¥ 5 ¨ ¤ «¥¥ ¤«ï ª®®à¤¨­ â â¥­§®à  ¢ "­®¢®¬" ¡ §¨á¥
B′

V ¨á¯®«ì§ãîâáï ®¡®§­ ç¥­¨ï tj
′
1j′2...j′q

i′1i′2...i′p
 ­ «®£¨ç­® ®¡®§­ ç¥­¨ï¬ ª®®à¤¨­ â xi′ ¨ yi′

¤«ï ¢¥ªâ®à®¢ ¨ ª®¢¥ªâ®à®¢.
�ª §ë¢ ¥âáï, çâ® á¯à ¢¥¤«¨¢® ¨ ®¡à â­®¥ ª â¥®à¥¬¥ 5 ãâ¢¥à¦¤¥­¨¥,   ¨¬¥­­®:
�¥®à¥¬  6. �ãáâì ª ¦¤®¬ã ¡ §¨áã BV ¢ n-¬¥à­®¬ ¢¥ªâ®à­®¬ ¯à®áâà ­áâ¢¥ V

á®¯®áâ ¢«¥­ ­ ¡®à np+q ç¨á¥« tj1j2...jq

i1i2...ip , ¯à¨ç¥¬ ¤ ­­ë¥ ­ ¡®àë á¢ï§ ­ë à ¢¥­áâ¢ ¬¨
(17), ¥á«¨ cii′ { ¬ âà¨æ  ¯¥à¥å®¤  ®â ¡ §¨á  BV ª ¡ §¨áã B′

V . �®£¤  áãé¥áâ¢ã¥â
¥¤¨­áâ¢¥­­ë© â¥­§®à t â¨¯  (p, q) ­  ¢¥ªâ®à­®¬ ¯à®áâà ­áâ¢¥ V, ¤«ï ª®â®à®£®
t
j1j2...jq

i1i2...ip ï¢«ïîâáï ª®®à¤¨­ â ¬¨ ®â­®á¨â¥«ì­® BV .

8



�®ª § â¥«ìáâ¢®. �ãáâì ¡ §¨áã BV á®¯®áâ ¢«¥­ ­ ¡®à tj1j2...jq

i1i2...ip . �¯à¥¤¥«¨¬ ®â®-
¡à ¦¥­¨¥ t : V × V × ...× V︸ ︷︷ ︸

p

×V ∗ × V ∗ × ...× V ∗︸ ︷︷ ︸
q

→ P ¯à¨ ¯®¬®é¨ à ¢¥­áâ¢ :

t(−→x1, ...,−→xp, y
1, ...yq) = xi1

1 x
i2
2 ...x

ip
p y

1
j1
y2

j2
...yq

jq
t
j1j2...jq

i1i2...ip , (18)

£¤¥ xik
k ª®®à¤¨­ âë ¢¥ªâ®à −→xk ¨ yk

jk
ª®®à¤¨­ âë ª®¢¥ªâ®à  yk ®â­®á¨â¥«ì­® ¡ §¨á®¢

BV ¨ BV ∗ á®®â¢¥âáâ¢¥­­®.
�®ª ¦¥¬ ª®àà¥ªâ­®áâì ®¯à¥¤¥«¥­¨ï ®â®¡à ¦¥­¨ï t ¯à¨ ¯®¬®é¨ ä®à¬ã«ë (18),

â.¥. ­¥§ ¢¨á¨¬®áâì ®â®¡à ¦¥­¨ï t ®â ¢ë¡®à  ¡ §¨á .
�ãáâì B′

V { ­¥ª®â®àë© ¤àã£®© ¡ §¨á ¢ ¯à®áâà ­áâ¢¥ V ¨ ¥¬ã á®¯®áâ ¢«¥­ ­ ¡®à
ç¨á¥« tj

′
1j′2...j′q

i′1i′2...i′p
, ¯à¨ç¥¬ cii′ { ¬ âà¨æ  ¯¥à¥å®¤  ®â BV ª B′

V .

� áá¬®âà¨¬ äã­ªæ¨î t′, ®¯à¥¤¥«¥­­ãî à ¢¥­áâ¢®¬

t′(−→x1, ...,−→xp, y
1, ...yq) = x

i′1
1 x

i′2
2 ...x

i′p
p y1

j′1
y2

j′2
...yq

j′q
t
j′1j′2...j′q
i′1i′2...i′p

,

£¤¥ xi′k
k ¨ ys

j′s
{ ª®®à¤¨­ âë ¢¥ªâ®à  −→xk ¨ ª®¢¥ªâ®à  ys ®â­®á¨â¥«ì­® ¡ §¨á®¢ B′

V ¨
B′

V ∗ .
�®ª ¦¥¬, çâ® t′(−→x1, ...,−→xp, y

1, ...yq) = t(−→x1, ...,−→xp, y
1, ...yq) ¯à¨ ¢á¥å §­ ç¥­¨ïå  à-

£ã¬¥­â®¢. �«ï íâ®£® ¯¥à¥¯¨è¥¬ ä®à¬ã«ë (15) ¨ (16), ¯® ª®â®àë¬ ¯à¥®¡à §ãîâáï
ª®®à¤¨­ âë ¢¥ªâ®à®¢ ¨ ª®¢¥ªâ®à®¢ ¯à¨ § ¬¥­¥ ¡ §¨á , ¢ á«¥¤ãîé¥¬ ¢¨¤¥:

x
r′k
k = c

r′k
rkx

rk
k , ys

s′
k

= csk

s′
k
ys

sk
.

�¥¯¥àì ¯à¨å®¤¨¬ ª á«¥¤ãîé¨¬ à ¢¥­áâ¢ ¬:

t′(−→x1, ...,−→xp, y
1, ...yq) = x

r′1
1 x

r′2
2 ...x

r′p
p y1

s′1
y2

s′2
...yq

s′q
t
s′1s′2...s′q
r′1r′2...r′p

=

= cr
′
1

r1
xr1

1 ...c
r′p
rpx

rp
p c

s1

s′1
y1

s1
...c

sq

s′q
yq

sq
t
s′1s′2...s′q
r′1r′2...r′p

=

= xr1
1 x

r2
2 ...x

rp
p y

1
s1
y2

s2
...yq

sq
cr

′
1

r1
...c

r′p
rpc

s1

s′1
...c

sq

s′q
ci1r′1
ci2r′2
...c

ip
r′p
c
s′1
j1c

s′2
j2 ...c

s′q
jq
t
j1j2...jq

i1i2...ip =

= xr1
1 x

r2
2 ...x

rp
p y

1
s1
y2

s2
...yq

sq
δi1
r1
δi2
r2
...δip

rp
δs1
j1 δ

s2
j2 ...δ

sq

jq
t
j1j2...jq

i1i2...ip = xi1
1 x

i2
2 ...x

ip
p y

1
j1
y2

j2
...yq

jq
t
j1j2...jq

i1i2...ip .

�âáî¤  ¢¨¤­®, çâ® §­ ç¥­¨ï äã­ªæ¨© t ¨ t′ á®¢¯ ¤ îâ ¯à¨ «î¡ëå §­ ç¥­¨ïå  à-
£ã¬¥­â®¢. �¥¬ á ¬ë¬ ª®àà¥ªâ­®áâì ®¯à¥¤¥«¥­¨ï ®â®¡à ¦¥­¨ï t ¤®ª § ­ .

�®«¨«¨­¥©­®áâì ®â®¡à ¦¥­¨ï t á«¥¤ã¥â ­¥¯®áà¥¤áâ¢¥­­® ¨§ à ¢¥­áâ¢  (18).
Q.E.D.

�¥®à¥¬ë 5 ¨ 6 ¯®ª §ë¢ îâ, çâ® â¥­§®à ¥¤¨­áâ¢¥­­ë¬ ®¡à §®¬ ®¯à¥¤¥«ï¥âáï
¥£® ª®®à¤¨­ â ¬¨. � ª¨¬ ®¡à §®¬, â¥­§®àë â¨¯  (p, q) ¢ ¢¥ªâ®à­®¬ ¯à®áâà ­áâ¢¥
V à §¬¥à­®áâ¨ n ­ å®¤ïâáï ¢® ¢§ ¨¬­®-®¤­®§­ ç­®¬ á®®â¢¥âáâ¢¨¨ á ¨å ª®®à¤¨-
­ â ¬¨, â.¥. á ­ ¡®à ¬¨ n(p+q) ç¨á¥« t

j1j2...jq

i1i2...ip , ª®â®àë¥ ¯à¨ ¨§¬¥­¥­¨¨ ¡ §¨á  ¯à¥-
®¡à §ãîâáï ¯® ä®à¬ã« ¬ (17). � ª®¥ ¢§ ¨¬­®-®¤­®§­ ç­®¥ á®®â¢¥âáâ¢¨¥ ¯®§¢®«ï¥â
ãª § âì ¤àã£®© ¯®¤å®¤ ª ¯®­ïâ¨î â¥­§®à , ª®â®àë© â ª¦¥ ç áâ® ¢áâà¥ç ¥âáï ¢ «¨-
â¥à âãà¥. �à¨ â ª®¬ ¯®¤å®¤¥ â¥­§®à ®¯à¥¤¥«ï¥âáï á«¥¤ãîé¨¬ ®¡à §®¬.
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�¯à¥¤¥«¥­¨¥ 8. �ãáâì ª ¦¤®¬ã ¡ §¨áã BV ¢ n-¬¥à­®¬ ¯à®áâà ­áâ¢¥ V á®¯®-
áâ ¢«¥­ ­ ¡®à np+q ç¨á¥« tj1j2...jq

i1i2...ip , ã¤®¢«¥â¢®àïîé¨© á«¥¤ãîé¥¬ã ãá«®¢¨î: ­ ¡®àë

ç¨á¥« tj1j2...jq

i1i2...ip ¨ tj
′
1j′2...j′q

i′1i′2...i′p
¤«ï ¡ §¨á®¢ BV ¨ B′

V á¢ï§ ­ë à ¢¥­áâ¢ ¬¨ (17), ¥á«¨ cii′ {
¬ âà¨æ  ¯¥à¥å®¤  ®â ¡ §¨á  BV ª ¡ §¨áã B′

V . �®£¤  £®¢®àïâ, çâ® ­  ¢¥ªâ®à­®¬ ¯à®-
áâà ­áâ¢¥ V § ¤ ­ â¥­§®à t â¨¯  (p, q). �¥­§®à t â¨¯  (p, q) â ª¦¥ ­ §ë¢ îâ p-à §
ª®¢ à¨ ­â­ë¬ ¨ q-à § ª®­âà ¢ à¨ ­â­ë¬ â¥­§®à®¬, ¯à¨ íâ®¬ ­¨¦­¨¥ ¨­¤¥ªáë
­ §ë¢ îâáï ª®¢ à¨ ­â­ë¬¨,   ¢¥àå­¨¥ - ª®­âà ¢ à¨ ­â­ë¬¨.

�à¨¬¥à 9. � áá¬®âà¨¬ á â®çª¨ §à¥­¨ï ®¯à¥¤¥«¥­¨ï 8 â¥­§®àë â¨¯  T 0
1 (V ).

�ãáâì ª ¦¤®¬ã ¡ §¨áã ¢ n-¬¥à­®¬ ¢¥ªâ®à­®¬ ¯à®áâà ­áâ¢¥ V á®¯®áâ ¢«¥­ ­ ¡®à
n ç¨á¥« yi, ¯à¨ç¥¬ ¤«ï à §­ëå ¡ §¨á®¢ BV ¨ B′

V á®®â¢¥âáâ¢ãîé¨¥ ­ ¡®àë á¢ï§ ­ë
à ¢¥­áâ¢ ¬¨

yi′ = cii′yi,

£¤¥ cii′ { ¬ âà¨æ  ¯¥à¥å®¤  ®â ¡ §¨á  BV ª ¡ §¨áã B′
V . �¥¬ á ¬ë¬, ¢ á®®â¢¥âáâ¢¨¨

á ®¯à¥¤¥«¥­¨¥¬ 8 ­  ¢¥ªâ®à­®¬ ¯à®áâà ­áâ¢¥ V § ¤ ­ â¥­§®à â¨¯  T 0
1 (V ).

�â®¡ë ãáâ ­®¢¨âì á¢ï§ì ¬¥¦¤ã ¤¢ã¬ï ®¯à¥¤¥«¥­¨ï¬¨ â¥­§®à , â ª ¦¥ ª ª ¯à¨
¤®ª § â¥«ìáâ¢¥ â¥®à¥¬ë 6 ®¯à¥¤¥«¨¬ á®®â¢¥âáâ¢ãîéãî íâ®¬ã â¥­§®àã ¯®«¨«¨­¥©-
­ãî äã­ªæ¨î t : V → P, ¯®« £ ï t(−→x ) = yix

i, £¤¥ xi { ª®®à¤¨­ âë ¢¥ªâ®à  −→x
®â­®á¨â¥«ì­® ¡ §¨á  BV .

4. �¥­§®à­®¥ ¯à®¨§¢¥¤¥­¨¥ â¥­§®à®¢.
�¯à¥¤¥«¥­¨¥ 9. �¥­§®à­ë¬ ¯à®¨§¢¥¤¥­¨¥¬ â¥­§®à®¢ t ∈ T q1

p1
(V ) ¨ s ∈ T q2

p2
(V )

­ §ë¢ ¥âáï â¥­§®à t⊗ s ∈ T q1+q2
p1+p2

(V ), ®¯à¥¤¥«¥­­ë© ãá«®¢¨¥¬

t⊗ s(−→x1, ...,−→x p1+p2 , y
1, ...yq1+q2) =

= t(−→x1, ...,−→x p1 , y
1, ...yq1)s(−→x p1+1, ...,−→x p1+p2 , y

q1+1, ...yq1+q2)

¯à¨ ¢á¥å −→xi ∈ V, yj ∈ V ∗.
� ¬¥ç ­¨¥ 10. �§ ®¯à¥¤¥«¥­¨ï 7 ¨ á¢®©áâ¢ ¯®«ï ­¥¯®áà¥¤áâ¢¥­­® á«¥¤ãîâ

á¢®©áâ¢   áá®æ¨ â¨¢­®áâ¨ ¨ ¤¨áâà¨¡ãâ¨¢­®áâ¨ â¥­§®à­®£® ¯à®¨§¢¥¤¥­¨ï â¥­§®à®¢.
�¯à¥¤¥«¥­¨¥ 10. �¥­§®à t ∈ T q

p (V ), ¤«ï ª®â®à®£® áãé¥áâ¢ã¥â ­ ¡®à ¨§ p
¢¥ªâ®à®¢ −→xi ¨ q ª®¢¥ªâ®à®¢ yj â ª¨å, çâ® t = yj1 ⊗ yj2 ⊗ ...⊗ yjq ⊗−→xi1 ⊗−→xi2 ⊗ ...⊗−→xip

­ §ë¢ ¥âáï à §«®¦¨¬ë¬.
�¥®à¥¬  7. �ãáâì BV = {−→e1 , ...,−→en} ¨ BV ∗ = {f 1, ..., fn} ¤¢®©áâ¢¥­­ëe ¡ §¨áë.

�®£¤  ¡ §¨á ¢ ¯à®áâà ­áâ¢¥ T q
p (V ) ®¡à §ãîâ â¥­§®à­ë¥ ¯à®¨§¢¥¤¥­¨ï ¢¨¤  f i1 ⊗

f i2 ⊗ ...
⊗
f ip ⊗−→ej1 ⊗−→ej2 ⊗ ...⊗−→ejq , £¤¥ i1, ..., ip, j1, ..., jq = 1, n.

�®ª § â¥«ìáâ¢®. �­ ç «  ¯à®¢¥à¨¬, çâ® «î¡®© â¥­§®à t ∈ T q
p (V ) ¬®¦­®

¯à¥¤áâ ¢¨âì ¢ ¢¨¤¥ «¨­¥©­®© ª®¬¡¨­ æ¨¨ à §«®¦¨¬ëå â¥­§®à®¢ ¢¨¤  f i1 ⊗ f i2 ⊗
...

⊗
f ip⊗−→ej1⊗−→ej2⊗ ...⊗−→ejq . �¥©áâ¢¨â¥«ì­®, ¯ãáâì t ∈ T q

p (V ) ¨ tj1j2...jq

i1i2...ip { ª®®à¤¨­ âë
t ®â­®á¨â¥«ì­® ¡ §¨á  BV . �®áâ ¢¨¬ «¨­¥©­ãî ª®¬¡¨­ æ¨î

t′ = t
j1j2...jq

i1i2...ip f
i1 ⊗ f i2 ⊗ ...⊗ f ip ⊗−→ej1 ⊗−→ej2 ⊗ ...⊗−→ejq . (19)

�ëç¨á«ïï §­ ç¥­¨ï â¥­§®à®¢ t ¨ t′ ­  ¯à®¨§¢®«ì­ëå ­ ¡®à å  à£ã¬¥­â®¢, ¨¬¥-
¥¬: t′(−→x1, ...,−→xp, y

1, ...yq) = t
j1j2...jq

i1i2...ip f
i1⊗f i2⊗...⊗f ip⊗−→ej1⊗−→ej2⊗...⊗−→ejq(

−→x1, ...,−→xp, y
1, ...yq) =

t
j1j2...jq

i1i2...ip f
i1(−→x1)f

i2(−→x2)...f
ip(−→xp)−→ej1(y

1)−→ej2(y
2)...−→ejq(y

q) = t
j1j2...jq

i1i2...ip x
i1
1 x

i2
2 ...x

ip
p y

1
j1
y2

j2
...yq

jq
=

= t(−→x1, ...,−→xp, y
1, ...yq). �¥¬ á ¬ë¬ ¯®ª § ­®, çâ® t = t′.
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�à®¢¥à¨¬ «¨­¥©­ãî ­¥§ ¢¨á¨¬®áâì ãª § ­­ëå â¥­§®à­ëå ¯à®¨§¢¥¤¥­¨©. � á-
áã¦¤ ï ¬¥â®¤®¬ ®â ¯à®â¨¢­®£®, ¯à¥¤¯®«®¦¨¬ çâ® áãé¥áâ¢ãîâ ª®íää¨æ¨¥­âë
a

j1j2...jq

i1i2...ip , ­¥ ¢á¥ à ¢­ë¥ ­ã«î, â ª¨¥ çâ®

a = a
j1j2...jq

i1i2...ip f
i1 ⊗ f i2 ⊗ ...⊗ f ip ⊗−→ej1 ⊗−→ej2 ⊗ ...⊗−→ejq = 0. (20)

�®á«¥¤­¥¥ à ¢¥­áâ¢® ®§­ ç ¥â, çâ® äã­ªæ¨ï a ®¡à é ¥âáï ¢ ­ã«ì ¤«ï «î¡®-
£® ­ ¡®à   à£ã¬¥­â®¢. �ëç¨á«ïï §­ ç¥­¨¥ äã­ªæ¨¨ a ¤«ï ­ ¡®à   à£ã¬¥­â®¢
(−→ek1 , ...,

−→ekp , f
r1 , ..., f rq), ¯®«ãç ¥¬:

0 = a(−→ek1 , ...,
−→ekp , f

r1 , ...f rq) =

= a
j1j2...jq

i1i2...ip f
i1(−→ek1)f

i2(−→ek2)...f
ip(−→ekp)

−→ej1(f
r1)−→ej2(f

r2)...−→ejq(f
rq) =

= a
j1j2...jq

i1i2...ip δ
i1
k1
δi2
k2
...δ

ip
kp
δr1
j1 δ

r2
j2 ...δ

rq

jq
= a

r1r2...rq

k1k2...kp
.

� ª¨¬ ®¡à §®¬, «¨­¥©­ ï ª®¬¡¨­ æ¨ï (20) ï¢«ï¥âáï âà¨¢¨ «ì­®©. Q.E.D.
�«¥¤áâ¢¨¥ 1. dimT q

p (V ) = (dimV )p+q.
�®ª § â¥«ìáâ¢® ¯®«ãç ¥âáï ¯®¤áç¥â®¬ ç¨á«  ¡ §¨á­ëå ¢¥ªâ®à®¢ f i1 ⊗f i2 ⊗ ...⊗

f ip ⊗−→ej1 ⊗−→ej2 ⊗ ...⊗−→ejq .
� ¬¥ç ­¨¥ 11. � ¢¥­áâ¢® (19) ¯®ª §ë¢ ¥â, çâ® ª®íää¨æ¨¥­âë à §«®¦¥­¨ï

â¥­§®à  t ∈ T q
p (V ) ¯® ¡ §¨áã f i1 ⊗ f i2 ⊗ ... ⊗ f ip ⊗ −→ej1 ⊗ −→ej2 ⊗ ... ⊗ −→ejq á®¢¯ ¤ îâ á

ª®¬¯®­¥­â ¬¨ tj1j2...jq

i1i2...ip â¥­§®à  t ®â­®á¨â¥«ì­® ¡ §¨á  BV , â.¥. ª®¬¯®­¥­âë â¥­§®à 
ï¢«ïîâáï ¥£® ª®®à¤¨­ â ¬¨ ®â­®á¨â¥«ì­® ¡ §¨á  f i1⊗f i2⊗ ...f ip⊗−→ej1⊗−→ej2⊗ ...⊗−→ejq .

� ¤ ç¨.
� ¤ ç  1. �®ª § âì, çâ® ¬­®¦¥áâ¢® «¨­¥©­ëå äã­ªæ¨®­ «®¢ ­  V á® §­ ç¥­¨-

ï¬¨ ¢ P ï¢«ï¥âáï ¯®¤¯à®áâà ­áâ¢®¬ ¢ ¯à®áâà ­áâ¢¥ ¢á¥å äã­ªæ¨© ­  ¢¥ªâ®à­®¬
¯à®áâà ­áâ¢¥ V á® §­ ç¥­¨ï¬¨ ¢ P.

� ¤ ç  2. �®ª § âì, çâ® ¥á«¨ «¨­¥©­ë¥ äã­ªæ¨¨ ­  ¢¥ªâ®à­®¬ ¯à®áâà ­áâ¢¥
¨¬¥îâ ®¤¨­ ª®¢ë¥ ï¤à , â® ®­¨ ®â«¨ç îâáï ¬­®¦¨â¥«¥¬.

� ¤ ç  3. �¢«ïîâáï «¨ ª®¢¥ªâ®à ¬¨ á«¥¤ãîé¨¥ äã­ªæ¨¨ ­  ¢¥ªâ®à­®¬ ¯à®-
áâà ­áâ¢¥ V = R3 : 1) F 1(−→x ) = 2x1 − x2 + 3x3 + 5, 2) F 2(−→x ) = 3x1 + (x2)2 −
x3, 3) F 3(−→x ) = x1+4x2−x3. �«ï ª®¢¥ªâ®à®¢ ­ ©â¨ ¨å à §«®¦¥­¨¥ ¯® ¡ §¨áã, ¤¢®©-
áâ¢¥­­®¬ã ª ª ­®­¨ç¥áª®¬ã ¡ §¨áã BV = {−→e1 = (1, 0, 0),−→e2 = (0, 1, 0),−→e3 = (0, 0, 1)}.

� ¤ ç  4. �ãáâì BV = {−→e1 ,−→e2} ¨ B′
V = {−→e1′ ,−→e2′} { ¡ §¨áë ¢ ¯à®áâà ­áâ¢¥ V.

� ©â¨ ¬ âà¨æã ¯¥à¥å®¤  ¤«ï ¤¢®©áâ¢¥­­ëå ¡ §¨á®¢, ¥á«¨ −→e1′ = −→e1 + 2−→e2 , −→e2′ =
−−→e1 +−→e2 .

� ¤ ç  5. �ãáâì BV = {−→e1 ,−→e2} ¨ BV ∗ = {f 1, f2} { ¤¢®©áâ¢¥­­ë¥ ¡ §¨áë.
�®¤¯à®áâà ­áâ¢® V1 ⊂ V § ¤ ­® ãà ¢­¥­¨¥¬: f 1 − f 2 = 0, â.¥. V1 = {−→x ∈ V |(f 1 −
f 2)(−→x ) = 0}. � ©â¨ ãà ¢­¥­¨ï íâ®£® ¯®¤¯à®áâà ­áâ¢  ¢ ¡ §¨á¥, ¤¢®©áâ¢¥­­®¬ ª
¡ §¨áã B′

V = {−→e1 ,−→e1 + 2−→e2}.
� ¤ ç  6. �ãáâì V = {f(x) ∈ R[x]|degf(x) ≤ 2}. �¯à¥¤¥«¨¬ g ∈ V ∗ à ¢¥­-

áâ¢®¬ g(f(x)) =
∫ 1
0 f(x)dx. �ë¡à ¢ ª ª®©-«¨¡® ¡ §¨á BV ¢ ¯à®áâà ­áâ¢¥ V , ­ ©â¨

à §«®¦¥­¨¥ ª®¢¥ªâ®à  g ¯® ¡ §¨áã, ¤¢®©áâ¢¥­­®¬ã ª BV .
� ¤ ç  7. �ãáâì V = {g(x) ∈ R[x]|deg g(x) ≤ n}.
1) �â®¡à ¦¥­¨¥ at : V → R ®¯à¥¤¥«¥­® ä®à¬ã«®©: at(g) = g(t), £¤¥ t ∈ R.

�®ª § âì, çâ® ®â®¡à ¦¥­¨ï at, t = 1, n+ 1 ®¡à §ãîâ ¡ §¨á ¢ V ∗.
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2) �â®¡à ¦¥­¨¥ bi : V → R ®¯à¥¤¥«¥­® ä®à¬ã«®©: bi(g) = g(i)(0), £¤¥ i ∈ N
¨ g(i)(0) { i - ï ¯à®¨§¢®¤­ ï äã­ªæ¨¨ g(x) ¢ â®çª¥ 0. �®ª § âì, çâ® ®â®¡à ¦¥­¨ï
bi, i = 0, n ®¡à §ãîâ ¡ §¨á ¢ V ∗.

3) � ©â¨ ¡ §¨áë ¢ V ¤¢®©áâ¢¥­­ë¥ ª ¡ §¨á ¬, ãª § ­­ë¬ ¢ ¯ã­ªâ å 1 ¨ 2
¤ ­­®© § ¤ ç¨.

� ¤ ç  8. �®ª § âì, çâ® ¢¥ªâ®àë −→e1 ,−→e2 , ...,−→ek ¢ ¯à®áâà ­áâ¢¥ V «¨­¥©­® ­¥§ -
¢¨á¨¬ë â®£¤  ¨ â®«ìª® â®£¤ , ª®£¤  áãé¥áâ¢ãîâ ª®¢¥ªâ®àë f 1, f2, ..., fk â ª¨¥, çâ®
det||f j(−→ei || 6= 0.

� ¤ ç  9. �ãáâì tr äã­ªæ¨ï á«¥¤  ­  ¯à®áâà ­áâ¢¥ V = Mn(R) ¢á¥å ª¢ ¤à â-
­ëå ¬ âà¨æ ¯®àï¤ª  n ­ ¤ ¯®«¥¬ R, â.¥. tr : X → trX,X ∈ V. ¤®ª § âì, çâ® «î¡ ï
«¨­¥©­ ï äã­ªæ¨ï ­  V ¨¬¥¥â ¢¨¤: f(X) = tr(AX) ¤«ï ­¥ª®â®à®© ¬ âà¨æë A.

� ¤ ç  10. �ãáâì f, g ∈ V ∗ ¨ f
⊗
g = g

⊗
f. �®ª § âì, çâ® f = λg ¤«ï ­¥ª®â®-

à®£® λ ∈ P.
� ¤ ç  11. �ãáâì BV = {−→e1 ,−→e2 , ...,−→en} ¨ BV ∗ = {f1, f2, ..., fn} { ¤¢®©áâ¢¥­­ë¥

¡ §¨áë. �¯à¥¤¥«¨¬ ®â®¡à ¦¥­¨¥ F : V → V ∗ à ¢¥­áâ¢ ¬¨: F (−→ei ) = fi, i = 1, n.
�®ª § âì, çâ® F ï¢«ï¥âáï ­¥ª ­®­¨ç¥áª¨¬ ¨§®¬®àä¨§¬®¬.

� ¤ ç  11. �¥è¥­¨¥. � ª®© ¨§®¬®àä¨§¬ ®¯à¥¤¥«¥­ ¥¤¨­áâ¢¥­­ë¬ ®¡à §®¬, á¬.
§ ¬¥ç ­¨¥ 3. �®£¤  ¤«ï «î¡®£® ¢¥ªâ®à  −→x =

∑n
i=1 xi

−→ei ¨¬¥¥¬ à ¢¥­áâ¢®: F (−→x ) =∑n
i=1 xiF (−→ei ) =

∑n
i=1 xifi, â.¥. «î¡®¬ã ¢¥ªâ®àã áâ ¢¨âáï ¢ á®®â¢¥âáâ¢¨¥ ª®¢¥ªâ®à á

â¥¬¨ ¦¥ ª®®à¤¨­ â ¬¨ ®â­®á¨â¥«ì­® ¤¢®©áâ¢¥­­®£® ¡ §¨á .
� ¤ ç  11. �ãáâì F { «¨­¥©­ë© ®¯¥à â®à ¢ ¯à®áâà ­áâ¢¥ V. �¯à¥¤¥«¨¬ ®¯¥-

à â®à F ∗ : V ∗ → V ∗ : g → F ∗(g) á«¥¤ãîé¨¬ à ¢¥­áâ¢®¬: F ∗(g)(−→x ) = g(F (−→x )).
�ãáâì A = ||aij|| { ¬ âà¨æ  ®¯¥à â®à  F ®â­®á¨â¥«ì­® ¡ §¨á  BV . � ©â¨ ¬ âà¨æã
®¯¥à â®à  F ∗ ¢ ¡ §¨á¥, ¤¢®©áâ¢¥­­®¬ ª BV .

� ¤ ç  12. �ãáâì F { «¨­¥©­®¥ ®â®¡à ¦¥­¨¥ ¯à®áâà ­áâ¢  V ¢ W. �¯à¥¤¥«¨¬
®â®¡à ¦¥­¨¥ F ∗ : W ∗ → V ∗ ä®à¬ã«®© F ∗(g)(−→x ) = g(F (−→x )),∀−→x ∈ V, ∀g ∈ W ∗.

�­ ï, çâ® A =

∣∣∣∣∣ 1 2 −1
1 0 1

∣∣∣∣∣ { ¬ âà¨æ  «¨­¥©­®£® ®â®¡à ¦¥­¨ï F ®â­®á¨â¥«ì­®

¡ §¨á®¢ BV ¨ BW , ­ ©â¨: a) ®¡à § ª®¢¥ªâ®à  f = (1,−1); b) ¬ âà¨æã ®â®¡à ¦¥­¨ï

F ∗ ®â­®á¨â¥«ì­® ¡ §¨á®¢ BV ′ ¨ BW ′ , ¥á«¨ C1 =

∣∣∣∣∣∣∣
1 0 0
1 −1 0
0 0 2

∣∣∣∣∣∣∣ , C2 =

∣∣∣∣∣ 1 −1
1 0

∣∣∣∣∣ {
¬ âà¨æë ¯¥à¥å®¤  ª "­®¢ë¬" ¡ §¨á ¬.

� ¤ ç  13.�ãáâìBV = {−→e1 ,−→e2 ,−→e3} { ¡ §¨á ¢ ¯à®áâà ­áâ¢¥ V ¨BV ∗ = {f 1, f2, f3}
- ¤¢®©áâ¢¥­­ë© ª ­¥¬ã ¡ §¨á. �­ ï, çâ® −→x = −→e1 − −→e2 + 3−→e3 , −→y = −−→e1 + −→e2 , p =
f 1 − f 2 + 3f 3, q = f 1 + 2f 2, ­ ©â¨: 1) p⊗ q(−→x ,−→y ); 2) −→y ⊗−→x (p, q).

� ¤ ç  14. � ©â¨ ª®¬¯®­¥­âë â¥­§®à  t = (−→e1 −−→e2 )
⊗

(−→e1 +−→e2 ) ®â­®á¨â¥«ì­®
¡ §¨á  BV = {−→e1 ,−→e2}.

� ¤ ç  15. �ãáâì a = (1, 2, 3), b = (−2, 1, 0) ®â­®á¨â¥«ì­® ¡ §¨á  BV . �­ ï,
çâ® f, g ∈ V ∗ ¨ f = (5, 0, 1), g = (1, 1,−2) ®â­®á¨â¥«ì­® ¤¢®©áâ¢¥­­®£® ¡ §¨á  ª
BV , ­ ©â¨: a) a

⊗
b, b)a

⊗
f, c)a

⊗
f + b

⊗
g, d)a

⊗
b− b

⊗
a.

� ¤ ç  16. �ãáâì V { âà¥å¬¥à­®¥ ¥¢ª«¨¤®¢® ¯à®áâà ­áâ¢®. �®ª § âì, çâ®
®â®¡à ¦¥­¨¥ t : V × V × V ∗ → R : t(−→x ,−→y , a) → a([−→x ,−→y ]) ï¢«ï¥âáï â¥­§®à®¬,
§¤¥áì [−→x ,−→y ] { ¢¥ªâ®à­®¥ ¯à®¨§¢¥¤¥­¨¥ ¢¥ªâ®à®¢ −→x ,−→y . � ©â¨ ª®®à¤¨­ âë â¥­-
§®à  t ®â­®á¨â¥«ì­® ¡ §¨á  BV = {−→e1 ,−→e2 ,−→e3}, ¢ ª®â®à®¬ [−→e1 ,−→e2 ] = −→e3 , [−→e2 ,−→e3 ] =
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−→e1 , [−→e3 ,−→e1 ] = −→e2 . � ¯¨á âì à §«®¦¥­¨¥ â¥­§®à  ¯® ¡ §¨áã.

� ¤ ç  17. �®ª § âì, çâ® t : (−→x1,−→x2, y
1, y2) =

∣∣∣∣∣ y1(−→x1) y2(−→x1)
y1(−→x2) y2(−→x2)

∣∣∣∣∣ { â¥­§®à. � ©â¨
¥£® ª®®à¤¨­ âë ¢ ª ª®¬-«¨¡® ¡ §¨á¥ ¨ ­ ¯¨á âì ¥£® à §«®¦¥­¨¥ ¯® ¡ §¨áã.

� ¤ ç  18. �ãáâì BV = {−→e1 ,−→e2 ,−→e3 ,−→e4} { ¡ §¨á ¢ ¯à®áâà ­áâ¢¥ V ¨ BV ∗ =
{f 1, f2, f3, f4} - ¤¢®©áâ¢¥­­ë© ª ­¥¬ã ¡ §¨á ¨ t = f 1 ⊗−→e2 + f 2 ⊗−→e3 + f 3 ⊗−→e4 .
� ©â¨:

1) ¢á¥ y ∈ V ∗ â ª¨¥, çâ® t(−→x , y) = 0 ¯à¨ ¢á¥å −→x ∈ V ;
2) ¢á¥ −→x ∈ V â ª¨¥, çâ® t(−→x , y) = 0 ¯à¨ ¢á¥å y ∈ V ∗.
� ¤ ç  19. � ©â¨ §­ ç¥­¨¥ t(−→x ,−→x ,−→x , y, y), ¥á«¨ ¢á¥ ª®®à¤¨­ âë â¥­§®à  t

à ¢­ë 3 ¨ −→x = −→e1 + 2−→e2 + 3−→e3 + 4−→e4 , y = f 1 − f 2, £¤¥ f i { ª®¢¥ªâ®àë ¡ §¨á ,
¤¢®©áâ¢¥­­®£® ª ¡ §¨áã −→ei .

� ¤ ç  20. �§¬¥­ïâáï «¨ ª®¬¯®­¥­âë â¥­§®à  δi
j ¯à¨ ¯¥à¥å®¤¥ ª ¤àã£®¬ã ¡ -

§¨áã?
� ¤ ç  21. �ãáâì xi ¨ yj ª®®à¤¨­ âë ¢¥ªâ®à®¢, á®®â¢¥âáâ¢¥­­®, −→x ¨ −→y . �¢«ï-

îâáï «¨ ­ ¡®àë ç¨á¥« tij = xi + yj ª®¬¯®­¥­â ¬¨ ­¥ª®â®à®£® â¥­§®à ?
� ¤ ç  22. �ãáâì tkij { ª®¬¯®­¥­âë â¥­§®à  T 1

2 (V ) ¨ dim V = 2. � ¯¨á âì
§ ª®­ ¯à¥®¡à §®¢ ­¨ï ª®¬¯®­¥­âë t112.

� ¤ ç  23. �®ª § âì, çâ® â¥­§®à tij { à §«®¦¨¬ â®£¤  ¨ â®«ìª® â®£¤ , ª®£¤ 
rang ||tij|| = 1.

� ¤ ç  24. � ª¨¥ ¨§ á«¥¤ãîé¨å â¥­§®à®¢, § ¤ ­­ëå á¢®¨¬¨ ª®®à¤¨­ â ¬¨,
à §«®¦¨¬ë: a) tij = ij; b) tij = δ1ij; c) tij = i+ j?

� ¤ ç  25. �ãáâì tijk { ª®¬¯®­¥­âë â¥­§®à  ¢ BV . � ©â¨ ti
′

j′k′ , ¥á«¨: a) C =∣∣∣∣∣ 1 −1
−1 2

∣∣∣∣∣ { ¬ âà¨æ  ¯¥à¥å®¤  ®â BV ª B′
V ¨ tij1 =

∣∣∣∣∣ 0 0
1 0

∣∣∣∣∣ , tij2 =

∣∣∣∣∣ 0 0
−1 1

∣∣∣∣∣ ;
b) C =

∣∣∣∣∣∣∣
1 0 0
−1 −1 0
0 0 1

∣∣∣∣∣∣∣ { ¬ âà¨æ  ¯¥à¥å®¤  ®â BV ª B′
V ¨ tij1 =

∣∣∣∣∣∣∣
0 1 −1
1 0 2
0 0 0

∣∣∣∣∣∣∣ , tij2 =

∣∣∣∣∣∣∣
0 0 0
−1 1 1‘
1 1 0

∣∣∣∣∣∣∣ .
�â¢¥âë ¨ à¥è¥­¨ï.
� ¤ ç  2. �ª § ­¨¥. � ©â¨ à §¬¥à­®áâì ï¤à  «¨­¥©­®© äã­ªæ¨¨.
� ¤ ç  3. �¤¨­áâ¢¥­­ë¬ ª®¢¥ªâ®à®¬ ï¢«ï¥âáï äã­ªæ¨ï F 3. �¡®§­ ç¨¬ ç¥à¥§

f 1, f2, f3 ª®¢¥ªâ®àë ¡ §¨á , ¤¢®©áâ¢¥­­®£® ª BV . �ãáâì F 3 = a1f
1 + a2f

2 + a3f
3.

�«ï â®£®, çâ®¡ë ­ ©â¨ ª®íää¨æ¨¥­âë à §«®¦¥­¨ï ai ¯®¤áâ ¢¨¬ ¢ à ¢¥­áâ¢® F 3 =∑3
1 aif

i ¢ ª ç¥áâ¢¥  à£ã¬¥­â  ¢¥ªâ®à −→ej , j = 1, 2, 3. �¬¥¥¬: F 3(−→ej ) =
∑3

1 aif
i(−→ej ).

�¥¯¥àì, ãç¨âë¢ ï ®¯à¥¤¥«¥­¨¥ ¤¢®©áâ¢¥­­®£® ¡ §¨á , ¯®«ãç¨¬ F 3(−→ej ) =
∑3

1 aiδ
i
j =

aj. � ª¨¬ ®¡à §®¬, a1 = F 3(−→e1 ) = 1, a2 = F 3(−→e2 ) = 4, a3 = F 3(−→e3 ) = −1.
� ¤ ç  4. 1-ë© á¯®á®¡ à¥è¥­¨ï. �ãáâì BV ∗ = {f 1, f2} ¨ B′

V ∗ = {f 1′ , f2′} {
¡ §¨áë ¤¢®©áâ¢¥­­ë¥, á®®â¢¥âáâ¢¥­­®, ª BV ¨ B′

V . �ëç¨á«¨¬ ª®íää¨æ¨¥­âë dij ¢
à §«®¦¥­¨¨ ª®¢¥ªâ®à®¢

f 1′ = d11f
1 + d21f

2, (21)

f 2′ = d12f
1 + d22f

2. (22)

13



�«ï íâ®£® ¯®¤áâ ¢¨¬ ¢¥ªâ®à −→e1′ ¢ ª ç¥áâ¢¥  à£ã¬¥­â  ¢ ®¡¥ ç áâ¨ à ¢¥­áâ¢  (21).
�®£¤ , ãç¨âë¢ ï ®¯à¥¤¥«¥­¨¥ ¤¢®©áâ¢¥­­®£® ¡ §¨á , ¯à¨å®¤¨¬ ª à ¢¥­áâ¢ã: 1 =
d11+d212. �­ «®£¨ç­®, ¯®¤áâ ¢«ïï ¢ (21) ¢¥ªâ®à −→e2′ , ¡ã¤¥¬ ¨¬¥âì: 0 = d11(−1)+d21.
�¥è ï ¯®«ãç¥­­ãî á¨áâ¥¬ã ®â­®á¨â¥«ì­® ª®íää¨æ¨¥­â®¢ d11, d21, ­ å®¤¨¬ d11 =
1/3, d21 = 1/3. �­ «®£¨ç­® ¨§ à ¢¥­áâ¢  (22) ­ å®¤¨¬ ª®íää¨æ¨¥­âë d12, d22.

2-®© á¯®á®¡ à¥è¥­¨ï. �à¨¬¥­ïï â¥®à¥¬ã 2, ­ å®¤¨¬ ¬ âà¨æã ¯¥à¥å®¤  D ¤«ï
¤¢®©áâ¢¥­­ëå ¡ §¨á®¢ ¯® ä®à¬ã«¥ D = (C−1)t, £¤¥ ||C|| { ¬ âà¨æ  ¯¥à¥å®¤  ®â BV

ª B′
V .
� ¤ ç  5. �ª § ­¨¥. � ©â¨ ª®®à¤¨­ âë ª®¢¥ªâ®à  f 1−f 2 ¢ ¡ §¨á¥ ¤¢®©áâ¢¥­-

­®¬ ª ¡ §¨áã B′
V .

� ¤ ç  7. 3). � §¨á {gt(x) =
∏n+1

k=1, k 6=t (x− k)/
∏n+1

k=1, k 6=t (t− k)} { ¤¢®©áâ¢¥­­ë©
ª ¡ §¨áã {at}, ¡ §¨á {gi(x) = xi

i!
} { ¤¢®©áâ¢¥­­ë© ª ¡ §¨áã {gi}.

� ¤ ç  9. �ª § ­¨¥. � ©â¨ ¬ âà¨æã A, á®®â¢¥âáâ¢ãîéãî äã­ªæ¨¨ f : X =
||xi

j|| → xi
j.

� ¤ ç  10. �ª § ­¨¥. � áá¬®âà¥âì ï¤à  íâ¨å äã­ªæ¨©.
� ¤ ç  11. �¥è¥­¨¥. �® ãá«®¢¨î ¨¬¥¥¬ à ¢¥­áâ¢ : F (−→ei ) = aj

i
−→ej , £¤¥ i, j = 1, n.

�ãáâì BV ∗ = {f t} { ¤¢®©áâ¢¥­­ë© ª BV ¡ §¨á ¨ F ∗(f t) = btsf
s. �®£¤  ¯® ®¯à¥¤¥«¥-

­¨î F ∗ ¨¬¥¥¬ à ¢¥­áâ¢  F ∗(f t)(−→ei ) = f t(F (−→ei )) = f t(aj
i
−→ej ) = aj

if
t(−→ej ) = aj

iδ
t
j = at

i.
� â® ¦¥ ¢à¥¬ï F ∗(f t)(−→ei ) = btsf

s(−→ei ) = btsδ
s
i = bti. � ¦­® ®â¬¥â¨âì, çâ® B ­¥ ï¢«ï-

¥âáï ¬ âà¨æ¥© ®¯¥à â®à  F ∗ ¢ ¡ §¨á¥ BV ∗ , â.ª. ®¡à §ë ¡ §¨á­ëå ¢¥ªâ®à®¢ F ∗(f i)
ï¢«ïîâáï áâà®ª ¬¨ ¬ âà¨æë B,   ­¥ áâ®«¡æ ¬¨. �®íâ®¬ã ¬ âà¨æ¥© ®¯¥à â®à  F ∗

ï¢«ï¥âáï ¬ âà¨æ  At.
� ¤ ç  14. �ª § ­¨¥. �®á¯®«ì§®¢ âìáï «¨­¥©­®áâìî â¥­§®à­®£® ¯à®¨§¢¥¤¥­¨ï

¨«¨ ­ ©â¨ §­ ç¥­¨ï â¥­§®à  ­  ­ ¡®à å ¡ §¨á­ëå ª®¢¥ªâ®à®¢.
� ¤ ç  17. �ª § ­¨¥. � ©â¨ t(−→ei1 ,

−→ei2 , f
j1 , f j1). �â¢¥â: t = f 1 ⊗ f 2 ⊗

−→
e1 ⊗

−→
e2 +

f 2 ⊗ f 1 ⊗
−→
e2 ⊗

−→
e1 − f 1 ⊗ f 2 ⊗

−→
e2 ⊗

−→
e1 − f 2 ⊗ f 1 ⊗

−→
e1 ⊗

−→
e2 .

� ¤ ç  20. �¥â.
� ¤ ç  21. �ª § ­¨¥. � ¯à¨¬¥à, à áá¬®âà¥âì á«ãç ©, ª®£¤  dim V = 2 ¨

−→x =
−→
0 .

� ¤ ç  23. �ãáâì rang||tij|| = 1. �®£¤ 
∣∣∣∣∣ tim tip
tjm tjp

∣∣∣∣∣ = 0 ∀i, j,m, n = 1, n. �ãáâì

t11 6= 0. �«¥¤®¢ â¥«ì­®, tjp = tj1t1p

t11
¯à¨ ¢á¥å i, p = 1, n. � áá¬®âà¨¬ ¤¢  ª®¢¥ªâ®à 

a = tj1f
j ¨ b = t1p

t11
fp. �®£¤  t = a⊗ b.

�¨â¥à âãà 
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