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§ 1. Основные понятия 

Пусть задана некоторая бесконечная последовательность чисел
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Числовым рядом (или просто рядом) называется выражение вида
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при этом числа 
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 называются членами ряда,  
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 - общим членом ряда.

Сумма первых n членов ряда называется n-й частичной суммой ряда и обозначается через 
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Рассмотрим частичные суммы
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Если существует конечный предел  
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  последовательности 
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   частичных сумм ряда (1), то говорят, что ряд сходится, а число S называют суммой ряда. Записывают  
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, то ряд (1) называется расходящимся. Расходящийся ряд не имеет суммы, в том смысле как мы её определили. Однако в случае, когда  
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называется остатком ряда (1) после n-го члена. Он получается из ряда (1), отбрасыванием первых  n  его членов.


Рассмотрим  ряд 
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, составленный из членов геометрической прогрессии: 
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   со знаменателем q  и первым членом a≠0. Данный ряд называют рядом бесконечной геометрической прогрессии или геометрическим рядом. Геометрический ряд  расходится при  
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Геометрический ряд часто используется при исследовании рядов на сходимость.

§ 2. Примеры на нахождение суммы ряда

Доказать сходимость или расходимость ряда, пользуясь непосредственно определением сходимости. Найти сумму ряда, если он сходится.
1. 1+2+3+…+ n+… .

∆.  Так  как члены ряда представляют собой арифметическую прогрессию с первым членом a=1 и разностью d=1, то по формуле для суммы первых n членов арифметической прогрессии получим:
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Отсюда  
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. Следовательно, ряд расходится и суммы не  имеет.
2. 
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∆.  Представим  общий член ряда   un в виде суммы простейших дробей:
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Умножая обе части этого выражения на общий знаменатель 
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, придем к тождеству  
[image: image33.wmf](

)

(

)

2

3

1

3

1

-

+

+

=

n

B

n

A

.
Приравнивая  коэффициенты  при  одинаковых степенях  n, получаем  A+B=0, A-2B=1, отсюда  
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По определению 
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. Следовательно, рассматриваемый ряд сходится и можно написать:
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3.  
[image: image44.wmf](

)

å

¥

=

+

+

-

+

1

1

2

2

n

n

n

n

.
∆. Запишем общий член ряда в виде: 
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Отсюда 
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Значит, данный ряд сходится и его сумма  
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4. 
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∆. Так как члены ряда убывают  
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то частичная сумма  ряда  
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растёт до бесконечности вместе с  
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∆. Отметим, что первый член ряда выходит из общего закона задания членов ряда.
Составим последовательность частных сумм ряда:
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Методом математической индукции легко доказать, что 
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 , а поэтому данный ряд сходится и имеет сумму  
[image: image66.wmf]3

1

ln

=

S

.
 Итак,  
[image: image67.wmf](

)

(

)

(

)

...

1

3

1

2

3

ln

...

10

2

7

3

ln

7

1

4

2

ln

4

1

ln

3

1

ln

+

+

-

-

+

+

×

×

+

×

×

+

=

n

n

n

n

 .
6. Показать, что ряд  
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  сходится и найти сумму ряда. 

∆. Перепишем ряд в виде:  
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Данный ряд – ряд геометрической прогрессии с первым членом 
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7. Найти сумму ряда  
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∆. Это ряд геометрической прогрессии   с 
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Таким образом, 
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§ 3. Некоторые теоремы для числовых рядов

Теорема 1. Если отбросить или добавить, или изменить конечное число членов ряда (1), то полученный ряд и ряд (1) сходятся или расходятся одновременно.


В частности, если сходится ряд (1), то сходится любой из его остатков (2); обратно, из сходимости остатка (2) следует сходимость исходного ряда (1).
Теорема 2. Если ряд (1) сходится, то сумма rn  его остатка (2),
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стремится к нулю при  
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Теорема 3. Если ряд (1) сходится и его сумма равна S, то ряд 
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                                         (3)
где  c=const, сходится и его сумма  равна  cS.
Если же ряд (1) расходится и 
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Теорема 4. Если сходятся ряды
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 EMBED Equation.3  [image: image90.wmf]и 
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и их суммы соответственно равны  
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Говорят, что сходящиеся ряды можно почленно складывать и вычитать.

Из теоремы 4 вытекает, что сумма (разность), сходящегося и расходящегося рядов есть расходящийся ряд.
Замечание. Сумма (разность) двух расходящихся рядов может быть как сходящимся, так и расходящимся рядом. Например, ряды
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   расходятся. Однако, складывая данные ряды почленно, получим сходящийся ряд: 
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 , в то время как, вычитая эти ряды почленно, получим расходящийся ряд: 
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Необходимый признак сходимости ряда. Если ряд  
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Следствие (достаточное условие расходимости ряда). Если 
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Классическим примером в этом отношении является ряд:
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Очевидно, что 
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   возрастает и ограничена сверху. Отсюда следует, что 
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Поскольку 
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В качестве второго примера рассмотрим ряд 
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Здесь 
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, но тем не менее, как было показано выше (см. пример 4, § 1), ряд расходится.
§ 4. Исследование сходимости ряда с помощью необходимого признака сходимости
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Исследовать сходимость ряда.
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∆. Данный ряд расходится, так как
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, т.е. выполнено достаточное условие расходимости ряда.
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∆. Найдем предел общего члена ряда. Так как при 
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Отсюда следует, что 
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   и ряд расходится.
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∆. Имеем 
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, значит, ряд расходится.

4. 
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∆. Ряд расходится, так как  
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∆. Данный ряд расходится, поскольку
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6. 
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∆. Отбросим 4 первых члена ряда, тогда получим новый ряд: 
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, который сходится как геометрический ряд со знаменателем 
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. Следовательно, сходится и рассматриваемый ряд. (Сумма сходящегося ряда при таких преобразованиях, вообще говоря, изменится).
§ 5. Положительные ряды. Признаки сходимости
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Первая теорема сравнения. Пусть даны два положительных ряда
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Если члены ряда (1) не превосходят соответствующих членов ряда (2), т.е. 
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Ряд (2) называют мажорантным для ряда (1).

В качестве мажорантного ряда часто берут ряд  
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Вторая теорема сравнения. (Предельный признак сравнения). Пусть для рядов (1) и (2) существует конечный или бесконечный предел
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Тогда: 1) при 
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  2) при 
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  3) при 
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Пусть, в частности, 
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Из предельного признака сравнения рядов следует

Частный признак сравнения. Если при  
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При этом часто используют эквивалентность бесконечно малых последовательностей (при 
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Признак Даламбера. Пусть для положительного ряда  (1) существует предел 
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Радикальный признак Коши. 
Если существует 
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. В этом случае исследование ряда на сходимость  проводится каким-либо иным способом.

Интегральный признак Коши. Пусть члены положительного ряда
(1) могут быть представлены как значения в целых точках  
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2) если   
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§ 6. Решение типовых примеров с использованием признаков сходимости
Исследовать на сходимость ряд.
1. 
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∆. Члены данного ряда, очевидно, больше соответствующих членов ряда 
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  расходится, как гармонический ряд, значит, по первой теореме сравнения расходится и исходный ряд.
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 ∆. Сравним данный ряд с рядом   
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Поскольку ряд  
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[image: image214.wmf]1

2

>

=

p

, то по второй теореме сравнения сходится и данный ряд.
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∆. Рассмотрим вспомогательный ряд 
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, то по второй теореме сравнения расходится и исходный ряд.
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∆. Числитель и знаменатель дроби 
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∆. Имеем: 
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∆. Учитывая, что числитель и знаменатель дроби неограниченно растут при 
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∆. Имеем 
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∆. Воспользуемся признаком Даламбера. Признак Даламбера целесообразно применять, когда общий член ряда содержит выражение вида: 
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Поскольку  
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 то по признаку Даламбера исходный ряд расходится.
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∆. Ряд сходится по признаку Даламбера, ибо
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∆: Здесь  
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Следовательно, данный  ряд расходится по признаку Даламбера.

14. 
[image: image265.wmf](

)

å

¥

=

1

2

.

2

!

2

n

n

n

 
∆. Поскольку   
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 то ряд сходится по признаку Даламбера.
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∆. Имеем  
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 и ряд расходится по признаку Даламбера.
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∆. Здесь 
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Таким образом, признак Даламбера не дает ответа на вопрос о сходимости ряда. Между тем 
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  и ряд расходится.
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∆. Общий член ряда представляет собой степенно-показательную функцию, поэтому для исследования ряда на сходимость удобно применять радикальный признак Коши.
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∆. Учитывая, что 
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. Следовательно, данный ряд расходится по признаку Коши.
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∆. Так как  
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2) 
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Значит, 
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 и исходный ряд сходится по признаку Коши.
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∆. Вычислим 
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По признаку Коши ряд расходится.
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∆. Имеем   
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Признак Коши о сходимости ряда ответа не дает: для него это сомнительный случай. Воспользуемся необходимым признаком сходимости ряда. Так как 
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∆. Воспользуемся интегральным признаком Коши. 
Функция 
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  расходится, то расходится и данный ряд.
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∆. Поскольку 
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   расходится по интегральному признаку Коши (см. пример 22), значит, по первой теореме сравнения расходится и исходный ряд.
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∆. Ряд сходится по интегральному признаку Коши, так как сходится интеграл
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§ 7. Примеры для самостоятельного решения

Доказать сходимость или расходимость ряда, пользуясь непосредственно определением сходимости; найти сумму ряда, если ряд сходится.
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Исследовать сходимость ряда, используя признаки сходимости. 
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§ 8. Произвольные ряды

Рассмотрим числовой ряд, члены которого могут быть как положительными, так и отрицательными,
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и ряд, составленный из абсолютных величин его членов
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1. Если ряд (5) сходится, то ряд (4) тоже сходится, и он называется абсолютно сходящимся.

2. Если ряд (4) сходится, а ряд (5) расходится, то говорят, что ряд (4) сходится условно.

3. Для исследования рядов на абсолютную сходимость пользуются признаками сходимости положительных рядов.
4. Признак Лейбница.  Рассмотрим знакочередующийся ряд 
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Ряд (6) сходится, если 
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Ряд вида (6), удовлетворяющий указанным условиям, называется рядом лейбницевского типа или лейбницевским рядом, а остаток ряда имеет знак своего первого члена и меньше его по абсолютной величине: 
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5. Предположим, что ряд (4) представим в виде
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где 
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 - две числовые последовательности.

Ряды такого типа можно исследовать на сходимость, если последовательности удовлетворяют некоторым условиям.

Признак Абеля. Если:
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Признак Дирихле. Если:
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2) числа 
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 образуют монотонную последовательность, стремящуюся к нулю, то ряд (7) сходится.
§ 9. Решение типовых примеров на исследование сходимости знакопеременных рядов

Исследовать сходимость знакопеременных рядов.
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∆. Исследуем ряд на абсолютную сходимость. Ряд из абсолютных величин  
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∆. Ряд расходится, т.к. 
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∆. Ряд, составленный из абсолютных величин 
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3) члены ряда убывают по абсолютной величине  
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Следовательно, исходный ряд сходится условно. 
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∆. Ряд из абсолютных величин 
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Значит, данный ряд сходится абсолютно.
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∆. Ряд сходится абсолютно, так как сходится обобщенный гармонический ряд  
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∆. По признаку Лейбница данный ряд сходится, так как
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Но ряд из абсолютных величин 
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∆. Представим общий член ряда в виде
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Поскольку ряд 
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∆.Так как  
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∆. Если 
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Для исследования характера сходимости ряда воспользуемся вначале признаком сравнения.
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Ряд 
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 сходится по признаку Дирихле, как и исходный ряд, а ряд  
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 Поэтому исходный ряд для   
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Итак, исходный ряд сходится абсолютно при 
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В примерах 10 и 11 найти сумму ряда.
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то ряд  
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  представляет собой сумму членов ряда геометрической прогрессии с 
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∆. Очевидно,  
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представляют собой сумму членов бесконечно убывающих геометрических прогрессий  с 
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По теореме 4 (см. §2) сумма исходного  ряда 
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§ 10. Примеры для самостоятельного решения


Исследовать на абсолютную и условную  сходимость.
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