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Численное дифференцирование
К численному дифференцированию приходится обращаться, когда вычисляют производные от функций заданных таблично или непосредственное дифференцирование затруднено. Последнее, например, возникает при сложном аналитическом виде функции. Тогда её интерполируем, а за производную принимаем производную интерполирующей функции. Так представляя
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  может  быть  достаточно большим.

§ 1. Формула численного дифференцирования с применением интерполяционного многочлена.

Поскольку таблично заданная функция приближается, в частности, интерполяционным многочленом, то естественно ее производную находить через производную этого многочлена.

1. Неравноотстоящие узлы. Здесь, например, можно брать либо многочлен Ньютона или Лагранжа. Пусть интерполирующая функция многочлен Ньютона для неравноотстоящих узлов:
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где 
[image: image14.wmf])

(

k

x

f

- значение таблично заданной функции в узлах 
[image: image15.wmf]k

x

, 
[image: image16.wmf]n

k

,

0

=

. Введем обозначения: 
[image: image17.wmf]j

j

x

x

a

=

-

. Тогда формулу (1) можно переписать в удобном виде:
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Здесь 
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Полагаем, что приближённо 
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где 
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 - ой производной при неравноотстоящих узлах имеем:
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Тогда полагаем приближённо 
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 - ой производной будет
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Если предположить нужное количество непрерывных производных у  f , то погрешность вычисленная для 
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 - ой производной /остаток/ 
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где 
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Пример 1. Найти приближённо 
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Возьмём многочлен Ньютона интерполирования вперёд:
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Тогда производная 
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2. Производная для равноотстоящих узлов. Пусть h – шаг таблицы. Возьмем формулу Ньютона для равных промежутков:
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где 
[image: image68.wmf]0

f

 - значение 
[image: image69.wmf])

(

0

x

f

, а 
[image: image70.wmf]1

2

1

f

, 
[image: image71.wmf]2

1

f

, 
[image: image72.wmf]K

 конечные разности и число 
[image: image73.wmf]h

x

t

)

x

-

(

0

=

. Тогда имеем

[image: image74.wmf])

!

3

2

6t

-

3

2!

1

-

2

(

)

(

3

2

2

1

1

1

-

2

3

2

1

K

+

+

+

+

=

¢

f

t

f

t

f

h

x

N

n

, (12)

[image: image75.wmf])

!

4

2

2

36t

-

12

3!

6

-

6

(

)

(

4

2

2

3

2

1

2

-

2

3

K

+

+

+

+

=

¢

¢

f

t

f

t

f

h

x

N

n

.
Остаточный член для каждой из этих формул (12) можно вычислить или оценить по равенствам (7), (8). Отметим, что в узлах значения производных выглядят более просто. Например, для 
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Для вычисления значения производной 
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 в начале таблицы целесообразно применять формулу Ньютона интерполирования вперёд, а для конца таблицы интерполирования назад. При аргументе 
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 в центре таблицы или вблизи него можно использовать многочлены с центральными разностями. Такое объясняется тем, что сами многочлены в этих случаях лучше аппроксимируют функцию 
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Как практически оценивать погрешность, возникающую при численном дифференцировании. Для этого имеется следующая рекомендация. Общая погрешность вычисления производной может рассматриваться как сумма погрешности усечения / то есть отбрасывания остаточного члена интерполяционной формулы / и погрешности округления. Если 
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 задана таблично, то для оценки погрешности усечения нельзя воспользоваться аналитическими представлениями (7), (8) остаточных членов, так как надо уметь оценить высшие производные функции 
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Предположим, что рассматриваемая 
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 не имеет быстро колеблющихся составляющих. Тогда малость величин разностей определённого порядка свидетельствует о достаточно хорошем приближении этой функции интерполяционным многочленом. Если разности некоторого порядка различаются меньше, чем на величину погрешности их округления, то эти разности считают практически постоянными величинами. Разности более высоких порядков в расчет не принимают и считают, что погрешность усечения не превосходит единицы младшего разряда значений 
[image: image86.wmf])

(

k

k

x

f

y

=

, делённой на 
[image: image87.wmf]h

. Если формулу численного дифференцирования обрывают раньше чем указано выше, то отброшенные члены служат для оценки погрешности усечения.

Для исследования погрешности округления можно использовать обычные правила округления. Отметим, что погрешность округления у формул численного дифференцирования обратно пропорциональна 
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Таким образом, с уменьшением шага 
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 численного дифференцирования, погрешность округления возрастает, погрешность же усечения как правило, убывает. Поэтому при вычислениях по формулам численного дифференцирования стараются выбрать оптимальный шаг расчёта.

Пример 2. Вычислить производную функцию Струве 0-го индекса 
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Решение. Согласно числам в таблице, абсолютная погрешность исходных значений функции 
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Таким образом, результат получился в пределах погрешности округления.

3.Безразностные формулы численного дифференцирования с применением интерполяционного многочлена. В некоторых случаях удобнее выражать формулы численного дифференцирования не через разности, а непосредственно через значения функции. Для получения таких формул удобно пользоваться, например, формулой Лагранжа. Проиллюстрируем это на ней при равноотстоящих узлах интерполяции. Как известно таблично заданную функцию для равномерной сетки узлов с шагом 
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Здесь первое слагаемое – многочлен Лагранжа для равноотстоящих узлов, а 2-ое остаток с использованием разделённой разности 
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Дифференцируя один раз, получим для 1-ой производной выражение:
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Для 2-ой производной будем иметь:
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где точка 
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Пример 3. Получим выражения для 1-ой и 2-ой производной при 
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Рассмотрим, в частности, таблицу ln x:


	x
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	350
	360

	y
	2,531
	2,544
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§2. Метод неопределённых коэффициентов

1. Этот метод относится к безразностным построением формул численного дифференцирования, то есть без конечных разностей. Для этого записываем искомую формулу в виде:
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Определитель системы (20) является определителем Вандермонда. Поэтому она имеет единственное решение 
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Для узла 
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Для узла 
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Из этих уравнений найдем 
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Отметим, что для равномерной сетки узлов с шагом 
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где 
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 - порядок погрешности аппроксимации, а 
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где 
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 - некоторое “среднее” число согласно представлению остатка в форме Лагранжа. Далее, подставим выражение (22) в (21) и приведём подобные члены. Тогда имеем
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Приравнивая коэффициенты при одинаковых степенях 
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 в левой и правой частях равенства (23), получим систему линейных алгебраических уравнений для 
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