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Введение    
Первое упоминание о комплексных числах – «мнимых величинах» – по-видимому, содержится в работах Дж. Кардано (1501 – 1576) и относится к 1545 году. Позже (в 1572 г.) о полезности «мнимых величин» высказался Р. Бомбелли (ок.1530 – 1572) при решении кубических уравнений в неприводимых случаях, когда действительные корни выражаются через комплексные числа. Таким образом, первоначально комплексные числа – «мнимые величины» – вводились в виде формальных решений квадратных и кубических уравнений. Эти решения имели вид 
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, где 
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 и 
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 – действительные числа, а что понимать под 
[image: image5.wmf]1
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, было неясно. Отношение к комплексным числам как придуманным для удобства рассуждений сохранялось еще долго. Даже основоположники математического анализа И. Ньютон (1643 – 1727) и Г. Лейбниц (1646 – 1716) не придавали комплексным числам серьезного значения. Впервые в 1799 г. геометрическую интерпретацию комплексных чисел дал норвежский математик К. Вессель (1745 – 1818). Он сопоставил комплексным числам векторы на плоскости, т.е. в аналитическом выражении – упорядоченные пары действительных чисел, что совпадает с современным определением комплексных чисел. Сложение и вычитание комплексных чисел соответствовали аналогичным операциям с векторами, а умножение комплексных чисел означало перемножение их величин (модулей) как положительных действительных чисел и сложение направлений (аргументов). Величину 
[image: image6.wmf]1
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 – «мнимую единицу» – обозначить буквой 
[image: image7.wmf]i

 предложил Л. Эйлер (1707 – 1783). Термин «комплексное число» впервые ввел Л.  Карно (1753 – 1823). Однако и то и другое в обиход было введено Г.Ф. Гауссом (1777 – 1855). Теперь «мнимая единица» 
[image: image8.wmf]i

 приобретала реальный смысл – она соответствовала вектору единичной длины, направленному в положительную сторону оси ординат; умножение на 
[image: image9.wmf]i

 означало поворот на угол 
[image: image10.wmf]2
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. К началу XIX в. новая числовая система в основном сложилась. В то же время были предприняты попытки нового обобщения числовых систем – попытки построить 
[image: image11.wmf]n

-мерный аналог (при 
[image: image12.wmf]2
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) поля 
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 комплексных чисел. В  1843 г.   У. Гамильтоном (1805 – 1865) была предложена такая система чисел путем введения трех различных «мнимых единиц» – алгебра кватернионов, содержащая поле 
[image: image14.wmf]C

, реализуемая в 4-мерном пространстве 
[image: image15.wmf]4
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 и обладающая всеми свойствами поля, кроме коммутативности умножения (т.е. являющаяся телом). В дальнейшем были введены числовые системы со многими «мнимыми единицами». Получающиеся при этом числа, включая кватернионы, называются гиперкомплексными. Исследования, проведенные К. Вейерштрассом (1815 – 1897),  Г. Фробениусом (1949 – 1917), Ч. Пирсом (1839 – 1914), показали, что любое обобщение действительных чисел неизбежно связано с нарушением каких-либо законов арифметических операций. А именно, все конечномерные действительные ассоциативные алгебры без делителей нуля исчерпываются полем действительных чисел 
[image: image16.wmf]R

, полем комплексных чисел 
[image: image17.wmf]C

 и телом кватернионов 
[image: image18.wmf]H

 (теорема Фробениуса, 1877). Отсутствие делителей нуля у конечномерной алгебры влечет за собой наличие в этой алгебре однозначного деления. Таким образом, единственным обобщением действительных чисел с сохранением основных законов арифметики являются комплексные числа. Кватернионы оказываются самыми близкими из гиперкомплексных чисел к действительным и комплексным числам. Следует отметить, что были найдены применения кватернионов в электродинамике и механике. В XIX в. теория функций комплексного переменного (ТФКП) получила существенное развитие благодаря, в первую очередь, работам О. Коши (1789 – 1857), Б. Римана (1826 – 1866), К. Вейерштрасса.  Исследования Коши опирались на разработанную им теорию интегрирования в комплексной области, начала которой восходят еще к Л. Эйлеру и П.С. Лапласу (1749 – 1827). В связи со специальными интегралами (эллиптические и другие неэлементарные функции) следует назвать работы Г.Ф. Гаусса, Н.Х. Абеля (1802 – 1829), К.Г. Якоби (1804 – 1851), А. Лежандра (1752 – 1833), В.А. Пюизё (1820 – 1883). Риман рассматривает функцию комплексного переменного как отображение области одной комплексной плоскости на область другой, обладающее определенными свойствами («конформное отображение»), и доказывает основную теорему данной теории (теорема Римана). Им было предложено геометрическое представление комплексных чисел точками сферы («сфера Римана»). В 1826 г. вышла работа Н.И. Лобачевского (1792 – 1856) по неевклидовой геометрии. Оказалось, что геометрия Лобачевского моделируется соотношениями дуг окружностей на сфере Римана. Новые обоснования методов Римана содержатся в работах А. Пуанкаре (1854 – 1912). В основу исследования функций комплексного переменного К. Вейерштрасс положил свойства степенных рядов и с их помощью распространял (продолжал) функции на более широкие области («аналитическое продолжение»). Методы ТФКП широко применяются в алгебре, дифференциальных уравнениях, теории чисел, теоретической физике, гидродинамике, газовой динамике, теории взрывов, теории упругости и т.д.

Глава 1. Комплексная плоскость
1.1.  Комплексные числа
Формальным источником комплексных чисел можно считать уравнение 
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Определение. Комплексным числом 
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для комплексных чисел понятие равенства и операции сложения и умножения определены следующим образом:
1) два комплексных числа 
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2) суммой двух комплексных чисел 
[image: image30.wmf])

,

(

=

1

1

1

y

x

z

 и 
[image: image31.wmf])

,

(

=

2

2

2

y

x

z

 называется комплексное число 
[image: image32.wmf])

,

(

2

1

2

1

y

y

x

x

+

+

 и обозначается 
[image: image33.wmf]2

1

z

z

+

;

3) произведением двух комплексных чисел 
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Отправляясь от определения, нетрудно проверить, что операции сложения и умножения комплексных чисел подчиняются известным пяти законам арифметики: коммутативность сложения и умножения, ассоциативность сложения и умножения, дистрибутивность умножения относительно сложения.
Множество комплексных чисел вида 
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 изоморфно относительно сложения и умножения множеству действительных чисел:
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поэтому комплексное число 
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 отождествляются: 
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Числа 0 = (0, 0) и 1 = (1, 0) в множестве комплексных чисел обладают теми же свойствами, что и в множестве действительных чисел:
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Возьмем комплексное число (0, 1) и вычислим его квадрат (что сводится к умножению его самого на себя):

[image: image44.wmf],

1

)

0

,

1

(

)

1

,

0

)(

1

,

0

(

-

=

-

=


т.е. комплексное число (0, 1) является корнем уравнения
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Число (0, 1) получило обозначение 
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Итак, 
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, откуда берет свое начало другое обозначение 
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; число 
[image: image50.wmf]i

 называется мнимой единицей.
Рассмотрим произведение 
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Тогда комплексное число 
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т.е. любое комплексное число 
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Выражение 
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 называется алгебраической формой комплексного числа 
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 – действительная часть комплексного числа 
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 – мнимая часть комплексного числа 
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Имея алгебраическую форму комплексного числа, с учетом определения и пяти арифметических законов, при сложении и умножении мы можем рассматривать комплексное число 
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 и действовать по обычным правилам алгебры. Например, формула умножения получается из равенства
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учитывая, что 
[image: image70.wmf]1

2

-

=

i

. Комплексные числа 
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 действительное число.

Действительное неотрицательное число 
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Модуль действительного числа совпадает с абсолютной величиной этого числа. Отметим две формулы: 
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На множестве комплексных чисел наряду со сложением и умножением вводятся обратные им операции – вычитание и деление.
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называется разностью чисел 
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Число 
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Отметим, что операция сопряжения перестановочна с арифметическими операциями:
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Множество упорядоченных пар 
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причем 1 – единица алгебры кватернионов, а остальные элементы базиса перемножаются по правилу
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(нет коммутативности умножения). Эта алгебра построена в 1848 г. Гамильтоном (W. Hamilton, 1805 – 1865) и в его честь обозначается буквой 
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Для каждого кватерниона 
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 (часто в записи кватерниона единица  1 опускается) определен сопряженный кватернион 
[image: image123.wmf]k

x

j

x

i

x

x

X

3

2

1

0

-

-

-

=

; при этом


[image: image124.wmf]2

3

2

2

2

1

2

0

x

x

x

x

X

X

X

X

+

+

+

=

=


и называется нормой кватерниона 
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Таким образом, алгебра кватернионов обладает всеми свойствами поля, кроме коммутативности умножения (т.е. является телом).

Теорема Фробениуса. Всякая конечномерная алгебра с делением над полем действительных чисел изоморфна или полю действительных чисел или полю комплексных чисел, или телу кватернионов.
Итак, над полем 
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Наиболее важное свойство поля 
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Геометрическая интерпретация
Геометрическая интерпретация комплексного числа следует из определения. В силу изоморфизма 
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Пример 1. Множество точек 
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Указание. Воспользоваться неравенствами 
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Векторная интерпретация 
Комплексное число 
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Рис. 1
Из рисунка 1 видно, что расстояние между точками 
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Матричная интерпретация
Комплексное число 
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 можно отождествить с квадратной матрицей второго порядка  
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при которой первый сомножитель трактуется как матрица-вектор, а второй – как матрица-оператор.

Тригонометрическая форма. Формулы Муавра
Положение точки 
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Итак, для комплексного  
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Возьмем 
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называемая формулой Муавра.

Теперь рассмотрим 
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Тогда равенство 
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Отсюда имеем 
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Среди комплексных чисел 
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 образуют возрастающую арифметическую прогрессию и 
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. Таким образом, для всякого комплексного числа 
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Эта формула также называется формулой Муавра.

Все 
[image: image262.wmf]n

 значений 
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 соответствуют вершинам правильного n-угольника, вписанного в окружность радиуса 
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 с центром в точке 
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Показательная форма 
Справедлива формула Эйлера   
[image: image266.wmf].
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Формально эту формулу получим, если в разложении
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Запишем комплексное число 
[image: image272.wmf]0
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 в тригонометрической форме
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С учетом формулы Эйлера получим  
[image: image274.wmf];
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  это и есть показательная форма записи комплексного числа. Формулы Муавра примут вид
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Отметим, что первая из формул Муавра справедлива и для отрицательных целых 
[image: image276.wmf]n

. Алгебраическая форма записи комплексных чисел удобна при сложении и вычитании, а тригонометрическая и показательная формы – при умножении, делении и извлечении корня.

Интерпретация Римана комплексных чисел. Расширенная комплексная плоскость. В евклидовом пространстве 
[image: image277.wmf]3
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 с прямоугольной системой координат 
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 рассмотрим сферу 
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 с центром в точке (0, 0, 1/2) радиуса 1/2:  
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 Плоскость 
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 на сфере 
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 – точку пересечения сферы 
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 с лучом 
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 – северный полюс сферы 
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. Точка 
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 называется стереографической проекцией точки 
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 комплексной плоскости 
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 на сферу 
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 с северным полюсом 
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. Стереографическое проецирование устанавливает взаимно однозначное соответствие между точками сферы 
[image: image300.wmf]S

 с выколотым северным полюсом 
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 и точками комплексной плоскости 
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 (см. рис. 2):
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Рис. 2
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   (условие параллельности векторов 
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получаем 
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Стереографической проекцией точки 
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 плоскости 
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 является точка (0, 0, 0) – южный полюс сферы 
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. Для 
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 формулы (1.3) остаются справедливыми.
Введем теперь в рассмотрение «идеальное» – несуществующее – комплексное число 
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: пополним комплексную плоскость 
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 присоединением к ней бесконечно удаленной точки 
[image: image318.wmf]¥

=

z

 (единственной!), являющейся образом северного полюса сферы 
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 В этом контексте 
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 называют еще конечной комплексной плоскостью.
Итак, мы установили взаимно однозначное соответствие между 
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 и 
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, и это отображение непрерывно (в обе стороны), т.е. сфера 
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 и расширенная комплексная плоскость 
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 гомеоморфны. Следовательно, 
[image: image328.wmf]C

 является компактным множеством (комплексная плоскость 
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 не является компактным множеством). Переход от 
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 к 
[image: image331.wmf]C

 называется компактификацией комплексной плоскости. Построенная модель расширенной комплексной плоскости 
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 называется сферой Римана.

Интерпретация Римана позволяет рассматривать точку 
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, в задачах, связанных с топологией или метрикой на множестве комплексных чисел. Особая природа числа 
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 не является полем. Покажем, что стереографическая проекция как операция сопоставляет окружности (или прямой) на плоскости 
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 окружность на сфере 
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 и обратно.В самом деле, уравнение окружности на плоскости 
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 имеет вид
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В частности, при 
[image: image343.wmf]0
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 уравнение (1.4) определяет прямую линию. С учетом (1.1), (1.2) уравнение (1.4) принимает вид
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Уравнения (1.5) и (1.2) определяют окружность на сфере 
[image: image345.wmf]S

 (пересечение сферы с плоскостью).

Верно и обратное утверждение, т.к. при 
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 уравнение (1.5) определяет плоскость, пересекающуюся со сферой 
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. При 
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 плоскость (1.5) проходит через северный полюс 
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, следовательно, стереографической проекцией прямой на комплексной плоскости будет окружность на сфере 
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, проходящая через 
[image: image352.wmf]N

; верно и обратное.

Отметим, что углы между кривыми при стереографической проекции сохраняются (см. [4]С. 33).
Замечание. Кривая в комплексной плоскости – это множество точек 
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. Под углом между двумя пересекающимися кривыми понимаем угол между касательными к кривым в точке пересечения; касательная к кривой в точке – это предельное положение секущих, проходящих через эту точку.
Сферическая метрика. Наряду с евклидовой метрикой на 
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 введем сферическую метрику на 
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Упражнение*. Доказать формулу (1.6).
1.2. Множества точек на комплексной плоскости
Множество 
[image: image370.wmf]C

 комплексных чисел обладает алгебраической структурой поля и топологической структурой пространства (двумерного евклидова пространства, т.е. плоскости).

Топология комплексной плоскости. Метрические пространства 
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 становятся и топологическими, если мы укажем естественные открытые множества (как мы убедимся позже, так определенные открытые множества удовлетворяют аксиомам топологического пространства).
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– круг с центром в точке 
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 радиуса 
[image: image377.wmf]e

 – называется 
[image: image378.wmf]e

-окрестностью (или просто окрестностью) точки 
[image: image379.wmf]0

z

. Сферической 
[image: image380.wmf]e

-окрестностью точки 
[image: image381.wmf]C

Î

0

z

 называется множество 
[image: image382.wmf].

}

)

,

(

:

{

)

,

(

0

0

e

<

Î

=

e

z

z

d

z

z

U

C

 При

[image: image383.wmf]¥

¹

0

z

 сферическая окрестность 
[image: image384.wmf])

,

(

0

e

z

U

, 
[image: image385.wmf])

,

(

0

0

¥

<

e

<

z

d

, представляет собой круг с центром 
[image: image386.wmf])

1

/(

0

2

0

a

z

z

e

-

=

e

 радиуса 
[image: image387.wmf])

1

/(

1

0

2

0

2

a

a

R

e

-

e

-

e

=

e

, где 
[image: image388.wmf]2

0

0

|

|

1

z

a

+

=

. При 
[image: image389.wmf]¥

=

0

z

 сферическая окрестность 
[image: image390.wmf])

,

(

e

¥

U

, 
[image: image391.wmf]1

0

<

e

<

, представляет собой внешность круга с центром в точке O и радиуса 
[image: image392.wmf]1

/

1

2

-

e

 (естественно, включает точку 
[image: image393.wmf]¥

). Для любых двух точек 
[image: image394.wmf]C

C

Î

Î

2

1

,

z

z

 верно 
[image: image395.wmf].

|}

|

,

|

max{|

,

)

,

(

)

,

(

)

,

(

1

1

2

1

2

1

2

1

2

1

2

z

z

m

z

z

z

z

d

z

z

m

=

r

£

£

r

+


Отсюда следует, что метрические топологии в 
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 совпадают. Топологические понятия на 
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 и 
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 вводятся одинаково.

Определение. Множество 
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, если для каждой его точки существует окрестность, все точки которой также принадлежат 
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Пример 1. 
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 – открытое множество в 
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. Пустое множество полагаем по определению открытым.

Пример 2. Круг 
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 в силу неравенства треугольника   
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Пример 3. Множество 
[image: image412.wmf]}
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 – внешность круга с центром 
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 радиуса 
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 – является открытым (проверяется, как и в предыдущем примере, с использованием неравенства треугольника для метрики).

Открытое множество, содержащее данную точку, будем называть также окрестностью этой точки. Ясно, что открытое множество будет окрестностью любой своей точки.

Определение. Множество 
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 множеством.

Пример 4. Множество 
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, является замкнутым, что следует из определения и примера 3. Это множество называется замкнутым кругом с центром 
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 радиуса 
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.

Утверждение 1. 1) Объединение любой системы открытых множеств является открытым множеством: 
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 – открытое в 
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 множество.

2) Пересечение конечного числа открытых множеств является открытым множеством.

3) Пересечение любой системы замкнутых множеств является замкнутым множеством: 
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 – замкнутое в 
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 множество.

4) Объединение конечного числа замкнутых множеств является замкнутым множеством.
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3) Справедливость следует из равенства 
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4) Аналогично,  
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Пример 5. Множество 
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– окружность с центром в точке 
[image: image446.wmf]C
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 – является замкнутым множеством, т.к. его дополнение есть объединение двух открытых множеств 
[image: image448.wmf])

,

(

0

r

z

B

 и 
[image: image449.wmf])

,

(

0

r

z

B

C

.

Определение. Точка 
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 называется предельной точкой множества 
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, если каждая окрестность этой точки содержит бесконечное множество точек 
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 (сама предельная точка может как принадлежать, так и не принадлежать множеству). Объединение множества 
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 и всех его предельных точек обозначается 
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.

Утверждение 2. Множество замкнуто в 
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 тогда и только тогда, когда оно содержит все свои предельные точки:
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Доказательство. Пусть 
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 замкнуто в 
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 является окрестностью точки 
[image: image464.wmf]z

, не содержащей точек множества 
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. Это значит, что никакая точка, не принадлежащая 
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 замкнуто в 
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 не может быть предельной точкой множества 
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Значит, найдется такая окрестность точки 
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, в которой имеется только конечное число точек 
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 (например, круги, содержащие точку 
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 замкнуто в 
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Принцип компактности. Множество 
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 называется компактным множеством (компактом), если из любого покрытия 
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 открытыми множествами можно выделить конечное покрытие.

Утверждение 3. Множество 
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 является компактом тогда и только тогда, когда 
[image: image495.wmf]K

 замкнуто и ограничено в 
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 (см. [5]
 С. 409).

Возвращаясь к определению предельной точки множества, отметим, что множество, состоящее из конечного числа точек, не имеет предельных точек. Также заметим, что множество (ограниченное или неограниченное) будет замкнутым, если ни одна точка, не принадлежащая множеству, не может быть предельной для него (см. утверждение 2). Другими словами, замкнутое множество либо содержит все свои предельные точки, либо совсем не имеет предельных точек. Поэтому пустое множество и конечное множество (множество, состоящее из конечного числа точек) будем считать замкнутыми (и в 
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). Также каждая из плоскостей 
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 и 
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 замкнута в себе, т.е. соответственно в топологии 
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 и 
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. Однако плоскость 
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 не является замкнутой в топологии 
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Множество 
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 называется ограниченным, если существует число 
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 необходимо и достаточно, чтобы 
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– диаметр множества 
[image: image510.wmf]E

 – был конечен.

В комплексной плоскости 
[image: image511.wmf]C

, как и в 
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, справедлива
Теорема Больцано–Вейерштрасса (принцип компактности в 
[image: image513.wmf]C

). Каждое бесконечное ограниченное множество в 
[image: image514.wmf]C

 имеет по крайней мере одну предельную точку.

Для множеств в 
[image: image515.wmf]C

 теорема о существовании предельной точки имеет место при более слабых условиях, т.к. в сферической метрике все множества на 
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 ограничены (для любой точки 
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Теорема 1 (принцип компактности в 
[image: image519.wmf]C

). Любое бесконечное множество в 
[image: image520.wmf]C

 имеет хотя бы одну предельную точку.

Доказательство. Учитывая теорему Больцано – Вейерштрасса, доказательство достаточно провести лишь для случая неограниченного множества 
[image: image521.wmf]E

. Пусть бесконечное множество E не является ограниченным. Тогда возможны два варианта:

1) некоторый круг 
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 будет содержать бесконечное множество точек из 
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, следовательно, по теорема Больцано–Вейерштрасса этот круг будет содержать и предельную точку множества;

2) в каждом круге 
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; тогда бесконечное множество их будет лежать в любой окрестности 
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 бесконечно удаленной точки. Следовательно, 
[image: image527.wmf]¥

 будет предельной точкой 
[image: image528.wmf]E

.
Пути. Кривые на комплексной плоскости
Определение. Путем на комплексной плоскости 
[image: image529.wmf]C

 называется непрерывное отображение    
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 эквивалентны, если существует непрерывная строго возрастающая функция
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Класс эквивалентных путей называется кривой. Если 
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 называется носителем пути. Носитель пути далеко не всегда отвечает интуитивному представлению о кривой. Однако для «хороших» отображений (такие и будут в нашем курсе) наглядность остается в силе.
Определение. Путь 
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 взаимно однозначно, называется простым (Жордановым) путем, или параметризованной кривой, а его носитель – кривой в 
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 является гладким путем.

Мы будем иметь дело с гладкими и кусочно-гладкими путями. Их носители – кривые в обычном понимании. Под параметризацией кривой в 
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 мы подразумеваем задание пути 
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Отметим, что не следует смешивать понятие кривой с множеством точек, через которые эта кривая проходит: одна и та же точка плоскости может отвечать нескольким точкам кривой (это точки самопересечения). Кривая, не имеющая самопересечений – это простая кривая.
Пример 6.(Рис. 3)
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Рис. 3
Пример 7. Кривая 
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Рис. 4
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(Рис. 4). Это пример замкнутой кривой, у которой каждая точка интервала (–1; 1) является точкой самопересечения.

Пример 8. Рассмотрим кривую 
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– верхняя половина окружности с центром в начале координат радиуса 
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 и с концом в точке 
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4) 
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 – окружность (приходится дважды, с началом и концом в точке 
[image: image585.wmf]a

).
Области
Определение. Множество 
[image: image586.wmf]E

 на 
[image: image587.wmf]C

 (или 
[image: image588.wmf]C

), содержащее более одной точки, называется связным, если для любого его разбиения на два непустых непересекающихся подмножества
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хотя бы одно из них содержит предельную точку другого.

Другими словами, 
[image: image590.wmf]E

 связно, если не существует двух непустых непересекающихся множеств 
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 и 
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, удовлетворяющих условиям
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В случае открытого множества данное определение равносильно тому, что его нельзя разбить на два непустых непересекающихся открытых подмножества. Аналогично для замкнутого множества (если его нельзя разбить на два непустых непересекающихся замкнутых подмножества). Пустое множество и одноточечное множество считаем связными. Конечное множество, содержащее более одной точки, не  связное.

Определение. Множество 
[image: image594.wmf])

(

C

C

Ì

E

 называется линейно связным, если любые две его точки можно соединить непрерывной кривой, целиком лежащей в 
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.

Утверждение 4. Для того чтобы открытое множество 
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 было связным, необходимо и достаточно, чтобы оно было линейно связным.

Доказательство. Пусть 
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 открыто и линейно связно. Покажем, что 
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 связно. Допустим, что существуют непустые открытые множества 
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Возьмем произвольные точки 
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 открыто и связно. Возьмем произвольную точку 
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 непрерывной кривой. Положим 
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 вместе с некоторым кругом, а каждую точку круга можно соединить по радиусу с его центром, мы видим, что оба множества 
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 открыты. Но тогда из связности 
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Определение. Открытое связное множество 
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 в 
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 (или 
[image: image636.wmf]C

) называется областью. Замкнутое связное множество называется континуумом.

Учитывая утверждение 4, можно дать следующее определение.

Определение. Множество 
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 (или 
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) называется областью, если:
1) 
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 – открытое множество;

2) любые две точки множества 
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 можно соединить непрерывной кривой, все точки которой принадлежат 
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.

Пусть 
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 – область в C. Относительно 
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 все точки комплексной плоскости 
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 можно разделить на три категории:

1) точки, принадлежащие 
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, – внутренние точки для 
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;

2) точки, не принадлежащие 
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 и являющиеся предельными для 
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, – граничные точки для 
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;

3) точки, не принадлежащие 
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 и не являющиеся предельными для 
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, – внешние точки для 
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Множество граничных точек области 
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 называется границей области 
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 и обозначается 
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и называется замкнутой областью.

Замечание. Граница области 
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 в топологии 
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 и граница этой же области в топологии 
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 могут отличаться только точкой 
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[image: image663.wmf]D

¶

 будем понимать границу области 
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 в топологии 
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. Но допустима и  вольность: если 
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, то ее граница – пустое множество.

Определение. Область называется односвязной, если ее граница является связным множеством(см. рис.5). В противном случае область называется многосвязной.

Итак, односвязная область характеризуется тем, что ее граница есть континуум – непустое ограниченное (в 
[image: image667.wmf]C

!) замкнутое связное множество. Многосвязные области делятся на конечносвязные и бесконечносвязные.

Определение. Область называется 
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-связной (
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), если граница области состоит из n континуумов, попарно не имеющих общих точек(см. рис.6). Область называется бесконечносвязной, если ее границу нельзя разложить на конечное число континуумов, попарно не имеющих общих точек(см. рис. 7).

Пример 9.
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Рис. 5

Пример 10.
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Рис. 6
Пример 11. 
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Рис. 7
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– из единичного круга исключаются замкнутые круги 
[image: image676.wmf])
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Теорема Жордана. Каждая простая замкнутая кривая 
[image: image680.wmf]g

 разбивает расширенную комплексную плоскость 
[image: image681.wmf]C

 на две непересекающиеся области 
[image: image682.wmf]1

G

 и 
[image: image683.wmf]2
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, общей границей которых она является (рис. 8):
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[image: image685.wmf]g
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 – внутренность 
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 – внешность 
[image: image688.wmf]g

.
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Рис. 8

Доказательство теоремы Жордана для гладких, кусочно-гладких кривых геометрически очевидно (см. рис. 8). В общем случае доказательство проводится довольно-таки тонкими топологическими методами (см. [6] Гл. 2).

Односвязная в 
[image: image689.wmf]C

 область 
[image: image690.wmf]G

 характеризуется тем, что для любой замкнутой жордановой кривой 
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, принадлежащей 
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, внутренность 
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 также содержится в 
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. Область 
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 будет односвязной, если для любой замкнутой жордановой кривой 
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или внешность 
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 также принадлежит 
[image: image699.wmf]G

. Отметим, что ограничивать область могут не только простые кривые. 
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Одна из возможных параметризаций границы 
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Рис. 9
В нашем курсе мы будем иметь дело большей частью с областями, границы которых состоят из конечного числа кусочно-гладких кривых и изолированных точек. Кроме того, будем считать, что граница каждой области ориентирована так, что при движении точки по границе область остается слева. Другими словами, внешняя граница области должна быть ориентирована против часовой стрелки, а внутренние компоненты границы – по часовой стрелке.
Числовые последовательности. Числовые ряды
Определение. Числовой последовательностью называется множество значений функции, заданной на множестве натуральных чисел:
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Будем пользоваться записью 
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 В противном случае (т.е. если последовательность имеет две или более предельных точек, а также если единственная предельная точка есть 
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) последовательность называется расходящийся. В последнем случае допускается запись 
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существование предела 
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 равносильно существованию двух пределов: 
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 Это замечание позволяет перенести все основные теоремы о пределах из математического анализа на последовательности комплексных чисел. В частности, справедлив критерий Коши.
Утверждение 5 (критерий Коши). Последовательность 
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Последовательность, удовлетворяющая условиям критерия Коши, называется фундаментальной последовательностью, или последовательностью Коши. 
Итак, если 
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Аналогично
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Свойства сходящихся последовательностей:  если 
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Пусть 
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называется числовым рядом.
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Ряд (1.7) называется абсолютно сходящимся, если сходится ряд
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Из критерия Коши и неравенства 
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 следует, что если ряд сходится абсолютно, то он сходится.
Пример 12. Ряды 
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сходятся при любом 
[image: image741.wmf]C

Î

z

, т.к. они сходятся абсолютно на всей комплексной плоскости.

Пример 13. Ряд 
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 он не сходится, т.к. не выполняется необходимое условие сходимости ряда.

Глава 2. Функции комплексного переменного

Определение. Функцией называется правило, которое каждому значению из данного множества комплексных чисел ставит в соответствие определенное комплексное число.
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и говорим, что на множестве 
[image: image747.wmf]E

 задана комплекснозначная функция комплексного переменного.
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Рис. 10
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Прямая 
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Рис. 11
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Таким образом, для однолистности данного отображения в 
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2.1. Непрерывные функции
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Заметим, что если выделить действительную и мнимую части функции 
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Доказательство равносильности основано на соотношениях
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Из сказанного следует, что известные теоремы математического анализа о пределах функций остаются справедливыми и для функций комплексного переменного. Как и в математическом анализе, можно показать, что данное выше определение предела функции (определение по Коши) эквивалентно определению предела функции по Гейне.
Определение. Число называется пределом функции 
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Пусть теперь предельная точка 
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Рис. 12
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Если для любого 
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Замечание. При объявлении непрерывности функции 
[image: image857.wmf])

(

z

f

w

=

 в точке 
[image: image858.wmf]0

z

 подразумевалось, что 
[image: image859.wmf]¥

¹

0

z

 и 
[image: image860.wmf]¥

¹

)

(

0

z

f

. Целесообразно рассматривать случаи, когда или 
[image: image861.wmf]¥

=

0

z

, или 
[image: image862.wmf]¥

=

)

(

0

z

f

, или одновременно 
[image: image863.wmf]¥

=

¥

=

)

(

,

0

0

z

f

z

; в последнем случае:


[image: image864.wmf].

|

)

(

|

,

|

|

:

0

)

(

0

e

>

Þ

Î

d

>

>

e

d

=

d

$

>

e

"

z

f

E

z

z


Желая подчеркнуть, что непрерывность понимается в топологии 
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Пример 3. Зафиксируем 
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Пользуясь тригонометрической формой записи комплексного числа, имеем 
[image: image876.wmf].

)

sin

(cos

1

lim

y

i

y

e

n

z

x

n

n

+

=

÷

ø

ö

ç

è

æ

+

¥

®

 Итак, мы получили непрерывную функцию 
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Приведем важные для дальнейшего изложения свойства непрерывных комплекснозначных функций комплексного переменного.

Свойство 1. Если 
[image: image885.wmf]D

 – область в 
[image: image886.wmf]C

, то функция 
[image: image887.wmf]C

®

D

f

:

 непрерывна тогда и только тогда, когда прообраз любого открытого множества из множества значений функций 
[image: image888.wmf]f

 открытое множество.

Свойство 2. Непрерывный образ связного множества является связным множеством.

Свойство 3. Непрерывная на компактном множестве функция равномерна непрерывна.

Свойство 4. Непрерывный образ компактного множества компактен. В частности, модуль функции ограничен и достигает своих верхней и нижней граней.

Первое свойство сразу же вытекает из определения непрерывности. Остальные свойства следуют из соответствующих теорем для действительных функций. Впрочем, эти свойства нетрудно доказать и непосредственно.
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Доказательство проводится топологическими методами (см. [7] Гл. 1, §6). Эту теорему мы позже получим при дополнительных условиях, которые естественным образом будут выполняться в нашем курсе.

2.2. Дифференцирование функций комплексного переменного. 
Условия Коши ​– Римана (Д`Аламбера ​– Эйлера)
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т.е. мы требуем, чтобы по какому бы пути 
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и существование предела (2.2) означает, что в точке 
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Если же разность 
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и существование предела (2.2) влечет существование частных производных 
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Сравнивая (2.3) и (2.4), получаем
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т.е. если функция 
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2) эти производные удовлетворяют системе дифференциальных уравнений (2.5).

Уравнения (2.5) называются уравнениями Коши – Римана или условиями Коши – Римана (Д`Аламбера – Эйлера) или CR – условиями.
Уравнения Коши – Римана составляют необходимое условие дифференцирования функции, но не являются достаточным условием.
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Доказательство. Необходимость. Пусть функция 
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откуда и следуют условия Коши – Римана CR.

Достаточность. Дифференцируемость функций 
[image: image985.wmf])

,

(

y

x

u

 и 
[image: image986.wmf])

,

(

y

x

v

 означает, что их приращения можно представить в виде


[image: image987.wmf],

)

,

(

2

2

y

x

y

x

y

y

u

x

x

u

u

D

+

D

×

D

D

a

+

D

¶

¶

+

D

¶

¶

=

D



[image: image988.wmf],

)

,

(

2

2

y

x

y

x

y

y

v

x

x

v

v

D

+

D

×

D

D

b

+

D

¶

¶

+

D

¶

¶

=

D


где 
[image: image989.wmf]0

)

,

(

®

D

D

a

y

x

 и 
[image: image990.wmf]0

)

,

(

®

D

D

b

y

x

 при 
[image: image991.wmf]0

|

|

2

2

®

D

+

D

=

D

y

x

z

.

Отсюда получаем с учетом условий Коши – Римана CR
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– условия теоремы 1 выполнены всюду в 
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т.е. показательная функция 
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Упражнение. Показать, что условия Коши – Римана в полярных координатах имеют вид
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Дифференцируя 
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Отсюда
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Следовательно, 
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или в виде    
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Пример 6. Рассмотрим функцию 
[image: image1031.wmf]p

£

j

<

p

-

=

j

+

=

j

,

,

ln

)

(

i

e

z

i

r

z

f

. Здесь 
[image: image1032.wmf]j

=

=

v

r

u

,

ln

, следовательно,  
[image: image1033.wmf].

1

0

1

)

(

z

i

r

z

r

z

f

=

÷

ø

ö

ç

è

æ

+

=

¢

 Функция


[image: image1034.wmf]j

+

=

i

r

z

f

ln

)

(

  называется логарифмом (точнее, главным значением логарифма) и обозначается 
[image: image1035.wmf]z

ln

:    
[image: image1036.wmf],

,

,

ln

ln

p

£

j

<

p

-

=

j

+

=

j

i

re

z

i

r

z

 т.е.  
[image: image1037.wmf].

arg

|

|

ln

ln

z

i

z

z

+

=


Связь между аналитическими и гармоническими функциями. К истолкованию условий Коши – Римана и к уяснению смысла аналитической функции можно подойти иначе, используя понятие гармонической функции. Действительная функция 
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Уравнение Лапласа и гармонические функции играют важную роль во многих задачах физики и механики (например, при выражении температуры однородной пластины, находящейся в тепловом равновесии; потенциала электрического поля, свободного от зарядов; потенциала скоростей и функции тока плоского установившегося потока однородной несжимаемой жидкости).
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[image: image1046.wmf]c

Ì

D

 задана аналитическая функция 
[image: image1047.wmf]iv

u

z

f

+

=

)

(

, причем ее действительная и мнимая части 
[image: image1048.wmf])

,

(

y

x

u

u

=

 и 
[image: image1049.wmf])

,

(

y

x

v

v

=

 имеют в 
[image: image1050.wmf]D

 непрерывные частные производные второго порядка (позже покажем, что 
[image: image1051.wmf]u

 и 
[image: image1052.wmf]v

 обладают непрерывными частными производными любого порядка). Условия Коши – Римана CR выполняются всюду в 
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Итак, верно утверждение: действительная и мнимая части функции комплексного переменного, аналитической в некоторой области, являются гармоническими функциями в той же области.

Гармонические функции 
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где 
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 – произвольная действительная постоянная.

В силу гармоничности функции 
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2.3. Конформное отображение

Выше мы отметили важное свойство непрерывного однолистного отображения области 
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Условие (2.6) равносильно тому, что в точке 
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отличен от нуля. В самом деле, якобиан отображения (2.7)
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Следовательно, в силу известной из математического анализа теоремы о неявных функциях система (2.7) в некоторой окрестности точки 
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Замечание. Из того, что 
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каждая точка верхней половины которого имеет два прообраза.
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Рис. 13
Геометрический смысл аргумента производной. Рассмотрим гладкую кривую Жордана 
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[image: image1110]
Рис. 14
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Условие (2.10) означает, что кривая 
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Будем считать, что направления действительных осей (также и мнимых осей) комплексных плоскостей 
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 совпадают. Тогда равенство (2.11) означает, что число 
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Из (2.11) и (2.12) получаем  
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которое означает, что при отображении 
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Пусть теперь относительно функции 
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круг с центром в точке 
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дифференциал функции – главную линейную часть ее приращения – можно записать в виде   
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является комплексной записью уравнений Коши – Римана CR.

Определение. Пусть 
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– другая интерпретация модуля производной аналитической функции.
Глава 3. Элементарные аналитические функции и соответствующие конформные отображения
В математическом анализе основными элементарными функциями называют 
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3.1. Дробно-линейная функция
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Таким образом, дробно-линейная функция имеет обратную функцию (тоже являющуюся дробно-линейной). Следовательно, дробно-линейная функция однолистна во всей расширенной комплексной плоскости и
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то отображение 
[image: image1264.wmf])

(

z

L

w

=

 является конформным во всех точках комплексной плоскости, отличных от 
[image: image1265.wmf]c

d

/

-

.

Упражнение. Показать, что отображение 
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Окончательно получаем
Свойство 1. Дробно-линейная функция  
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отображает расширенную комплексную плоскость на расширенную комплексную плоскость взаимно однозначно и конформно.

Продолжим изучение дробно-линейной функции
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Положим
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Тогда 
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 – преобразование поворота вокруг начала;

3) 
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 – преобразование параллельного переноса.

При всех этих преобразованиях прямые переходят в прямые, а окружности – в окружности.

Теперь выясним, на что отображаются прямые и окружности при
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Уравнение любой прямой и любой окружности можно представить как
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Полагая в (3.3) 
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подставив в (3.4), получим
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Отсюда    
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0

2

2

2

2

2

2

=

+

+

-

+

+

+

D

v

u

Cv

v

u

Bu

v

u

A

 окончательно


[image: image1296.wmf]0

)

(

2

2

=

+

+

-

+

v

u

D

Cv

Bu

A

 (3.5)

– уравнение или прямой (
[image: image1297.wmf]0
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), или окружности (
[image: image1298.wmf]0
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Проведенные рассуждения позволяют сформулировать
Свойство 2. Дробно-линейная функция  
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любую окружность и любую прямую отображает или на окружность, или на прямую.

Замечание. Если 
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Свойство 2 называется круговым свойством дробно-линейного отображения.

Упражнение*. Доказать круговое свойство непосредственно, т.е. найти образ окружности 
[image: image1304.wmf]r
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 при отображении (3.1).

Для получения следующего свойства нам нужно сначала ввести понятие симметрии относительно окружности.

Определение. Две точки называются симметричными относительно окружности, если они лежат на одном луче, выходящем из центра окружности, и произведение их расстояний до центра равно квадрату радиуса окружности.

Центр окружности считается симметричным с бесконечно удаленной точкой.

Симметрия относительно прямой понимается в обычном смысле.
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Рис. 15
Пример 1. 1) Точки 
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 симметричны относительно действительной оси;

2) 
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 симметричны относительно мнимой оси;

3) 
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 симметричны относительно окружности 
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Лемма. Две точки симметричны относительно окружности тогда и только тогда, когда пучок окружностей, проходящих через эти точки, ортогонален данной окружности.

Доказательство. Необходимость. Пусть точки 
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 радиуса 
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(Рис. 16). Возьмём произвольную окружность 
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Рис. 16
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 – точка касания). Нам нужно показать, что 
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Достаточность. Пусть произвольная окружность 
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, проходящая через 
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 под прямым углом. Тогда и прямая, проходящая через 
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 под прямым углом, т.е. эта прямая проходит через центр окружности. А равенство 
[image: image1337.wmf]2

2

1

R

OM

OM

=

×

 следует из той же теоремы о касательной и секущей.

Свойство 3. Если точки 
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 симметричны относительно прямой или окружности 
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Доказательство. С учетом леммы для доказательства симметричности точек 
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 относительно 
[image: image1348.wmf]G

 достаточно показать, что все окружности (в частности, прямые), проходящие через эти точки, пересекают 
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 под прямым углом. Поскольку дробно-линейное отображение конформно, то получаем наше утверждение.  Дробно-линейная функция   
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 зависит от трех комплексных параметров (отношения трех из чисел 
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 (3.6)

Рассмотрим разности
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Тогда
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– мы исключили четыре параметра 
[image: image1365.wmf]d
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 из системы четырех уравнений (3.1) и (3.6). Отсюда получаем

Свойство 4. Существует единственное дробно-линейное отображение, которое три данные различные точки 
[image: image1366.wmf]3
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 переводит соответственно в три данные различные точки 
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. Это отображение определяется формулой (3.7).

Правая часть (3.7) называется двойным отношением (или ангармоническим отношением) четырех точек и обозначается 
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. Теперь свойство 4 можно интерпретировать как

Свойство 4’. Двойное отношение четырех точек является инвариантом дробно-линейного преобразования.

Определение двойного отношения распространим и на случай, когда одна из точек 
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Свойство 5. Совокупность дробно-линейных отображений образует группу.

Под бинарной операцией – произведением – понимаем последовательное выполнение двух дробно-линейных отображений. Сформулированное свойство выглядит так: результат двух последовательно выполненных дробно-линейных отображений есть дробно-линейное отображение; отображение, обратное к дробно-линейному, дробно-линейно.

Справедливость первой части утверждения следует из цепочки:
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где 
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. Проверка показывает, что 
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. Доказательство второй части – это разрешение равенства (3.1) относительно 
[image: image1374.wmf]z

. Единицей является дробно-линейное отображение  
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Заметим, что если с дробно-линейным отображением вида
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, то обратному отображению отвечает обратная матрица, а последовательному выполнению двух отображений – произведение матриц.

Отображение верхней полуплоскости на единичный круг. Это отображение ищем в виде 
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[image: image1379]
Рис. 17

Точки 
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тогда 
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конформно отображает верхнюю полуплоскость 
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 переходит в центр круга.

Отображение единичного круга на единичный круг. Так как точки 
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[image: image1402]
Рис. 18

Для 
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а так как 
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 Таким образом, функция
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Отображение верхней полуплоскости на верхнюю полуплоскость.
                
[image: image1411]
Рис. 19
Рассмотрит три различные точки 
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Неподвижные точки дробно-линейного отображения. Это точки 
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 (о геометрических характеристиках неподвижных (двойных) точек (см. [4] c. 119 – 126).
Пример 2.
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Рис. 20

Отображающая функция 
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Пример 3.  
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Рис. 21

3.2. Степенная функция
Рассматрим частный случай степенной функции, а именно
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Эта функция аналитична во всей плоскости 
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отображение конформным всюду в 
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[image: image1445.wmf]0

1

=

z

 не сохраняются, а увеличиваются 
[image: image1446.wmf]n

 раз. Консерватизм углов нарушается и в точке 
[image: image1447.wmf]¥

=

2

z

 (см. определение угла между кривыми в бесконечно удаленной точке), т.к. функция 
[image: image1448.wmf])

/

1

(

/

1

z

w

 в окрестности 
[image: image1449.wmf]¥

=

2

z

 совпадает с данной функцией.
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Таким образом, для однолистности отображения 
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необходимо и достаточно, чтобы множество 
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 (точки одной стороны включаются, а другой – нет-см. рис. 22).
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Рис. 22
Значит, наибольшей областью однолистности функции 
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[image: image1464.wmf]n

z

w

=

 отобразит этот угол на всю плоскость 
[image: image1465.wmf]w

 с разрезом по положительной действительной полуоси (обозначим 
[image: image1466.wmf]E

).
             
[image: image1467]
Рис. 23

Рассмотрим на комплексной плоскости 
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 различных областей
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– внутренность углов одинакового раствора 
[image: image1470.wmf]n
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. Каждая из них является областью однолистности функции 
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 и отображается этой функцией на плоскость с разрезом по положительной действительной полуоси – область 
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Пример 1.
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Рис. 24
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Рис. 25
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Рис. 26
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3.3. Показательная функция
Показательную функцию 
[image: image1484.wmf]z
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 мы выше определили соотношением   
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  Было показано, что функция 
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 является аналитической во всей плоскости 
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Упражнение. Показать, что единственной аналитической функцией
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является функция   
[image: image1491.wmf])
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. (см. [8] С. 90–91).

Отметим некоторые свойства показательной функции.

Свойство 1. Имеет место теорема сложения:   
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Доказательство. Пусть 
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Свойство 2. Показательная функция не обращается в нуль:
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Наряду с перечисленными свойствами, которые справедливы как в действительной, так и в комплексной области, показательная функция обладает и специфическим свойством.

Свойство 3. Показательная функция 
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 есть периодическая функция с чисто мнимым основным периодом 
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Доказательство. В самом деле,  
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Свойство 4. Областью однолистности отображения 
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 является, в частности, горизонтальная полоса 
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Упражнение. Будет ли однолистна 
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Рис. 27

На плоскости 
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 введем полярные координаты 
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Рис. 29

Пример 1.
             
[image: image1530]
Рис. 30

Пример 2. Вертикальную полосу 
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3.4. Функция Жуковского
Так называется функция
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важная своими применениями в гидродинамике и аэродинамике; открыта Н.Е. Жуковским (1847 – 1921) в 1911 г. Так как
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 то функция Жуковского аналитична во всей плоскости 
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, кроме точки 
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, следовательно, она осуществляет конформное отображение во всех точках 
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Однолистность. Функция Жуковского однолистна в области тогда и только тогда, когда эта область не содержит различных точек 
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Областями однолистности функции Жуковского являются, например: 
1) единичный круг (
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2) внешность единичного круга (
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3) верхняя полуплоскость (
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4) нижняя полуплоскость (
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Образы окружностей. Полагая в (3.9) 
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Рассмотрим окружность 
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– уравнение эллипса с полуосями 
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Отметим, что при замене 
[image: image1565.wmf]r

 на 
[image: image1566.wmf]r

/

1

 (
[image: image1567.wmf]1

¹

r

) эллипс (3.10) остается тем же самым, но направление обхода меняется на противоположное.

Образы лучей. Рассмотрим луч 
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– уравнение гиперболы с фокусами в точках 
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Теперь относительно образов лучей 
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Упражнение. Показать, что функция Жуковского:
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Вот так выглядит полярная сетка и ее образ при отображении (3.9):
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Рис. 31

Упражнение. Показать, что функция Жуковского однолистна в области  
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Рис. 32

Далее, показать, что образом области 
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 при отображении функцией Жуковского будет вся плоскость с разрезом по дуге окружности (концы дуги в точках 
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Указание. Соотношение (3.9) можно записать как 
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Поэтому функцию Жуковского можно рассматривать как суперпозицию трех функций:  
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Замечание. На плоскости 
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 рассмотрим окружность 
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Рис. 33

Функция Жуковского отображает 
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[image: image1609.wmf]1

G

 плоскости 
[image: image1610.wmf]w

, охватывающую дугу 
[image: image1611.wmf]G

 – образ 
[image: image1612.wmf]g

 – и касающаяся ее в точке 
[image: image1613.wmf]1

=

w

. Кривые вида 
[image: image1614.wmf]1

G

 (профили Жуковского) и функция Жуковского были использованы Н.Е. Жуковским для расчета подъемной силы крыла самолета. При 
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Пример. Найти образ области  
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при отображении 
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Рис. 34
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3.5. Тригонометрические функции. Гиперболические функции
Из формул 
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 (последние две формулы, как и первые две, называются формулами Эйлера). Учитывая это, дадим следующее

Определение. Для 
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(для действительных 
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 формулы (3.14) дают обычные синус и косинус).

Из данного определения вытекают следующие свойства.

1. Функции 
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3. Известные тригонометрические формулы справедливы и для комплексных значений аргумента:
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4. При 
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 имеют место асимптотические формулы
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(равномерно относительно 
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Покажем справедливость первого соотношения. По неравенствам трекгольника  
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5. Однолистность: из равенства
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следует, что для однолистности отображения 
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[image: image1648.wmf]1

z

 и 
[image: image1649.wmf]2

z

, для которых 


[image: image1650.wmf].

,

)

1

2

(

,

)

0

,

(

2

2

1

2

1

Z

Z

Î

p

+

=

+

¹

Î

p

=

-

k

k

z

z

k

k

k

z

z


Этим условиям удовлетворяют, например:
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3) аналогично нижние полуполосы.
Упражнение. Найти образы трех областей 1), 2), 3) (
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Отображение, реализуемое функцией 
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Определение.
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3.6. Многозначная функция и ее римановая  поверхность
Обратимся к общему определению функции. Пусть заданы два множества 
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Но уже в простых ситуациях убеждаемся, что это определение приводит в тупик. Например, если 
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где 
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 – функция или нет? Возникает понятие многозначной функции. Существует конструкция, позволяющая рассматривать многозначную функцию как однозначную.

Рассмотрим уже известную нам функцию
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Она отображает расширенную плоскость 
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 на расширенную плоскость 
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; отображение (3.18) однозначно, но не взаимно однозначно: каждой точке 
[image: image1688.wmf]w

, кроме 
[image: image1689.wmf]0

=

w

 и 
[image: image1690.wmf]¥

=

w

, соответствуют две различные точки 
[image: image1691.wmf]z

:


[image: image1692.wmf].

2

2

arg

sin

2

2

arg

cos

|

|

,

2

arg

sin

2

arg

cos

|

|

2

1

÷

ø

ö

ç

è

æ

p

+

+

p

+

=

÷

ø

ö

ç

è

æ

+

=

w

i

w

w

z

w

i

w

w

z

Приведем такой способ изображения комплексных чисел 
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, который позволяет рассматривать отображение (3.18) как взаимно однозначное. Возьмем два экземпляра плоскости 
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 (два листа) с разрезами вдоль положительной части действительной оси. Будем считать, что на лист I функция 
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 отображает верхнюю полуплоскость плоскости 
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, а на лист II – нижнюю.
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Рис. 35

Расположим лист II над листом I так, чтобы точки с одинаковыми координатами находились друг над другом. Склеим между собой нижний край разреза листа I с верхним краем разреза листа II и верхний край разреза I с нижним краем разреза листа II. При этом условимся не отождествлять точки луча, по которому происходит самопересечение, т.е. луч, соединяющий точки 
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Рис. 36

Полученная двулистная поверхность называется римановой поверхностью аналитической функции 
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Рис. 37

Замечание 1. Число ветвей многозначной функции может быть определено как наименьшее число плоскостей, необходимых для образования римановой поверхности, на которой фукнкция однозначна.
Замечание 2. Геометрическая интерпретация со склеиванием при создании римановой поверхности функции 
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Замечание 3. Линию разреза (для выделения однозначных ветвей) между точками ветвления можно выбирать. Например, для функции 
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 можно провести разрез в каждой из двух плоскостей вдоль отрезка с концами в точках 
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каждую из этих 
[image: image1737.wmf]n

 областей фукция 
[image: image1738.wmf]n

z

w

=

 конформно отображает на плоскость 
[image: image1739.wmf]w

 с разрезом по положительной части действительной оси (область 
[image: image1740.wmf]E

).
          
[image: image1741]
Рис. 38
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Рассмотрим наложенные друг на друга 
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3.8. Логарифмическая функция
При рассмотрении показательной функции
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Каждая область 
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Рис. 43
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Определение. Функция
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называется логарифмической функцией и обозначается 
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все различные, следовательно, функция 
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Рис. 44

Соответствие между множеством точек 
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осуществляет взаимно однозначное и непрерывное отображение области 
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Функцией, обратной выбранной ветви логарифма, является 
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Независимость результата от выбора ветви 
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и называется главной ветвью логарифма; 
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следует понимать как свпадение множеств и никак иначе.
При отображении 
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Пример. Отобразить
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