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Предисловие
1. Сохранение и развитие образования в области классической механики являются задачами важными и актуальными и предполагают решение целого комплекса разнородных и разновеликих проблем. Например, очевидно, что подготовка специалистов-механиков в университете во многом зависит от подготовки по математике и физике в средней общеобразовательной школе [12]. Сохранение образования в области механики связано также и с решением ключевых задач прикладного характера, среди которых отметим проблему обеспечения учебного процесса необходимой литературой, лабораторным оборудованием, вычислительной и оргтехникой, матобеспечением ПК и т.д.  Будут ли решены упоминавшиеся проблемы в ближайшее время – зависит от ответственности и дальновидности государственной власти и общественного сознания. Задачу же сохранения образования в области механики надо решать немедленно [11]. 

Сохранить – значит сделать современным, актуальным, в том числе и за счёт внедрения и использования новых образовательных информационных технологий.
2. Важнейшей проблемой образования является сохранение и расширение его доступности. И здесь большое будущее имеют технологии дистанционного обучения (ДО), предоставляющие студентам возможности освоения основных и (или) дополнительных программ высшего и среднего профессионального образования непосредственно по месту жительства или временного их пребывания.

Дистанционное обучение обеспечивается применением совокупности образовательных технологий, при которых  целенаправленное опосредованное или не полностью опосредованное взаимодействие обучающегося и преподавателя осуществляется независимо от места их нахождения и распределения во времени на основе педагогически организованных информационных технологий, прежде всего с использованием средств телекоммуникации. 

Развитие технологий ДО является насущно необходимым для России. Теоретически использование современных педагогических дистанционных (информационных) технологий обучения возможно в любом уголке страны. Однако создание дееспособной и эффективной системы такого образования в России осложнено множеством разнообразных обстоятельств: огромная территория страны; большое число желающих получить высшее образование в местах, удалённых от вузовских центров; зачастую низкий стартовый уровень знаний студентов; слабая мотивация к самостоятельной плодотворной работе.
3. Одним из основных недостатков технологий дистанционного обучения является зачастую сведенное к минимуму непосредственное взаимодействие преподавателя и студента. Отчасти нейтрализовать этот недостаток возможно тщательнейшей методической проработкой изучаемого материала.
Материальная основа использования современных дистанционных педагогических технологии – разработка и создание учебно-методических комплексов по каждой дисциплине. Комплекс, очевидно, должен включать программу, планы практических (семинарских) занятий, контрольные вопросы и вопросы для самопроверки, темы контрольных и курсовых работ, вопросы, выносимые на экзамен (на госэкзамен), методические рекомендации по всем формам занятий и, разумеется, теоретический материал курса (лекции, пособия, хрестоматии и др.), а также глоссарий. При реализации технологий ДО могут найти широкое применение электронные издания учебников и учебных пособий, структура содержания которых в общих чертах совпадает со структурой учебно-методического комплекса [13].
4. Представляемое пособие может послужить основой разработки электронного учебно-методического комплекса по кинематике и содержит основные сведения из теории сложного движения точки, решение ряда типовых учебных задач и методические рекомендации как по изучению, так и по преподаванию одного их важнейших разделов кинематики.
Настоящее пособие, как представляется, может быть полезным студентам физико-математических направлений подготовки любых форм обучения, магистрантам и аспирантам, а также преподавателям. 

Введение
Теоретическая механика – наука о наиболее общих законах механического движения и равновесия макроскопических твёрдых тел. Изменение относительного положения тел с течением времени называется механическим движением. Теоретическая механика – наука, изучающая общие законы механического движения.

Теоретическая, или классическая  механика основана на аксиоматической базе законов Ньютона. С одной стороны теоретическая механика, следовательно, –  раздел физики и одна из самых математизированных частей естествознания. С другой – часть прикладной математики [1].

Теоретическая механика – классический мировоззренческий естественнонаучный курс, современное содержание которого определяется трудами в первую очередь отечественных учёных и педагогов Н.Е. Жуковского [6], Н.Н. Бухгольца [4], И.В. Мещерского [7], Н.В. Бутенина [3] и др.


Университетский курс теоретической механики – основной фундаментальный курс при подготовке бакалавров по направлениям «Механика и математическое моделирование», «Прикладная математика и информатика» и др. 


Курс теоретической механики традиционно делится на два основных раздела: кинематику и кинетику. Кинетика в свою очередь разделяется на статику и динамику. Чаще всего изложение курса теоретической механики начинают с раздела кинематики.

Кинематика – раздел теоретической механики, изучающий движение с чисто геометрических позиций без учёта причин, вызвавших это движение. Наряду с общими понятиями теоретической механики, такими как абсолютное трёхмерное пространство, абсолютное время, система отсчёта, материальная точка, абсолютно твёрдое тело, – основными понятиями кинематики являются закон движения, траектория, скорость, ускорение [14].
Движение как изменение положения одного абсолютно твёрдого тела относительно другого, называемого телом отсчёта, зависит от выбора последнего. Математическая абстракция (модель) тела отсчёта – система координат. Вид движения материальной точки или абсолютно твёрдого тела существенно зависит от того, в какой координатной системе оно рассматривается. Одно и то же тело в одно и то же время может относительно одной системы координат двигаться, а относительно другой – находиться в покое. Система координат может быть в условиях конкретной задачи или неподвижной, или в свою очередь находиться в каком-либо движении, что, естественно, предполагает наличие другой условно неподвижной координатной системы. Система координат вместе с системой (способом) исчисления времени образует систему отсчёта.

Все выводы классической механики, построенной на законах Ньютона, предполагают существование абсолютной (неподвижной) системы координат и справедливы как в ней самой, так и в любой инерциальной системе отсчёта, то есть системе, движущейся поступательно, равномерно и прямолинейно или находящейся в покое относительно абсолютной. 

Раздел кинематики точки, который устанавливает связь между движением, наблюдаемым в неподвижной (инерциальной) системе координат, и этим же движением, наблюдаемым в подвижной (в общем случае неинерциальной) системе отсчёта [5], обычно называют кинематикой сложного движения. 

Сложное движение точки [15] – это движение, рассматриваемое одновременно относительно двух и более систем координат. Обычно под сложным движением понимается движение точки в неподвижной (абсолютной) системе отсчёта, рассматриваемое как суперпозиция движения точки относительно подвижной системы (относительное движение) и движения точки, обусловленного перемещением подвижной системы относительно неподвижной (переносное движение).


Теория и методы кинематики сложного движения с одной стороны отражают сущность движения системы твёрдых тел. Движение рассматриваемого твёрдого тела может исследоваться как относительно твёрдого тела, принятого в условиях задачи за неподвижное тело отсчёта, так и относительно иных движущихся тел (подвижных тел отсчёта). 

С другой стороны теория сложного движения как математическая модель применима к анализу любого движения. При этом достаточно ввести неподвижную и подвижную системы отсчёта, и любое движение можно трактовать как сложное. Такой подход оказывается эффективным и позволяет построить решения ряда задач.


Решения задач, рассмотренных в пособии и сформулированных в основном в часто используемых сборниках [8,9,10], призваны проиллюстрировать их основные методические особенности. 

В разделе 8 после порядкового номера задачи даётся ссылка на источник, из которого взята её формулировка. 
Знак ( обозначает конец формулировки, решения задачи или примера.

Принятые обозначения
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1. Определения и предварительные замечания


Определение. Материальная точка – твёрдое тело, размерами которого в условиях конкретной задачи можно пренебречь. (
Далее везде, если не оговорено особо, под термином точка будет пониматься материальная точка.
Определение. Абсолютное движение (траектория, скорость, ускорение) – движение (траектория, скорость, ускорение) точки относительно неподвижной (абсолютной) в данной задаче системы координат. (
Определение. Относительное движение (траектория, скорость, ускорение) – это движение (траектория, скорость, ускорение) точки относительно подвижной системы координат. (
Неподвижная и подвижная системы координат определяют соответственно неподвижное и подвижное в общем случае трёхмерные пространства.

Определение. Переносное
 движение (траектория, скорость, ускорение) – это абсолютное движение (траектория, скорость, ускорение) той точки подвижного пространства, в которой в данный момент находится рассматриваемая материальная точка. ( 


Из последнего определения следует, что о переносном движении (траектории, скорости, ускорении) в течение конечного промежутка времени можно говорить только в предположении отсутствия относительного движения в течение того же промежутка времени. В большинстве случаев под переносным движением понимается мгновенное движение.

Иногда встречаются формулировки, утверждающие, что переносное движение – движение подвижной системы координат относительно неподвижной [3]. Определение будет справедливым только при поступательном перемещении подвижной системы координат относительно неподвижной. В противном случае оно оказывается некорректным, тем более, что переносное движение материальной точки – это одно из движений этой точки, а не системы координат.

Определение. Сложное движение точки – это движение, рассматриваемое одновременно относительно двух и более систем координат. (
Любое движение может рассматриваться как сложное при соответствующем выборе систем координат. Таким образом, теория кинематики сложного движения даёт по существу технологии решения практических задач.
Заметим, что кинематика сложного движения даёт достаточно простые и наглядные алгоритмы решения большого класса задач, в которых абсолютное движение точки естественно рассматривать как совокупность нескольких составляющих «простых» движений. Эти алгоритмы отражают природу движения и тогда, когда в одной задаче друг относительно друга движутся не два, а три и более твёрдых тел, с каждым из которых возможно связать определённую систему координат. 

Например, движение точки по поверхности Земли с учётом суточного вращения планеты и её движения по орбите вокруг Солнца естественно рассматривать как суперпозицию нескольких относительно простых движений. Движение точки в этом случае рассматривается как сложное, складывающееся из движения точки относительно поверхности Земли, вращения точки вместе с Землёй относительно её оси и движения точки вместе с Землёй по орбите вокруг Солнца. При этом начало неподвижной системы координат связано с Солнцем, а оси ориентированы на «неподвижные» звёзды. Две подвижные системы могут быть связаны с Землёй: одна жёстко связана с планетой и вращается вместе с ней вокруг оси, другая своим началом имеет центр масс Земли, а её оси перемещаются поступательно при движении планеты по орбите (так называемая кёнигова
 система координат). 

В то же время методы кинематики сложного движения универсальны и могут быть эффективно применены к изучению различных видов движений, в том числе и тех, которые естественно рассматривать в неподвижной системе координат (то есть как абсолютные, или простые, без введения подвижной системы отсчёта). 

2. Связь между абсолютной и относительной
производными векторной функции по времени


Для установления соотношения между кинематическими величинами в неподвижной и подвижной системах координат необходимо установить связь между абсолютной и относительной производными векторной функции по скалярному аргументу (по времени).

Векторная функция времени 
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 в неподвижной прямоугольной декартовой системе координат 
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 может быть представлена в виде 
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где 
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– орты осей этой системы;  
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– проекции вектора на координатные оси. Необходимо отметить, что в соотношении (2.1) 
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Определение. Абсолютной производной по времени от векторной функции 
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 называется производная, вычисленная в неподвижной системе координат:
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Та же векторная функция 
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 в подвижной прямоугольной системе координат 
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, начало которой совпадает с началом неподвижной системы, может быть представлена в виде
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где   
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 – единичные векторы, определяющие направление осей подвижной системы; 
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 – проекции вектора на оси этой системы. Необходимо отметить, что в соотношении (2.3) 
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Очевидно, что подвижная система относительно неподвижной может перемещаться как твёрдое тело, имеющее одну неподвижную точку. Такое движение, называемое иногда сферическим, в каждый момент времени может быть представлено как мгновенное вращение относительно оси, проходящей через неподвижную точку, с некоторой 
угловой скоростью 
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(рис. 1). Таким образом, 
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– мгновенная угловая скорость вращения подвижной системы координат относительно неподвижной.

Очевидно, что
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Или
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и с учётом (2.3), следовательно, 
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В последних преобразованиях в отношении производных от постоянных по величине и неизменно приложенных в одной точке векторов 
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 применена формула Эйлера, обычно используемая для выражения скорости точки в круговом (мгновенно круговом) движении: 
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а для вектора 
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Определение. Относительной производной 
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 называется производная, вычисленная в подвижной системе координат 
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 так, как если бы эта система была неподвижной:
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Иногда относительную производную обозначают по-другому: 
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Таким образом,
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Абсолютная и относительная производные по времени вектора 
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 связаны между собой соотношением (2.6), называемым формулой Бура
 и получающимся из выражения  (2.4) при подстановке в него определения  (2.5):
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Очевидно, что абсолютная и относительная производные тождественны друг другу при 
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1) при поступательном (или мгновенно поступательном) движении подвижной системы координат относительно неподвижной, когда  
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2) при 
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Подчеркнём ещё раз: 
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 – угловая скорость вращения подвижной системы координат относительно неподвижной. 

Одной из грубых и часто повторяющихся ошибок, является представление этой угловой скорости как угловой скорости точки в переносном движении.

Соотношение (2.6) не изменится, если предположить, что подвижная система координат 
[image: image88.wmf]xhz
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 не только вращается относительно неподвижной, но имеет ещё и поступательное перемещение.

Источники

[3]: Глава 13, § 13.1;
[4]: Глава III, § 13.2.
Вопросы и задания для самопроверки по содержанию
 введения, 1 и 2 разделов.

 1). Что изучает кинематика? 

 2). Сформулируйте понятия: «материальная точка», «система координат», «система отсчёта», «инерциальная система отсчёта».

 3). Какое движение называется сложным?

 4). Какое движение (траектория, скорость, ускорение) называется абсолютным?

 5). Какое движение (траектория, скорость, ускорение) называется относительным?

 6). Какое движение (траектория, скорость, ускорение) называется переносным?

 7). Сформулируйте понятия абсолютной и относительной производных векторной функции по скалярному аргументу.

 8). Запишите формулу Бура. Что она выражает?

 9). Укажите, в каких случаях абсолютная и относительная производные совпадают?

10). Что представляет собой вектор 
[image: image89.wmf]w

r

, входящий в формулу Бура?

 
11). Докажите, что формула Бура не изменится, если предположить, что подвижная система координат 
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 не только вращается относительно неподвижной системы 
[image: image91.wmf]Oxyz

, но имеет ещё и поступательное перемещение.


12). Какая система координат называется кёниговой?

3. Теорема о сложении скоростей

Без ограничения общности рассуждений рассмотрим случай, когда движение точки одновременно рассматривается относительно неподвижной и относительно подвижной систем координат.

Система координат 
[image: image92.wmf]Oxyz

 – неподвижная прямоугольная декартова система, а 
[image: image93.wmf]xhz
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 – подвижная прямоугольная система координат. 
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Формулировка. Абсолютная скорость точки равна векторной сумме скоростей относительного и переносного движений:
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Учитывая, что 
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– абсолютный радиус-вектор рассматриваемой точки М, 
[image: image97.wmf]c

r

r

 – абсолютный радиус-вектор начала подвижной системы, 
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– относительный радиус-вектор точки М, то есть радиус-вектор точки в подвижной системе координат 
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 (рис. 2), по определению

[image: image100.wmf]e

r

c

c

c

V

V

dt

d

V

dt

d

dt

r

d

r

dt

d

dt

r

d

V

r

r

r

r

r

r

r

r

r

r

r

r

+

=

´

+

+

=

+

=

+

=

=

r

w

r

r

r

~

)

(

, 
где 
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– абсолютная скорость точки М, 
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– абсолютная скорость начала подвижной системы координат точки С;
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– относительная скорость, 
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– переносная скорость. 

Таким образом, переносная скорость 
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 определяется так же, как скорость точки свободного твёрдого тела, что закономерно, если в качестве твёрдого тела рассматривать подвижное пространство, определяемое подвижной системой координат 
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Необходимо обратить внимание на то, что составляющие абсолютной скорости – векторы относительной 
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 и переносной 
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 скоростей в общем случае неортогональны друг другу, и, следовательно, квадрат абсолютной скорости 
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 может быть найден, к примеру, с использованием следствия теоремы косинусов:
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Обобщая теорему о сложении скоростей на случай, когда абсолютное движение точки может быть представлено как совокупность N движений в различных системах координат, получим 
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Источники

[3]: Глава 13, § 13.2;
[4]: Глава II, § 6.15, глава  III, §13.1.
4. Теорема о сложении ускорений


Без ограничения общности рассуждений рассмотрим случай, когда движение точки может быть рассмотрено одновременно в неподвижной 
[image: image113.wmf]Oxyz

 и подвижной 
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 системах координат.

Формулировка. Абсолютное ускорение точки равняется векторной сумме относительного и переносного ускорений и ускорения Кориолúса
:
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где  
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 – абсолютное,  
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 – относительное, 
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 – переносное ускорение, 
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– ускорение Кориолиса. (
Теорема о сложении ускорений называется также теоремой Кориолиса.

По определению абсолютного ускорения и в соответствии с теоремой о сложении скоростей
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Первое слагаемое в правой части выражения (4.2) – абсолютная производная вектора относительной скорости 
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, и, следовательно, по формуле Бура (2.6):
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 EMBED Equation.3  [image: image123.wmf]1
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– абсолютная производная вектора относительной скорости, выраженная через относительную производную. 

По определению 
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– относительное ускорение, то есть ускорение точки в подвижной системе координат 
[image: image125.wmf]xhz
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, как если бы эта система была неподвижной. 

Необходимо подчеркнуть, что абсолютная производная от вектора относительной скорости не равна относительному ускорению, а определяется суммой относительного ускорения и слагаемого, представляющего часть так называемого поворотного ускорения, или ускорения Кориолиса: 
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 EMBED Equation.3  [image: image127.wmf]r
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. Последнее ускорение характеризует изменение относительной скорости по направлению, обусловленное вращением подвижной системы координат относительно неподвижной. 

Абсолютная производная по времени от переносной скорости 
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 с учётом (3.3) равна:
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По определению 
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 – абсолютное ускорение точки С – начала подвижной системы координат; 
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 – угловое ускорение подвижной системы координат относительно неподвижной.

По формуле Бура (2.6) 
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. В последнем соотношении 
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 – относительная скорость по определению (3.2).


Выражение (4.5) приобретает вид:

[image: image134.wmf]=

´

+

´

+

´

+

=

)

(

r

w

w

r

e

r

r

r

r

r

r

r

r

r

С

e

V

W

dt

V

d


[image: image135.wmf]r

С

V

W

r

r

r

r

r

r

r

r

´

+

´

´

+

´

+

w

r

w

w

r

e

)

(

.      (4.6)
Введём переносное ускорение как
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Очевидно, что переносное ускорение вычисляется по формуле, совпадающей с формулой ускорения точки свободного абсолютно твёрдого тела, так как  подвижная система координат 
[image: image137.wmf]xhz
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определяет пространство, которое движется как свободное абсолютно твёрдое тело. 


С учётом (4.7) окончательно выражение (4.6) может быть переписано в виде
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где 
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 – вторая составляющая ускорения Кориолиса. 

Необходимо подчеркнуть, что переносное ускорение не равно абсолютной производной от вектора переносной скорости. Вторая составляющая ускорения Кориолиса характеризует изменение величины переносной скорости в результате относительного движения точки.

С учётом введенных обозначений и сделанных преобразований окончательно соотношение (4.2) приобретает вид
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Из соотношения (4.9) следует, что абсолютное ускорение точки не равно сумме относительного и переносного ускорений, а равно в общем случае сумме трёх слагаемых.


И, если ввести вектор ускорения Кориолúса как
 
[image: image141.wmf]r

k

k

k

V

W

W

W

r

r

r

r

r

´

=

+

=

w

2

2

1

,                            (4.10)
то в результате теорема о сложении ускорений (рис. 3) принимает вид (4.1).


Обобщение теоремы о сложении ускорений на случай использования двух и более подвижных систем координат из-за наличия ускорения Кориолиса в учебных пособиях чаще всего не приводится, так как записать его в общем виде достаточно трудно да и не имеет особого смысла. 
Случай использования двух подвижных систем координат будет проиллюстрирован примером решения задачи 8 в разделе 8.


Очевидно, что при поступательном перемещении подвижной системы координат, то есть в том случае, когда 
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, ускорение Кориолиса 
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, и теорема о сложении ускорений принимает вид:
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Если подвижная система координат перемещается поступательно равномерно и прямолинейно, то есть инерциально:

1) 
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, и, следовательно, по определению 
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2) из (3.3) следует, что 
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, и, следовательно, 
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, а из (4.7) следует, что 
[image: image150.wmf]0

=

e

W

r

, откуда, в свою очередь, из теоремы о сложении ускорений следует равенство относительного и абсолютного ускорений: 
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Таким образом, в этом случае ускорение точки в абсолютной (неподвижной) системы отсчёта совпадает с относительным ускорением в подвижной системе. 

Этот факт отражает принцип эквивалентности всех инерциально движущихся относительно друг друга систем координат: ускорение точки одинаково во всех таких системах.

Принцип физического равноправия инерциальных систем отсчёта, или принцип относительности Галилея, проявляется в том, что законы механики во всех таких системах одинаковы. 
Источники

[3]: Глава 13, § 13.3;
[4]: Глава III, § 13.3.
Вопросы и задания для самопроверки 
по содержанию 3 и 4 разделов

 1). Какое движение называется абсолютным?

 2). Какое движение называется относительным?

 3). Какое движение называется переносным?

 4). Сформулируйте теорему о сложении скоростей. Запишите её аналитическое выражение.

 5). Сформулируйте теорему Кориолиса о сложении ускорений. Запишите её аналитическое выражение.

 6). Запишите соотношения, определяющие относительные скорость и ускорение точки.

 7). Запишите соотношения, определяющие переносные скорость и ускорение точки.

 8). Верно ли определение: «Вектор относительного ускорения равен первой производной по времени от вектора относительной скорости»? 

 9). Верно ли определение: «Вектор переносного ускорения равен первой производной по времени от вектора переносной скорости»?

10). Из каких составляющих состоит вектор ускорения Кориолиса? Запишите выражение ускорения Кориолиса и объясните причины, вызывающие его появление.

11). Сформулируйте условия, при которых ускорение Кориолиса равно нулю?

12). Что представляет собой вектор 
[image: image152.wmf]w
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, входящий в выражение ускорения Кориолиса?

13). Сформулируйте условия, при которых абсолютное и относительное ускорения точки совпадают.

14). Сформулируйте принцип эквивалентности всех инерциально движущихся друг относительно друга систем координат.

5. Гюстав Гаспар Кориолис

Гюстáв Гаспáр Кориолúс (Gustave Gaspard Coriolis) – французский математик, механик, инженер. Родился в Париже 21 мая 1792 года. Окончил Политехническую школу в 1810, а также Школу мостов и дорог в 1812. С 1816 – репетитор, затем профессор, а с 1838 – директор Политехнической школы. Работал также в Центральной школе искусств и ремёсел и в Школе мостов и дорог. Член Парижской Академии наук с 1836. 

Основные работы Г.Г. Кориолиса посвящены аналитической механике. В монографии «Трактат о механике твёрдых тел и о расчёте действия машин» в 1829  (одновременно с Ж. Понселе) ввёл понятие работы силы. Ввёл коэффициент ½  перед величиной  
[image: image153.wmf]2
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, введённой в механику Х. Гюйгенсом (1629–1695) и названной Г.В. Лейбницем (1656–1718) «живой силой», завершив тем самым формирование современного понятия кинетической энергии материальной точки. Г.Г. Кориолис и Ж. Понселé (1788–1867) дали геометрическую интерпретацию аналитической механике Ж.Л. Лагранжа (1736–1813). Большое значение имеют работы Г.Г. Кориолиса по развитию принципа виртуальных перемещений и его применению. Г.Г. Кориолис открыл явление ползучести.

Г.Г. Кориолис изучал движение бильярдных шаров после удара кием. Считается, что этот анализ и подтолкнул его к разработке теории относительного движения материальной точки. В работах «Трактат о механике твёрдых тел и о расчёте действия машин» (1829) и «Об уравнениях относительного движения систем тел» (1835) дал окончательное оформление теории относительного движения, введя понятия дополнительного ускорения и силы инерции (ускорение и сила инерции Кориолиса). 

Г.Г. Кориолис скончался 19 сентября 1843 года.

Основные сочинения
1. Traité de la mécanique des corps solides et du calcul de l’éffet des machines. 2 éd. – P., 1844. («Трактат о механике твёрдых тел и о расчёте действия машин»,   1- e изд. 1829).

2. Sur les équations du mouvement relatif des systèmes des corps. “Journal de l’École politechnique”, 1835, t.15, cahier 24. («Об уравнениях относительного движения систем тел»).

3.  Математическая теория явлений бильярдной игры. – М.: 1956.
6. Ускорение Кориолиса

Наличие ускорения Кориолиса 
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 (4.10), называемого иногда поворотным, или дополнительным ускорением:

[image: image155.wmf]r

k

V

W

r

r

r

´

=

w

2

 –
в теореме о сложении ускорений (теореме Кориолиса) вызывает необходимость подробнее остановиться на природе и особенностях этой составляющей абсолютного ускорения точки.

Прежде всего, следует отметить, что модуль этого ускорения равен
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, где 
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- угол между векторами 
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 и 
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Направление вектора ускорения Кориолиса 
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 определяется правилом векторного произведения (правило «правой руки», «буравчика» и т.п.). Уместно напомнить, что вектор 
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 направлен перпендикулярно плоскости, определяемой векторами 
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 и 
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, в ту сторону, глядя с которой, можно видеть совмещение вектора 
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 кратчайшим путём с вектором 
[image: image166.wmf]r
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, совершающимся в направлении, противоположном направлению движения часовой стрелки. При этом для наглядности оба вектора следует приложить в рассматриваемой точке (рис. 4).
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Определять направление ускорения Кориолиса можно и с помощью правила Н.Е. Жуковского (1857–1921): проекцию 
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 относительной скорости 
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 на плоскость, перпендикулярную вектору угловой скорости 
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 подвижной системы координат, следует повернуть на угол  
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 вокруг оси, определяемой вектором 
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, в направлении вращения. Полученное направление и будет направлением вектора ускорения Кориолиса 
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 (рис. 5).

Из определения ускорения Кориолиса следует, что вектор 
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 может быть равен нулю в трёх случаях: 

· 
[image: image174.wmf]w
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= 0 – отсутствует вращение подвижной системы координат относительно неподвижной, то есть подвижная система перемещается поступательно (или мгновенно поступательно);

· 
[image: image175.wmf]r
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= 0 – относительная скорость равна нулю в данный момент времени; заметим, что если 
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= 0 в течение конечного промежутка времени, то это означает отсутствие относительного движения, и, следовательно, в этом случае нет необходимости вести речь о сложном движении точки в течение этого промежутка времени; мгновенно 
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= 0 в моменты изменения направления относительной скорости на противоположное и возможно в моменты изменения характера движения с замедленного на ускоренное;
· 
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, то есть линии действия векторов 
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 и 
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параллельны или совпадают в данный момент времени (мгновенно) или в течение конечного промежутка времени.

Поясняя природу ускорения Кориолиса как составляющей абсолютного ускорения, нужно подчеркнуть, что с точки зрения механики
· ускорение Кориолиса, как и любое ускорение (или составляющая вектора ускорения), определённым образом характеризует изменение вектора скорости по величине и (или) направлению;

· наличие ускорения Кориолиса обусловлено взаимным влиянием относительного и переносного движений;

· появление ускорения Кориолиса обусловлено в общем случае непоступательным движением подвижной системы координат; как уже отмечалось, при поступательном движении подвижной системы координат (относительно неподвижной) 
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, – и, следовательно, 
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 (при мгновенно поступательном движении эти условия выполняются только в один рассматриваемый момент времени).  
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Необходимо подробнее остановиться на кинематической природе ускорения Кориолиса. Как было показано в разделе 4, это ускорение, состоит из двух слагаемых 
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Появление одной половины ускорения Кориолиса – 
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 (4.3) – обусловлено влиянием переносного движения на изменение направления относительной скорости: вектор 
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 дополнительно изменяет своё направление из-за наличия угловой скорости вращения 
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 подвижной системы координат. Дополнительное ускорение, характеризующее изменение направления вектора относительной скорости 
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 в результате вращения подвижной системы координат 
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 с угловой скоростью 
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, и будет определяться соотношением 
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, аналогичным формуле Эйлера для скорости точки в мгновенно круговом движении: 
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 – радиус вектор точки.

Проиллюстрируем этот факт примером. 

Пример 1. Точка движется с постоянной по величине относительной  скоростью 
[image: image194.wmf]r
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 вдоль радиуса диска от центра к краю. Диск вращается с постоянной угловой скоростью 
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 относительно оси, перпендикулярной плоскости диска и проходящей через его центр (рис. 6). Подвижная ось 
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, направленная по радиусу, имеет, следовательно, ту же угловую скорость 
[image: image197.wmf]w

r

.  Относительное движение точки вдоль оси 
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 является, таким образом, прямолинейным и равномерным: в подвижной системе координат 
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=const. Однако в результате вращения подвижной оси (точка имеет переносную скорость 
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) относительная скорость 
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 в неподвижной системе координат изменяет своё направление. Это изменение и характеризуется составляющей 
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 ускорения Кориолиса. (
Появление второй половины ускорения Кориолиса – 
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(4.8) – обусловлено влиянием относительного движения на изменение переносной скорости: в результате относительного движения (то есть из-за наличия скорости 
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) в каждый последующий момент времени точка переходит в область иных переносных скоростей. Если положение точки в некоторый момент времени 
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 относительно какой-либо точки на линии действия вектора 
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 определится относительным радиус-вектором 
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 из-за наличия относительной скорости положение точки изменится, и скорость её станет равной 
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, а дополнительное ускорение, определяющее изменение переносной скорости, будет равно 
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Проиллюстрируем этот факт на задаче, рассмотренной ранее в качестве примера. 

Пример 1 (продолжение). Точка М в момент времени 
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t

 имеет переносную скорость 
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. Если бы точка не имела относительной скорости, то значение 
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 и постоянной угловой скорости 
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 также осталось бы неизменным. Однако в результате относительного движения со скоростью 
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 точка будет иметь другую переносную скорость 
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 (рис. 7). Изменение переносной скорости из-за наличия относительного движения характеризуется второй составляющей 
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 ускорения Кориолиса. 
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Подчеркнём также, что переносное движение точки по определению является мгновенным. (
Таким образом, полное ускорение Кориолиса будет равно
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Равенство двух составляющих ускорения Кориолиса отражает с одной стороны взаимозависимость, а с другой – взаимозаменяемость относительного и переносного движений.

Нужно подчеркнуть, что с математической точки зрения появление ускорения Кориолиса определяется в общем случае нелинейностью операции сложения ускорений [1]. 
Последнее обстоятельство может быть проиллюстрировано следующим примером.

Пример 2. Точка движется по периметру диска радиуса R с постоянной относительной скоростью 
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. Диск вращается относительно оси, проходящей через центр перпендикулярно его плоскости, с постоянной угловой скоростью 
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 (этот случай движения рассматривается при решении задачи 3 раздела 8, см. рис. 11). 

Заметим, что все три движения (относительное, переносное, абсолютное) точки являются круговыми.

Определим абсолютное ускорение точки. 

Во-первых, отметим, что в этом случае абсолютная скорость совпадает по направлению и с относительной и с переносной скоростями. Скалярная величина абсолютной скорости определится, следовательно, соотношением:
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Во-вторых, обратим внимание на то, что в абсолютном равномерном круговом движении точки скалярное значение абсолютного ускорения, полностью характеризуемого нормальной составляющей, определяется квадратичной функцией абсолютной скорости:
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Очевидно, что эта квадратичная зависимость и обусловливает появление дополнительного слагаемого в выражении абсолютного ускорения – ускорения Кориолиса. 
Таким образом, в этой задаче модуль абсолютного ускорения равен сумме скалярных значений трёх сонаправленных векторов:
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 – относительного ускорения, 
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– ускорения Кориолиса и 
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 – переносного ускорения. (
Ускорение Кориолиса – естественный результат сложения движений.

Источники

[3]: Глава 13, §§ 13.3, 13.4;
[4]: Глава III , §§ 13.3.

7. Общие методические рекомендации к решению задач

Методика решения задач о сложном движении точки основана на подходе, который может быть сформулирован как способ разделения движений. Способ заключается в том, чтобы абсолютное движение представить как сложное, то есть в виде суперпозиции составляющих простых, и изучение каждого составляющего движения осуществлять изолированно от остальных. 

Бόльшая часть учебных задач  [8–10] рассматривает случаи, когда движение точки одновременно рассматривается относительно двух систем координат, одна из которых считается в условиях конкретной задачи абсолютной (неподвижной), а другая – подвижной. Очевидно, что к этому случаю сводятся задачи и с бόльшим числом введённых в рассмотрение систем координат (и составляющих движений).

Без ограничения общности рассмотрим случай двух систем координат (двух составляющих движений). 

Решение конкретной задачи нужно начинать с определения (выбора) числа движений, в которых участвует точка, и с попыток определить вид и характер этих движений. Этот выбор будет определяться введением двух систем координат: абсолютной (неподвижной) и подвижной.

Какое движение нужно принимать за относительное, а какое – за переносное? Отвечая на этот вопрос, необходимо указывать, что выбор относительного и переносного движений заранее не определён и более того, в сущности, произволен: относительное и переносное движения взаимозаменяемы. 

Выбор абсолютной системы обычно не вызывает затруднений: эту систему разумно связывать с неподвижной точкой (точками), осью вращения, неподвижным абсолютно жёстким основанием и т.д.  Вопрос же о выборе подвижной системы координат является принципиально важным, и ответ на него, зачастую, неоднозначен. 

Необходимо подчёркнуть, что подвижную систему нужно выбирать так, чтобы абсолютное (исходное, рассматриваемое как сложное, составное) движение в результате введения подвижной системы могло быть представлено как суперпозиция достаточно простых составляющих движений. Выбор необходимо осуществлять так, чтобы подвижная система позволяла выделить и определить одно из движений. Нужно понимать, что подвижную систему можно выбирать по-разному, и поэтому важно, чтобы такой выбор был бы еще и оптимальным с точки зрения наглядности и простоты построения решения задачи.

Одна из самых распространённых ошибок, совершаемых студентами, заключается в совмещении начала подвижной системы с самой движущейся точкой. Очевидно, что в этом случае выбранная система координат действительно оказывается подвижной и в то же время абсолютно бесполезной с точки зрения построения решения, так как рассматриваемая точка, постоянно находясь в начале координат подвижной системы, становится  неподвижной относительно неё. В результате такого выбора относительное движение выделить не удаётся. 

После введения систем координат ответ на вопрос о качественном определении абсолютного, относительного и переносного движений должен стать очевидным.

Алгоритм непосредственного решения задачи об определении абсолютного движения в общем случае (с применением способа разделения движений) заключается в выполнении следующей последовательности операций (шагов).

1. Анализ относительного движения. Для его осуществления нужно мысленно ликвидировать переносное движение, выбранную подвижную систему координат считать неподвижной и определить движение точки в этой системе. Найденные траектория, скорость и ускорение будут характеризовать относительное движение.

2. Анализ переносного движения. Для его реализации необходимо мысленно ликвидировать относительное движение, то есть считать рассматриваемую точку неподвижной относительно подвижной системы координат, «вмороженной» в подвижное пространство, которое определяется подвижной системой координат. 
Очевидно, что предварительно нужно определить положение точки в подвижной системе координат в конкретный момент времени, используя результаты первого шага. Оставшееся движение точки, обусловленное  перемещением подвижного пространства, будет представлять переносное движение рассматриваемой точки для данного момента времени. Найденные траектория, скорость и ускорение будут характеристиками переносного движения (для рассматриваемого момента времени). 

Важно уметь определять характер движения подвижной системы как абсолютно твёрдого тела. 

В частности, нужно видеть и различать поступательное и мгновенно поступательное движения подвижной системы, знать их признаки, уметь обосновывать поступательный характер движения подвижной системы. При этом переносное движение рассматриваемой точки может быть, к примеру, круговым. В этом случае необходимо подчеркнуть, что точка будет иметь в переносном движении угловую скорость, но вектор этой скорости не есть вектор, который входит в определение ускорения Кориолиса. 

Нужно отметить ещё раз, что в принципе безразлично, какое движение принять за относительное, а какое – за переносное. Результат анализа абсолютного движения от этого выбора не зависит. Однако чаще всего существуют ещё и наглядность, и рациональность, обусловленные конкретной задачей и определяющие конкретный  выбор.  

3. Определение ускорения Кориолиса (см. раздел 6).

4. Определение абсолютной скорости и абсолютного ускорения точки и, если необходимо, абсолютной траектории и закона абсолютного движения. 

При решении задач необходимо требовать, чтобы студенты наносили на чертежи все векторы линейных и угловых скоростей и ускорений, встречающиеся по ходу решения задачи. Нужно рекомендовать либо выполнять отдельные чертежи для относительного и переносного движений и, если необходимо, отдельно для абсолютного движения, либо делать отдельные рисунки, иллюстрирующие применение теоремы о сложении скоростей и теоремы о сложении ускорений. 
В учебных и методических целях полезно при определении ускорения Кориолиса выполнять отдельный рисунок для рассматриваемой точки, в которую сведены вектор угловой скорости вращения подвижной системы координат относительно неподвижной, вектор относительной скорости точки и получаемый вектор ускорения Кориолиса. Опыт свидетельствует, что, к сожалению, не все студенты без затруднений могут определить направление вектора, получаемого как результат векторного произведения двух других векторов. Выполнение отдельных рисунков поможет избежать путаницы и обеспечит ясность и наглядность в графическом изображении получаемых полей скоростей и ускорений.

Отметим также, что описанный выше алгоритм решения задач на сложное движение точки, являясь удобным и наглядным во многих практических приложениях, вовсе не является единственно возможным. Так, например, если для точки (находящейся в нескольких  движениях) удаётся сразу записать закон абсолютного движения в координатной форме, то абсолютные скорость и ускорение возможно получить обычным последовательным дифференцированием по времени соответствующих функций закона движения. 

Следует обратить внимание и на тот факт, что основные идеи теории сложного движения точки ужé использовались неявно, например,  при рассмотрении вопроса о разложении векторов скорости и ускорения на радиальную и трансверсальную (поперечную) составляющие при плоском движении точки.

Так вектор (абсолютной) скорости, в этом случае имеющий вид суммы радиальной 
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[image: image236.wmf]p

V

r

 составляющих

[image: image237.wmf]0

0

p

r

r

r

V

V

V

p

r

r

&

r

&

r

r

r

j

+

=

+

=

,
можно рассматривать как сумму относительной и переносной скорости, то есть 
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 (а можно и по-другому: 
[image: image240.wmf]0

p

r

V

r

r

&

r

j

=

 и 
[image: image241.wmf]0

r

r

V

p

r

&

r

=

).


Вектор абсолютного ускорения, имеющий вид суммы двух составляющих: радиальной – 
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может быть, к примеру, естественно представлен  в виде суммы трёх составляющих: относительного ускорения  
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, переносного ускорения 
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 и ускорения Кориолиса   
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Следует также обратить внимание и на то, что идеи теории сложного движения точки фактически в определённой форме используются также в алгоритме решения задач кинематики плоского (плоскопараллельного) движения твёрдого тела, обычно изучаемой раньше кинематики сложного движения точки. 

Так если поступательное движение плоской фигуры в своей плоскости вместе с выбранным центром определить как переносное, а движение фигуры и всех её точек относительно выбранного центра как относительное движение, то теория плоского движения в части, определяющей скорость и ускорение точки плоской фигуры, полностью совпадает с теорией сложного движения точки. При плоском движении абсолютные скорость и ускорение точки определялись соотношениями:
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и если принять 
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А если принять 
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В последних соотношениях 
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 – радиус-вектор точки  (
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) относительно начала подвижной системы координат, в предположении, что её оси перемещаются поступательно, а начало жёстко связано с движущейся плоской фигурой. Ускорение Кориолиса  при этом равно нулю: 
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, – так как подвижная система координат движется поступательно.

Аналогичные соображения можно использовать, например, при установлении аналогии с кинематикой свободного движения твёрдого тела и движения твёрдого тела, имеющего одну неподвижную точку.

Вопросы и задания для самопроверки 
по содержанию 6 и 7 разделов

 1). Сформулируйте понятие сложного движения.

 2). Сформулируйте определение относительного движения.

 3). Сформулируйте определение переносного движения.

 4). Сформулируйте теорему о сложении скоростей. Запишите её аналитическое выражение.

 5). Сформулируйте теорему Кориолиса о сложении ускорений. Запишите её аналитическое выражение.

 6). Запишите соотношения, определяющие относительные скорость и ускорение точки.

 7). Запишите соотношения, определяющие переносные скорость и ускорение точки.

 8). Запишите выражение ускорения Кориолиса и объясните причины, обусловливающие его появление.

 9). Укажите случаи, в которых ускорение Кориолиса равно нулю?

10). Объясните, что представляет собой вектор 
[image: image263.wmf]w

r

, входящий в выражение ускорения Кориолиса?

11). Сформулируйте правило Жуковского для определения направления ускорения Кориолиса.

12). В чём заключается «способ разделения движений» при решении задач о сложном движении точки? 

13). Установите (на конкретном примере) аналогию между теорией сложного движения точки и теорией движения точки твёрдого тела, находящегося в условиях плоскопараллельного движения.

14). Проведите аналогию между кинематикой сложного движения точки и кинематикой точки свободного твёрдого тела.

15). Установите (на примере конкретной задачи) аналогию между выражениями скорости и ускорения точки в сложном движении и выражениями скорости и ускорения в разложении на радиальную и трансверсальную составляющие.

8. Методические аспекты решения задач

Задача 1 ([8] 23.47).

Полое кольцо радиуса 
[image: image264.wmf]r

 жёстко соединено с валом АВ, и притом так, что ось вала расположена в плоскости оси кольца. Кольцо заполнено жидкостью, движущейся в нём в направлении стрелки с постоянной относительной скоростью 
[image: image265.wmf]U
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. Вал АВ вращается по направлению движения стрелки часов, если смотреть по оси вращения от А к В. Угловая скорость вала 
[image: image266.wmf]w

r

 постоянна. Определить величины абсолютных скоростей и ускорений частиц жидкости, расположенных в точках 1, 2, 3 и 4 (рис. 8).
[image: image513.wmf]y


Методические замечания.
Введём две системы координат: неподвижную 
[image: image267.wmf]Oxyz

 и подвижную 
[image: image268.wmf]xh

C

, жёстко связанную с кольцом и вращающуюся вместе с ним с угловой скоростью 
[image: image269.wmf]w
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. Каждая частица жидкости имеет два движения: собственное движение по периметру кольца и движение вместе с вращающимся кольцом вокруг оси АВ. Без ограничения общности в рассматриваемый момент времени будем считать, что плоскость кольца совпадает с плоскостью 
[image: image270.wmf]Oxy

 (ось Oz перпендикулярна плоскости чертежа). 

Движение точки по периметру кольца в таком случае является относительным, а движение точки, обусловленное вращением кольца, – переносным. И то, и другое движения точки – круговые. Подвижная система координат находится во вращательном движении с угловой скоростью 
[image: image271.wmf]w
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.

Решение. 
1. Относительное движение будем рассматривать в отсутствии переносного: мысленно ликвидируем вращение кольца. Относительное движение – это равномерное круговое движение точки по дуге окружности с центром в точке С. Относительная скорость постоянна и известна из условия задачи: 
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. Векторы относительных скоростей точки в указанных положениях равны 
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и ориентированы так, как показано на рис. 8. Относительное ускорение во всех четырёх положениях по величине также будет неизменным и определяться нормальной составляющей 
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. Векторы относительного ускорения направлены по радиусам к центру окружности – точке С  (рис. 9).

2. Переносное движение будем рассматривать в предположении, что относительное движение точки по периметру кольца отсутствует. Это движение точек жидкости, мысленно зафиксированных в точках 1, 2, 3, и 4 кольца и вращающихся вместе с ним вокруг оси АВ. Во всех положениях точки переносное движение является круговым и равномерным. 

[image: image514.wmf]O

В положении 1 траектория переносного движения – окружность с центром в точке D и радиуса 
[image: image276.wmf]r

; плоскость этой окружности перпендикулярна оси АВ. Переносная скорость 
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 в положении 1, следовательно, параллельна оси Оz (перпендикулярна плоскости рисунка и направлена из этой плоскости на наблюдателя) и равна по модулю 
[image: image278.wmf].
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В положении 2 траектория переносного движения – окружность с центром в точке F и радиуса 
[image: image279.wmf]r
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;  плоскость этой окружности также перпендикулярна оси АВ. Переносная скорость 
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 в положении 2 параллельна и сонаправлена с осью Оz и равна  
[image: image281.wmf].
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В положении 3 траектория переносного движения – окружность с центром в точке D и радиуса 
[image: image282.wmf]r
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; плоскость этой окружности перпендикулярна оси АВ. Переносная скорость 
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 в положении 3 параллельна оси Оz и равна   
[image: image284.wmf].
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И, наконец, в положении 4 траектория переносного движения также окружность с центром в точке Е и радиуса 
[image: image285.wmf]r
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; плоскость этой окружности перпендикулярна оси АВ. Переносная скорость 
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 в положении 4 параллельна оси Оz и равна 
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 (см. рис. 8).

Так как вращение плоскости кольца равномерное, то переносные ускорения точки во всех положениях будут определяться своими нормальными составляющими, ориентированными к центрам окружностей, по дугам которых в каждом конкретном положении на кольце движется частица жидкости (см. рис. 9); при этом касательные составляющие равны нулю. Очевидно, что скалярные значения переносного ускорения равны 
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3. Ускорение Кориолиса 
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 в положениях 1 и 3 равно 0, так как векторы 
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параллельны в этих положениях вектору 
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В положении 2 вектор 
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 сонаправлен с вектором переносной скорости (направлен из плоскости чертежа на наблюдателя и перпендикулярен этой плоскости) и численно равен 
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 (см. рис. 9).

В положении 4 вектор 
[image: image297.wmf]k
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направлен в противоположную сторону от вектора переносной скорости (направлен из плоскости чертежа от наблюдателя и перпендикулярен этой плоскости) и численно также равен 
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4. Абсолютные скорости и абсолютные ускорения точек определятся векторными суммами в соответствии с теоремой о сложении скоростей и теоремой Кориолиса. 
Скалярные значения скоростей в этой задаче определяются соотношениями: 
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Скалярные значения ускорений определятся соотношениями: 
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Заметим, что траектория абсолютного движения точки будет представлять собой спиралевидную кривую на поверхности тора, образованного вращающимся вокруг горизонтальной оси кольцом (
Задача 2 ([9] 11.3.11).

По стержню АВ  шарнирного параллелограмма 
[image: image305.wmf]1
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 движется точка М с ускорением 
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. Определить абсолютное ускорение точки М в момент времени, когда угол 
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(рис. 10).

[image: image515.wmf]x

Методические замечания.
Свяжем со стержнем АВ подвижную ось 
[image: image312.wmf]x

A

. Точка М участвует в двух движениях: в прямолинейном ( по стержню АВ ( и в движении, обусловленном перемещением стержня АВ. 

Необходимо обратить внимание на особенность этой задачи, заключающейся в том, что стержень АВ и связанная с ним ось 
[image: image313.wmf]x
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 перемещаются поступательно: скорости точек А и В равны между собой в любом положении механизма по основной теореме кинематики, следовательно им равны в каждый момент времени и скорости всех точек стержня АВ. Траектории всех точек стержня АВ совпадают при наложении, в каждый момент времени равны и ускорения всех точек.
Решение.

1. Прямолинейное движение точки по стержню АВ – относительное, круговое движение точки вместе с АВ – переносное. 

2. Траектория переносного движения точки М – дуга окружности в плоскости чертежа с центром в точке С и радиуса СМ. Переносное ускорение точки М в силу поступательного движения оси 
[image: image314.wmf]x
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 равно, например, ускорению точки А, очевидно находящейся в круговом движении относительно точки О: 
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 (см. рис. 10).

4. Ускорение Кориолиса равно нулю, так как, ещё раз напомним,  подвижная система координат 
[image: image321.wmf]x
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 движется поступательно, то есть без вращения, относительно неподвижной системы Oxy. В то же время следует ещё раз подчеркнуть, что переносное движение точки является круговым, совершающимся с угловой скоростью, равной 
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. Таким образом  
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 ( угловая скорость точки в переносном движении, но не угловая скорость вращения подвижной системы координат относительно неподвижной.

5.  Абсолютное ускорение точки М определится 
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И, следовательно, 
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Задача 3 ([9] 11.5.2).

Кольцо радиуса 
[image: image328.wmf]м
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 вращается с постоянной угловой скоростью 
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 в плоскости чертежа. По кольцу перемещается точка М с постоянной скоростью  
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. Определить направление и модуль абсолютного ускорения точки М в указанном положении (рис. 11).

Методические замечания.
Естественно за относительное в этой задаче принять движение точки по периметру кольца, связав подвижную систему координат с вращающимся кольцом. Заданная линейная скорость будет, таким образом, относительной скоростью, а заданная угловая скорость – угловой скоростью вращения подвижной системы координат 
[image: image331.wmf]xh
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 относительно неподвижной − Oxy. 
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В то же время, эта угловая скорость будет и угловой скоростью в круговом переносном движении точки относительно неподвижной точки О. И то и другое движения являются равномерными. 

Решение.

Очевидно, что в этом случае 
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причём все три составляющих абсолютного ускорения направлены к центру кольца. Поэтому абсолютное ускорение в системе координат Oxy (анализ абсолютного ускорения приведён в разделе 6) равно:
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[image: image336.wmf]2
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Задача 4.

Сплошной диск радиуса R  катится без проскальзывания по горизонтальной плоскости. Скорость центра диска точки С постоянна и равна 
[image: image337.wmf]C
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. Определить скорости и ускорения точек, находящихся на концах горизонтального и вертикального диаметров диска (рис. 12).

Решение. 
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Свяжем абсолютную систему координат Oxy с неподвижной плоскостью, подвижную систему координат 
[image: image338.wmf]xh
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 - с центром диска. Пусть подвижная система координат перемещается поступательно и, будучи связанной с центром, имеет, следовательно, постоянную скорость 
[image: image339.wmf]C
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При этих предположениях относительное движение представляет собой вращательное движение диска относительно оси, проходящей через  его центр перпендикулярно плоскости движения. Вращение происходит с постоянной угловой скоростью 
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 (точка Р – мгновенный центр скоростей: 
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). Таким образом, относительные скорости всех точек, лежащих на ободе диска, направлены по касательным к окружности (на рис. 12 для примера показана относительная скорость только точки В) и равны 
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. Относительные ускорения всех четырёх точек равны между собой, направлены к центру окружности и определяются своими нормальными составляющими: 
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В переносном движении все точки диска будут иметь одинаковые скорости: 
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 (на рис. 12 показаны только скорость точки В: 
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), и, следовательно, переносные ускорения отсутствуют. Ускорение Кориолиса всех точек также будет равно нулю в силу поступательного перемещения подвижной системы координат. 

Абсолютные скорости определятся по теореме о сложении скоростей (на рис. 12 показаны абсолютные скорости точки В:  
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Абсолютные ускорения совпадают с относительными ускорениями: 
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Последнее является закономерным результатом, отражающим кинематическое следствие принципа относительности Галилея, в виду того, что подвижная система координат 
[image: image353.wmf]xh
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 движется инерциально. (
Задача 5 ([8] 23.34).

Полупрямая ОА вращается в плоскости рисунка вокруг неподвижной точки О с постоянной угловой скоростью 
[image: image354.wmf]w

. Вдоль ОА перемещается точка М (рис. 13). В момент, когда полупрямая совпадала с осью Ох, точка М находилась в начале координат. Определить движение точки М относительно полупрямой ОА, если известно, что абсолютная скорость 
[image: image355.wmf]V

r

постоянна по величине. Определить также абсолютную траекторию и абсолютное ускорение точки М.

Решение.

1. Точка М участвует в двух движениях. Прямолинейное движение точки вдоль полупрямой ОА и связанной с ней подвижной осью 
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 примем за относительное, а круговое движение точки вместе с полупрямой – за переносное. Абсолютная скорость точки 
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определится как векторная сумма относительной (радиальной) 
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 составляющих, ортогональных друг другу: 
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В силу ортогональности этих составляющих выполняется скалярное равенство: 
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Дифференцируя последнее равенство по времени с учётом того, что 
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а, разделив обе части последнего равенства на 
[image: image365.wmf]0

2

¹

r

&

, получим:

[image: image366.wmf]0

2

=

+

r

r

w

&

&

.
Последнему уравнению – уравнению гармонического осциллятора – удовлетворяет функция 
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 определяются для конкретного движения из начальных условий: при 
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и, следовательно, закон движения будет выражаться функциями 
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а закон изменения скорости –  
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уравнение траектории в полярных координатах ( уравнение окружности: 
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2. Возможен и иной подход к решению. 
С учётом прямолинейности относительного движения скалярное значение 
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 относительной скорости точки может быть записано:
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 Умножая обе части последнего равенства на 
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а в результате интегрирования: 
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Очевидно, что 
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 ( уравнение траектории в полярной системе координат. 
С учётом закона вращательного движения полупрямой: 
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 ( закон изменения радиальной составляющей скорости примет вид: 
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Связь между полярной и прямоугольной декартовой системами отсчёта имеет вид: 
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С учётом уравнения траектории и закона движения кривошипа, получим
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( уравнение траектории в параметрической форме, где в качестве параметра выступает время 
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. Исключая время 
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, получим уравнение траектории в прямоугольной декартовой системе координат – уравнение окружности в каноническом виде: 
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3. Ускорение точки может быть определено в полярной системе координат:
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Задача 6 ([8] 25.17).

Стержень АВ длины 
[image: image397.wmf]м
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 скользит концом А вниз вдоль оси  Оу, а концом В вдоль оси Ох направо. Точка А движется по закону  
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 м. Одновременно вдоль стержня от А к В соскальзывает точка М (рис. 14). Определить модуль абсолютной скорости и абсолютного ускорения точки М в момент 
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Методические замечания.
Точка М участвует в двух движениях: относительном – по стержню АВ, – и переносном – вместе со стержнем АВ. Удобно связать ось 
[image: image401.wmf]As

подвижной системы координат  с находящимся в условиях плоскопараллельного движения стержнем АВ. Таким образом, подвижная система координат также находится в общем случае плоскопараллельного движения.

Решение.

1. В прямолинейном относительном движении скорость точки М определится как 
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2. Переносная скорость 
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 определяется как скорость точки стержня, в которой в данный момент располагается рассматриваемая точка. При 
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 ( точка М находится в середине стержня АВ. Для нахождения 
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 определим мгновенный центр скоростей стержня – точку Р (см. рис. 14). Мгновенная угловая скорость вращения АВ может быть получена как 
[image: image409.wmf]AP

y

AP

V

A

A

AB

&

=

=

w

, при 
[image: image410.wmf]1

t

t

=

 
[image: image411.wmf]5

,

0

)

(

1

=

t

AB

w



 EMBED Equation.3  [image: image412.wmf]1

-

с

. 
Скорость точки А, движущейся вниз по оси Оу, 
[image: image413.wmf]t

y

A

2

-

=

&
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 (формула Эйлера). При вычислении скалярного значения 
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 знак минус опускается. Переносная скорость в рассматриваемый момент, таким образом, сонаправлена с относительной и равна 
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Абсолютная скорость, очевидно сонаправленная с 
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3. Переносное ускорение точки М определится как ускорение точки плоской фигуры (стержня АВ)
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Ускорение точки А, выбранной в качестве центра, 
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Вектор углового ускорения стержня 
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 направлен так же, как и вектор угловой скорости, имеет скалярное значение 
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4. Вектор ускорения Кориолиса 
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 в рассматриваемый момент времени будет направлен к точке Р и равен 
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5. Вектор абсолютного ускорения может быть определён векторной суммой двух ортогональных составляющих, направленных вдоль осей As и At:

[image: image436.wmf]AM

W

W

W

AB

A

r

s

2

0

45

cos

w

-

×

+

=

;

[image: image437.wmf]AM

W

W

W

AB

A

k

t

e

+

×

-

=

0

45

sin

.


[image: image438.wmf]2

2

t

s

W

W

W

+

=

;  
[image: image439.wmf]06

,

8

)

(

1

=

t

W


[image: image440.wmf]2

/

с

м

. (
Задача 7 ([8] 23.44).

По подвижному радиусу диска от центра к ободу движется точка 
[image: image441.wmf]M

с постоянной скоростью 
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. Подвижный радиус поворачивается в плоскости диска с постоянной угловой скоростью 
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. Плоскость диска вращается вокруг своего вертикального диаметра с постоянной угловой скоростью 
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 (рис. 16). Найти абсолютную скорость точки 
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находилась в центре диска, а подвижный радиус был направлен по оси вращения диска.
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Методические замечания.
При анализе задачи необходимо, прежде всего, обратить внимание на то, что точка   находится в сложном движении, которое может быть представлено как суперпозиция трёх простых движений. 

Решение.

Первое движение – прямолинейное равномерное движение точки вдоль радиуса с постоянной первой относительной скоростью 
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Второе – равномерное круговое движение точки вместе с вращающимся радиусом с угловой скоростью 
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 со скоростью 
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Третье – равномерное круговое движение вместе с вращающимся с постоянной угловой скоростью 
[image: image451.wmf]2
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 диском. Скорость точки в этом движении 
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В силу взаимной ортогональности трех составляющих скалярное значение абсолютной скорости в соответствии с теоремой о сложении скоростей (3.4) выразится как функция времени: 
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Задача 8.

В условиях предыдущей задачи определить абсолютное ускорение точки М в момент времени 
[image: image454.wmf]1

1

2

w

=

t

 с, в предположении, что 
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Методические замечания.
Для определения абсолютного ускорения нужно разделить решение задачи на два последовательных этапа.

На первом этапе решения будем считать, что отсутствует вращение диска вокруг вертикальной оси. Следовательно, точка находится в двух движениях (рис. 17). Примем движение точки вдоль радиуса по оси Оr за относительное, а движение точки, обусловленное вращением радиуса в плоскости диска – за переносное.
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Решение.

Относительное ускорение в системе координат 
[image: image457.wmf]Оr

 равно нулю: движение точки вдоль оси Оr  равномерное и прямолинейное.

Переносное ускорение определяется равномерным вращением радиуса и связанной с ним системы 
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 внутри диска с угловой скоростью 
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  и направленной к центру диска; 
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Ускорение Кориолиса на первом этапе – 
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 –  определится соотношением: 
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 Методические замечания.
На втором этапе решения задачи будем рассматривать абсолютное движение точки на первом этапе в системе координат 
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Задача 9 ([8] 23.47).

Стержень скользит в вертикальных направляющих, опираясь нижним концом на гладкую наклонную поверхность треугольной призмы. Призма движется поступательно по горизонтали вправо с постоянным ускорением 
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Методические замечания.
Особенность построения решения этой задачи состоит в том, что поступательное движение стержня в вертикальных направляющих по существу является очевидным движением в абсолютной системе координат 
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Решение.

Из геометрических соображений (см. рис. 19):
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Рис.2. Теорема о сложении скоростей
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Рис.13. Скорость и ускорение точки М в задаче 5.
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Рис.12. Скорости и ускорения точек катящегося диска в задаче 4. 
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Рис.11. Скорость и ускорение точки М в задаче 3. 
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Рис.10. Ускорения точек механизма 


в задаче 2. 
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Рис.19. Ускорение точки М в задаче 9. 
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Рис.18. Составляющие абсолютного ускорения точки М в задаче 8. 
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Рис.17. Ускорение � EMBED Equation.3  ��� точки М 


в задаче 8. 
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Рис.16. Скорость точки М в задаче 7. 
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Рис.15. Ускорение точки М 


в задаче 6. 
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Рис.5. Правило Жуковского
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Рис.8. Поле скоростей в задаче 1. 





Рис.14. Скорость точки М в задаче 6. 














Рис.7. Ускорение � EMBED Equation.3  ���, 


характеризующее изменение переносной скорости в результате относительного движения. 
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Рис.6. Ускорение � EMBED Equation.3  ���, характеризующее изменение направления вектора � EMBED Equation.3  ��� в результате вращения 


подвижной системы координат 
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Рис.9. Поле ускорений в задаче 1.
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Рис.3. Теорема о сложении ускорений
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Рис.4. Ускорение Кориолиса
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Рис.1. Неподвижная и подвижная системы координат
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� В отечественной литературе рубежа 19–20 вв. вместо термина переносное движение применялся характерный термин движение влечения. Например, в работе Н.Е. Жуковского [6]: подвижная система координат «влечёт», увлекает за собой материальную точку.


� Кёниг, Сэмюэл (� EMBED Equation.3  ���, 1712–1757) – нидерландский математик, механик, философ, правовед. Ученик Иоганна Бернулли, библиотекарь принца Оранского, профессор философии и естественного права в Айа.





� Бур, Жак Эдмóн Эмиль (Bour, 1832-1866), французский математик и механик.


� Гюстáв Гаспáр Кориолúс (Coriolis) – французский математик, механик, инженер. См. Раздел 5 настоящей работы.
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