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ВВЕДЕНИЕ 
В настоящее время имеется большое количество физических и технических 

приложений, для которых необходимо проводить моделирование массоперено-

са, теплопереноса, распространения электромагнитных и акустических волн. В 

рамках проведения такого моделирования необходимо решать как линейные, 

так и нелинейные уравнения дифференциальные, интегральные и интегро- 

дифференциальные уравнения математической физики с распределенными в 

пространстве и/или времени коэффициентами. Необходимость решения таких 

уравнений возникает при моделировании технологических процессов произ-

водства устройств твердотельной электроники (диффузия примеси и теплопе-

ренос при нестационарном отжиге, диффузия примеси в многослойных струк-

турах, изменение концентрации радиационных дефектов при постимплантаци-

онном отжиге и т.д.) [1-7]; теплоперенос в многослойных строительных конст-

рукциях [8,9]; акустические волны (в многослойных строительных конструкци-

ях) [10,11]; электромагнитные волны (в многослойных оптических структурах) 

[12-14] и т.д. Пособие ориентировано на развитие у обучающихся по программе 

бакалавриата 09.03.03 «Прикладная информатика» компетенций ОПК-3 и ПК-7 

ФГОС ВО. В результате изучения раздела математики «Некоторые модели фи-

зических процессов с распределенными параметрами» курса «Физика» студен-

ты должны знать наиболее распространенные модели физических процессов с 

распределенными параметрами и методы математической физики, позволяю-

щие проводить их анализ. 
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1. Основные определения 

В данном разделе рассмотрим несколько основных определений, необхо-

димых для изложения материала данного пособия.  

Определение 1 

Уравнение, связывающее независимые переменные x1, x2, …, xm, искомую 

функцию независимых переменных u (x1,x2,…,xm), заданной в некоторой области 

G, и частные производные искомой функции до n-го порядка включительно на-

зывается дифференциальным уравнением в частных производных n-го порядка. 

Определение 2 

Порядком уравнения называется порядок старшей из входящих в уравне-

ние производной. 

Определение 3 

Функция u (x1,x2,…,xm), обращающая уравнение в частных производных в 

тождество, называется решением или интегралом данного уравнения. 

Определение 4 

Дифференциальное уравнение в частных производных называется линей-

ным, если оно линейно относительно искомой функции u (x1,x2,…,xm) и всех её 

производных. В противном случае уравнение называется нелинейным. 

Пример 1 

Линейное дифференциальное уравнение в частных производных первого 

порядка в общем случае имеет следующий вид: 
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Пример 2 

Линейное дифференциальное уравнение в частных производных второго 

порядка в общем случае имеет следующий вид 
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Определение 5 

Если коэффициенты Bi (x1,x2,…,xm) равны нулю, уравнения (1), (2) и ана-

логичные им уравнения более высокого порядка называются однородными. В 

противном случае данные уравнения называются неоднородным. 

Для описания физических процессов наиболее часто используются урав-

нения в частных второго порядка. Данные уравнения, также как и уравнения 

первого порядка, могут быть классифицированы как “линейные” и “нелиней-

ные”, “однородные” и “неоднородные”. Существует также ещё одна классифи-

кация уравнений второго порядка. Наиболее просто она может быть проиллю-

стрирована с помощью линейного относительно старших производных уравне-

ния для функций двух переменных u (x,t). Такое уравнение может быть пред-

ставлено в следующем общем виде 
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Определение 6 

Уравнение (3) называется: 

(i) гиперболическим, если AxxAtt-Axt
2
<0 (данное уравнение наиболее часто ис-

пользуется для описания волновых процессов); 

(ii) параболическим, если AxxAtt-Axt
2
=0 (данное уравнение наиболее часто ис-

пользуется для описания теплопереноса и диффузии вещества); 

(iii) эллиптическим, если AxxAtt-Axt
2
>0 (используется для описания стационарных 

процессов). 

С помощью замены переменных данные уравнения можно преобразовать к 

следующим каноническим формам 

канонические формы гиперболических уравнений 
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каноническая форма параболического уравнения 
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каноническая форма эллиптического уравнения 
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Для однозначного определения решения дифференциального уравнения 

его необходимо дополнить граничными и начальными условиями. Для введе-

ния основных условий рассмотрим функцию двух переменных u (x,t) в некото-

рой области ( x,t) G: 0  x  L, 0  t  . 

Определение 7 

Совокупность начального и граничного условий называется краевыми ус-

ловиями. Начальное условие называется временным краевым условием, а гра-

ничное условие называется пространственным краевым условием. 

Начальное условие 

Начальное условие определяется заданием распределения искомой функ-

ции u (x,t) и ее производной до m-1 порядка (m – порядок уравнения, решением 

которого является искомая функция u (x,t)) внутри области G в начальный мо-

мент времени, т.е. 

u (x,0) = 0(x), 
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Существуют несколько видов граничных условий для искомой функции. 

Граничное условие первого рода (задача Дирихле) 

Граничное условие первого рода (задача Дирихле) состоит в задании на 

границах области G искомой функции u (x,t) в любой момент времени, т.е. 

u (0,t) = 1 (0,t), u (L,t) = 2 (L,t).          (4а) 

Такие граничные условия могут быть реализованы при искусственном 

поддержании постоянной концентрации легирующей примеси или температу-

ры, а также особыми условиями массо- или теплообмена между границей об-

ласти G и окружающим пространством. 

Граничное условие второго рода (задача Неймана) 

Граничное условие второго рода (задача Неймана) состоит в задании на 

границе области G плотности потока тепла, частиц, … При этом поток пропор-

ционален нормальной производной искомой функции u (x,t) 
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В данном соотношении нормальная производная 
 
n

txu



 ,
 искомой функ-

ции u (x,t), имеющая смысл концентрации вещества или температуры, после ум-

ножения на коэффициент , имеющий смысл соответственно коэффициентов 

диффузии или теплопроводности, является потоком соответственно вещества 

или тепла через поверхность G. Такие граничные условия используются при 

теплообмене во время нагревания тела в высокотемпературных печах, где пере-

дача тепла происходит при помощи излучения по закону Стефана-Больцмана, 

когда температура тела значительно меньше температуры излучающих поверх-
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ностей. Второй пример реализации граничных условий второго рода - протека-

ние частиц через границу области G с заданным потоком. 

Граничное условие третьего рода (задача Ньютона) 

Обычно граничные условия третьего рода характеризуют конвективный 

теплообмен между поверхностью тела и окружающей средой в процессе нагре-

вания и охлаждения тела. Данный закон достаточно сложен, но в упрощенном 

виде может быть принят в виде закона Ньютона. В рамках данного закона по-

ток тепла через поверхность тела пропорционален разности температур данного 

тела и окружающей среды, т.е. 
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В данном соотношении параметр  имеет смысл коэффициента теплообмена. 

Частным случаем третьей краевой задачи является закон Стефана-Больцмана. В 

рамках данного закона тепловой поток через границу от температуры пропор-

ционален разности четвёртых степеней температур тела и окружающей среды. 

Граничное условие четвертого рода 

Граничное условие четвёртого рода соответствует массо- и теплообмену 

поверхности тела с окружающей средой (например, с другим телом). При этом 

обычно считается, что концентрация вещества или температура (в зависимости 

от рассматриваемой с физической точки зрения ситуации), а также поток веще-

ства или тепла сохраняются с точностью до известного множителя при перехо-

де через границу раздела, т.е. 
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Дифференциальное уравнение может быть преобразовано к интегрально-

му. Рассмотрим два способа такого преобразования. В качестве примера рас-

смотрим обыкновенное дифференциальное уравнение второго порядка 
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где y (x) - искомая функция, ai(x) и b (x) - известные функции независимой пере-

менной x. В рамках первого метода перехода от дифференциального уравнения 

к интегральному сделаем в уравнении (5) следующую замену переменных: 
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функции z (x), т.е. 
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 , где С1 – постоянная интегрирования. 

Искомая функция y (x) является двукратным интегралом от функции z (x), т.е. 
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    21
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  , где С2 – вторая постоянная интегрирования. С 

помощью интегрирования по частям [16] последнее соотношение можно свести 

к однократному интегралу:       21
0
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  . После проведения 

такой замены переменных уравнение (5) преобразуется к следующему виду 

               xbСxСvdvzvxxaСvdvzxaxzxa
xx








 







 21

0
01

0
12

. (5а) 

Постоянные интегрирования С1 и С2 определяются с помощью наложен-

ных на решение условий. Уравнение (5а) является интегральным уравнением 

относительно старшей производной искомой функции. После определения 

функции z (x) ее необходимо проинтегрировать необходимое число раз (в дан-

ном случае – два раза) для определения исходной искомой функции y (x). 

В рамках второго метода перехода от дифференциальной формы уравне-

ния к интегральной проинтегрируем правую и левую части уравнения (5) по не-

зависимой переменной x. Тогда уравнение (5) преобразуется к следующей форме 
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Первые два слагаемых уравнения (5б) могут быть преобразованы к более 

простому виду использованием интегрирования по частям, т.е. 
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Повторное применение интегрирования по частям во втором слагаемом 

позволяет преобразовать интегро-дифференциальное уравнение в интегральное 
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Или, после приведения подобных членов 
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xyd
xa

0
0

1

2

2

2

2
12

 

  1
0

Cvdvb
x

 . 
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Повторное интегрирование последнего соотношения является предпослед-

ним шагом в преобразовании его из интегро-дифференциальной формы к инте-

гральной, т.е. 

 
 

 
 

 
   

   







 










xxx

va
vd

vad

vd

vad
vdvy

vd

vad
vavd

vd

vyd
va

0
0

1

2

2

2

0

2
1

0
2

 

        21
0

CxCvdvbvxvdvyvx
x

  . 

Применение интегрирования по частям к первому слагаемому и приведе-

ние подобных членов в последнем уравнении позволяет получить второй инте-

гральный аналог уравнения (5) 

     
 

 
   

    


















x

vdvyva
vd

vad

vd

vad
vx

vd

vad
vaxyxa

0
0

1

2

2

2

2
12 2  

    21
0

CxCvdvbvx
x

  .        (5б) 

Введение обозначений 

   
 

 
   

 







 va

vd

vad

vd

vad
vx

vd

vad
vava 0

1

2

2

2

2
11 2~ , 

      21
0

CxCvdvbvxxb
x

   

позволяет преобразовать второй интегральный аналог уравнения (5) к оконча-

тельному виду 

         xbvdvyvaxyxa
x ~~

0
12  .           (5в) 

Интегральные уравнения также имеют свою классификацию. Существуют две 

основных группы интегральных уравнений: уравнения Вальтера и уравнения 

Фредгольма. В рамках каждой группы выделяются два рода уравнений: первый 

и второй. Общий вид перечисленных уравнений приведен ниже. Уравнения 

Вальтера соответственно первого и второго рода выглядят следующим образом: 

     xftdtytxK
x

a

 , ,      (6а) 

       
x

a

tdtytxKxfxy , ,          (6б) 

где y (x) – искомая функция, f (x,t) и K (x,t) – известные функции, вторая из кото-

рых называется ядром интегрального уравнения. 

Уравнения Фредгольма соответственно первого и второго рода имеют вид 

     xftdtytxK
b

a

 , ,     (7а) 
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       xftdtytxKxy
b

a

 , .         (7б) 

Если f (x) = 0, уравнения (6) и (7) называются однородными. В противном 

случае - неоднородными. 

2. Теплопроводность 

Теория теплопроводности в настоящее время находит широкое примене-

ние в решении различных технических проблем. Расчет тепловых аппаратов, 

работающих в нестационарном тепловом режиме, расчет на теплоустойчивость 

ограждающих конструкций в условиях переменных тепловых воздействий (те-

плоизоляция зданий, печей, трубопроводов), нагревание машин, электрических 

кабелей, температурные напряжения в мостах, технология электронных прибо-

ров и многие другие вопросы связаны с решением задач нестационарной теп-

лопроводности. К тому же кругу вопросов относятся исследования кинетики 

процессов сорбции, десорбции, сушке, химических реакций, так как задачи не-

стационарной диффузии аналогичны задачам теплопроводности. Кроме того, 

изучение теплофизических свойств различных материалов и, в частности со-

временные методы определения их термических коэффициентов основаны на 

закономерностях нестационарного температурного поля. Несмотря на актуаль-

ность анализа процессов теплопроводности, количество соответствующих спе-

циальных изданий ограниченно. 

2.1. Теплопроводность в однородных материалах 

На первом этапе рассмотрим простейшую модель теплопроводности, т.е. 

теплопроводность в однородных материалах и без учёта источников тепла и за-

висимости параметров от температуры. В более общем случае уравнение теп-

лопроводности может записано в следующей форме 

   
 t,xg

x

t,xT

xt

t,xT
c 





















 .       (8) 

Решением данного уравнения является температура T (x,t). Функция g (x,t) 

описывает источники тепла. Коэффициент c имеет смысл теплоёмкости мате-

риала, а коэффициент  имеет смысл коэффициента теплопроводности. Отно-

шение коэффициента теплопроводности и теплоёмкости  = / c называется ко-

эффициентом температуропроводности. Если коэффициенты  и c постоянны (а 

именно такой случай мы и будем пока рассматривать), тогда уравнение (8) 

примет следующий вид 

   
2

2

x

t,xu

t

t,xu









 .             (8 а) 

Дополним уравнение (8а) следующими граничными и начальным условиями 

 
0

0







x
x

t,xT
 , 

 
0






Lx
x

t,xT
 , T (x,0)= (x).      (9) 
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Следует заметить, что уравнение (1) называется вторым законом Фурье, а 

уравнение q (x,t) =- T (x,t)/    x - первым законом Фурье, где q (x,t) - тепловой 

поток. 

Будем искать решение уравнения (8а) в виде произведения двух множи-

телей, один из которых зависит только от пространственной переменной x, дру-

гой - только от времени t, т.е. T (x,t) = A(x) B(t) [15,16]. Подставим предлагаемую 

форму решения в уравнение (1а) 

 
 

 
 
2

2

x

xA
tB

t

tB
xA









 . 

Далее перенесём в одну часть уравнения все множители, зависящие от 

одной переменной, в другую часть уравнения - все множители, зависящие от 

другой переменной, т.е. 

 
 

 
 
2

21

xd

xAd

xAtd

tBd

tB


 . 

Последнее равенство может выполняться только в том случае, когда его 

правая и левая части равны неопределённой пока постоянной величине 

 
 

 
 





2

21

xd

xAd

xAtd

tBd

tB
. 

Тогда получаем систему уравнений для функций A(x) и B(t) 

 
 


td

tBd

tB

1
, 

 
 





2

2

xd

xAd

xA
.           (10) 

Решим первое уравнение системы (9) методом разделения переменных 

[15,16]. Для использования данного метода умножим левую и правую часть дан-

ного уравнения на d t, что приводит данное соотношение к следующему виду 

 
 

td
tB

tBd
 . 

Интегрирование левой и правой части данного уравнения с использова-

нием таблицы интегралов (см., например, [17]) позволяет получить следующее 

решение первого уравнения системы (10) 

ln[B (t)]=
  t+C1. 

Потенцирование данного соотношения дает функцию B(t) в явном виде 

B (t)=C1e


 
t
. 

Постоянная  из условия физической реализуемости решения должна быть 

выбрана отрицательной, т.е.  =-| |. В противном случае решение уравнения (8а) 

будет неограниченно возрастать во времени. Второе уравнение системы (9) 

может быть преобразовано к виду 
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 xA

Dxd

xAd 


2

2

, 

что эквивалентно следующему уравнению 

 
  0

2

2

 xA
Dxd

xAd 
. 

Далее в рамках метода Эйлера подстановка A (x) = C e


 
x
 позволяет полу-

чить следующее уравнение для параметра  

2
+| |/=0. 

Тогда 

 xi , 

где 1i . 

С учётом последних соотношений функция A (x) может быть представле-

на в двух эквивалентных формах 

 






























D
xiC

D
xiCxA


expexp 32  и  































D
xC

D
xCxA


sincos 54 . 

Вторая форма является более предпочтительной, т.к. с её помощью опре-

деление постоянных интегрирования является более удобной. Решение уравне-

ния (1а) в окончательной форме имеет следующий вид 

  t
e

D
xsinC

D
xcosCt,xT

 













































76
,   (11) 

где C6=C1C4, C7=C1C5. Далее определим неизвестные пока постоянные величи-

ны C6, C7 и . Для этого найдём частную производную по переменной x от 

функции (10) 

  t
e

D
xcos

D
C

D
xsin

D
C

x

t,xT  
















































76

. 

Подстановка граничных значений переменной x приводит к следующим 

результатам 

при x = 0:         
  t

x

e
D

xcos
D

C
x

t,xT  




















7

0

 

при x = L:  
  t

Lx

e
D

Lcos
D

C
D

Lsin
D

C
x

t,xT  

 














































76

. 
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Равенство нулю теплового потока q(x,t) на границах рассматриваемой об-

ласти позволяет получить из первого уравнения данной системы, что оно может 

удовлетворяться только при равенстве нулю постоянной интегрирования C7. 

Остальные множители производной или не равны нулю, или равны нулю толь-

ко в некоторых точках. Равенство нулю постоянной C7 приводит второе урав-

нение последней системы к следующему виду 

при x = L:         
  t

Lx

e
D

Lsin
D

C
x

t,xT  




















6

. 

Данное соотношение может быть равно нулю или при   0Lsin , 

или при C7= 0. Однако второе равенство приводит к нулевому решению уравне-

ния (8а), что интереса не представляет. Решение уравнения   0Lsin  по-

зволяет получить: | |=  2
n

2
/L

2
, n = 0, 1, 2, … Таким образом, уравнение (1а) 

имеет бесконечное число решений. Числа  n /L называются собственными чис-

лами. Соответствующие им ненулевые (нетривиальные) решения называются 

собственными функциями. Задача на нахождение собственных чисел и собст-

венных решений называется задачей Штурма-Лиувиля. Формально составим 

ряд из этих решений 

   















0
6

2

22

n

t
L

n

n
e

L

xn
cosCt,xT





.    (12) 

Для определения постоянных интегрирования C6n воспользуемся началь-

ным распределением. Представим начальное распределение  (x) в виде ряда 

Фурье по собственным функциям рассматриваемой краевой задачи fn (x) = cos (  

n x/L), т.е. 

       



















1 00

coscos
21

n

LL

xd
L

xn
x

L

xn

L
xdx

L
x





 .         (13) 

Далее в соотношении (2) выберем нулевое значение переменной t и при-

равняем полученный ряд ряду (13) 

     















 







 





 1 000
6 coscos

21
cos

n

LL

n
n xd

L

xn
x

L

xn

L
xdx

LL

xn
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. 

Путём сравнения членов ряда при одинаковых значениях n получаем 

 
L

xdx
L

C
0

60

1
 ;   










L

n xd
L

xn
x

L
C

0
6 cos

2 
 , n  1. 

В окончательной форме решение уравнения (8а) имеет следующий вид 

       























0 00

2

22

21

n

Lt
L

n
L

xd
L

xn
cosxe

L

xn
cos

L
xdx

L
t,xT










. 

Описанный метод называется метод разделения переменных Фурье. 



2.2. Теплопроводность в однородных материалах с источниками те-
пла 

Рассмотрим линейное уравнение теплопроводности с источником тепла 
( ) ( ) ( )txg

x
txTD

t
txT ,,,

2

2

+
∂

∂
=

∂
∂ .           (8 б) 

Дополним уравнение (8в) следующими граничными и начальным условиями 

( ) 0
0

=
∂

∂
−

=x
x

t,xTλ , 
( ) 0=
∂

∂
−

=Lx
x

t,xTλ , u (x,0)=χ (x). 

Будем искать решение уравнения (8б) в виде ряда, по собственным функ-
циям однородной краевой задачи fn (x) = cos (π  n x/L) [18], т.е. 

( ) ( )∑ ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛=

∞

=0
cos,

n
n L

xnthtxT π ,        (14) 

где hn(t) - неизвестная пока функция переменной t. Представим функцию g (x,t), а 

также начальное распределение χ (x) в виде рядов Фурье по собственным функ-
циям однородной краевой задачи 

( ) ( ) ( )∑ ∫ ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛+∫=

∞

=1 00
cos,cos2,1,

n

LL
xd

L
xntxg

L
xn

L
xdtxg

L
txg ππ ,   (15) 

( ) ( ) ( )∑ ∫ ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛+∫=

∞

=1 00
coscos21

n

LL
xd

L
xnx

L
xn

L
xdx

L
x πχπχχ .         (16) 

Подстановка ряда (15) в уравнение (8б) позволяет получить уравнение 
для неизвестной функции hn(t) 

( ) ( ) +∑ ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛−=∑ ⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

∂
∂ ∞

=

∞

= 0

2
2

2

0 n
n

n

n

L
xncosthn

LL
xncos

t
th ππαπ

 

( ) ( )∑ ∫ ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛+∫+

∞

=1 00
cos,cos2,1

n

LL
xd

L
xntxg

L
xn

L
xdtxg

L
ππ . 

Далее в полученном уравнении группируем слагаемые при одинаковых 
значениях n и приравниваем их. Тогда 

( ) ( )∫=
∂

∂ L
xdtxg

Lt
th

0

0 ,1 , ( ) ( ) ( )∫ ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛+−=

∂
∂ L

n
n xd

L
xncost,xg

L
th

L
n

t
th

0
2

22 2 ππα . 

Решениями данных уравнений являются следующие функции 

( ) ( ) 60
0 0

0 ,1 Cdxg
L

th
t L

+∫ ∫= ττ , ( ) ( ) 6
0 0

2

22

2
n

t L
L

n

n Cdxd
L

xncos,xge
L

th +∫ ∫ ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛= τπτ

τα
π

, 

где C06 и Cn6 - постоянные интегрирования. Подстановка полученных соотноше-
ний в предлагаемую форму решения (14) уравнения (8б) приводит к следующему 
результату 
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( ) ( ) +∑ ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

⎥
⎥
⎦

⎤

⎢
⎢
⎣

⎡
+∫ ∫ ⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛+=

∞

=1
6

0 0
60 coscos,2, 2

22

n
n

t L
L

n

L
xnCdxd

L
xnxge

L
CtxT πτπτ

τα
π

 

( )∫ ∫+
t L

dxg
L 0 0

,1 ττ .           (17) 

Постоянные интегрирования C06 и Cn6 определим с помощью начального 
условия. Для этого в соотношение (17) подставим нулевое значение перемен-
ной t и приравняем полученный результат разложению начального условия χ (x) 
(16), т.е. 

( ) ( ) +∑ ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
+∫ ∫ ⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛+∫ ∫

∞

=1
6

0

0 0

0

0 0

2

22

21
n

n

L
L

nL

L
xncosCdxd

L
xncos,xge

L
d,xg

L
πτπτττ

τα
π

 

( ) ( )∑ ∫ ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛+∫=+

∞

=1 00
60 coscos21

n

LL
xd

L
xnx

L
xn

L
xdx

L
C πχπχ . 

Тогда 

( )∫=
L

xdx
L

C
0

60
1 χ , ( )∫ ⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛=

L

n xd
L

xnxC
0

6 cos πχ . 

В окончательной форме решение уравнения (8б) имеет следующий вид 

( ) ( ) ( ) +∫+∫ ∫=
Lt L

xdx
L

dxg
L

txT
00 0

1,1, χττ  

( ) ( )∑ ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
∫ ⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛+∫ ∫ ⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛+

∞

=1 00 0

2

22

2
n

Lt L
L
n

L
xncosxd

L
xncosxdxd

L
xncos,xge

L
ππχτπτ

τα
π

. 

Рассмотренные методы решения также применимы и для решения урав-
нения диффузии, но в таком случае решаемой дифференциальное уравнение 
будет называться уравнением диффузии, решение уравнения будет называться 
не температурой, а концентрацией диффундирующего вещества, коэффициент 
α будет называться коэффициентом диффузии и обычно имеет другое обозна-
чение (чаще D). 

2.3. Теплопроводность в неоднородных материалах 
В данном разделе рассмотрим несколько методов решения уравнений в 

частных производных с переменными коэффициентами, применимых для всех 
типов уравнений. В качестве примера выберем параболическое уравнение с ко-
эффициентом α, зависящим в общем случае как от переменной x, так и от пере-
менной t, а также от решения уравнения u (x,t) 

( ) ( ) ( )
⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
∂

∂
∂
∂

=
∂

∂
x

t,xTx
xt

t,xT α           (18) 

со следующими граничными и начальным условиями 
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( ) 0
0

=
∂

∂
−

=x
x

t,xTλ , 
( ) 0=
∂

∂
−

=Lx
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Уравнение (18) в столь общем случае точного решения не имеет. На сле-
дующих примерах проиллюстрируем несколько приближённых методов реше-
ния. 
Пример 3 

В качестве первого примера рассмотрим систему из двух бесконечных ци-
линдров с коэффициентом теплопроводности α  (r,t), принимающим два значе-
ния: α1 при 0≤  r ≤ R1 и α2 при R1≤ r ≤ R2 для любого значения переменной t (см. 
рис. 1). Обозначим температуру в каждом цилиндре аналогично T1 (r,t) и T2 (r,t) 
для 0≤  r ≤ R1 и R1≤ r ≤ R2. Рассмотрим теплообмен данной системы с окружающей 
средой при условии, что в начальный момент времени (t = 0) температура в каж-
дом цилиндре постоянна и равна T1(r,0) = T2(r,0) = T0. Далее данную систему ци-
линдров помещают в среду с постоянной температурой Tс. При этом Tс<T0. В 
данном случае изменение температуры в системе цилиндров описывается сле-
дующей системой уравнений 

R1

R2

 

Рис. 1. Система из двух цилиндров с 
различными радиусами R1 и R2. 
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со следующими граничными и начальными условиями 

T1 (r,0) = T2 (r,0) = T0, T1 (R1,t) = T2 (R2,t), 
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Для нахождения решения системы (52) воспользуемся преобразованием 
Лапласа. Тогда 
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Подробно рассматривать решение уравнения (52а) и переход от Лаплас- 
образа к оригиналу не будем из-за большого объёма соотношений. Приведём 
лишь конечное решение уравнения (52). Оно может быть представлено в сле-
дующей форме 
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где λi и αi - коэффициенты теплопроводности и температуропроводности ци-
линдров, µn - корни уравнения 
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 , j =1,2. 

Недостатком данного метода решения является громоздкость преобразо-

ваний при нахождении решения краевой задачи, необходимость решения транс-

цендентных уравнений типа уравнения (20) для определения постоянных ин-

тегрирования и необходимость не всегда приемлемой идеализации резкой гра-

ницы между слоями. 

Пример 4 

В качестве следующего метода решения уравнения (18) рассмотрим ме-

тод функциональных поправок, являющийся дальнейшим развитием метода 

малого параметра и снимающим ограничение малости (точнее - физической 

малости) используемого параметра. В рамках данного метода представим ко-

эффициент теплопроводности в виде суммы его постоянной и переменной со-

ставляющих, т.е.  (x)=0[1+ h(x)], где 0 <<1, |h(x)|1, 0 - среднее значение 

коэффициента теплопроводности. Будем искать решение уравнения (18) в виде 

степенного ряда по параметру : 

   


0k
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k t,xTt,xT  .            (21) 

Функции Tk(x,t) являются решением системы уравнений: 

   
2

0

2

0

0

x

t,xT

t

t,xT









 ; 

   
 

 





































2

1

2

2

0
x

t,xT
xh

xx

t,xT

t

t,xT
kkk  , k 1 (22) 

с граничными и начальными условиями: 
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00 










Lx

k

x

t,xT
 , T0(x,0)= (x), Tk1(x,0)=0.      (23) 

Данный метод решения дает возможность найти аналитическое решение 

уравнения теплопроводности при произвольном профиле коэффициента тепло-

проводности. Функция T0(x,t) называется нулевым приближением температуры, 

функции Tk(x,t) при k 1 называются поправочными функциями к нулевому 

приближению температуры. Нулевое приближение температуры удовлетворяет 
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первому уравнению системы (22) с условиями (23) и описывается следующим 

рядом 
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т.е. является решением линейного уравнения теплопроводности с постоянным 

коэффициентом теплопроводности. Поправочные функции Tk(x,t) при k 1 оп-

ределяются следующими рядами 
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, k 1. 

С помощью данного метода могут быть также учтены временная и темпе-

ратурная зависимости коэффициента теплопроводности. В случае температур-

ной зависимости коэффициента теплопроводности уравнение теплопроводно-

сти будет нелинейным. 

3. Диффузия 

Диффузия - процесс взаимного проникновения молекул или атомов одно-

го вещества между молекулами или атомами другого, приводящий к самопро-

извольному выравниванию их концентраций по всему занимаемому объёму. В 

некоторых ситуациях одно из веществ уже имеет выравненную концентрацию 

и говорят о диффузии одного вещества в другом. При этом перенос вещества 

происходит из области с высокой концентрацией в область с низкой концен-

трацией (вдоль вектора градиента концентрации). Для описания диффузии ис-

пользуется уравнение диффузии, аналогичное уравнению теплопроводности (8) 

   
 t,xg
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t,xC
D

xt

t,xC






















.    (24) 

В данном уравнении C (x,t) - концентрация диффундирующего вещества, 

D - коэффициент диффузии диффундирующего вещества. Источник примеси g 

(x,t) может быть отдельным слагаемым в уравнении, а может учитываться в 

граничном условии (в том случае, когда он находится на границе рассматри-

ваемой области). Рассмотренные для описания теплопроводности методы ре-

шения краевых задач могут быть использованы и для описания диффузии. На 

примере диффузии рассмотрим метод функциональных поправок в применении 

к решению уравнения диффузии с переменным в пространстве и времени ко-

эффициентом диффузии и с учётом нелинейности данного уравнения. Для это-

го рассмотрим уравнение (24) в следующей форме [18] 
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с граничными и начальным условиями 
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D , C (x,0) = (x). 

3.1. Нелинейная диффузия в материалах с переменным в простран-

стве и времени коэффициентом диффузии 

В уравнении (24а) DL (x,t), P(x,t) и  - соответственно известные функции 

и параметр. Рассмотрим пока простейший случай равенства единице параметра 

. Далее представим функцию DL(x,t) в виде суммы её среднего значения D0 и 

поправочной функции, учитывающей отличие функции DL(x,t) от её среднего 

значения, т.е. 
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0

,     (24б) 

где 0 <1, |g(x,t)|1. Ограниченность по модулю произведения | h(x,t)|<1 явля-

ется следствием физической реализуемости функции DL(x,t) (например, положи-

тельность коэффициента диффузии или температуропроводности). Далее будем 

искать решение уравнения (24б) в виде степенного ряда [18] 
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Подстановка предлагаемой формы решения в уравнение (25а) и прирав-

нивание коэффициентов при одинаковых степенях параметров  и  позволяет 

получить систему уравнений для функций Cij(x,t) 
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Подстановка ряда (25) в граничные и начальное условия для уравнения 

(24а) позволяет получить граничные и начальные условия для системы уравне-

ний (26) в следующем виде 
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, i 0, j 0; С00 (x,0)= (x), Сij(x,0)=0, i 1, j 1. 

Таким образом, вместо исходного нелинейного уравнения (24а) с завися-

щим от независимых переменных x и t коэффициентом D получена система ли-

нейных неоднородных (за исключением уравнения для функции С00(x,t)) урав-

нений с постоянным коэффициентом D. Решая уравнения системы (26) методом 

разделения переменных, получаем 
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… … … 

Подстановка нулевого приближения в поправочные функции С10(x,t) и 

u01(x,t) позволяет получить соотношения для них в явном виде 
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Решение следующих уравнений системы (26) позволяет увеличить точ-

ность аппроксимации решения уравнения (24а). Следует заметить, что положи-

тельность коэффициента D в уравнении (24а) за счёт физических ограничений, 

а также способ введения параметра   и функции h(x,t) приводят к сходимости 

ряда (25) по параметру . 

3.2. Диффузия примеси из постоянного источника 

Рассмотрим диффузию примеси из постоянного источника во время леги-

рования материала и одновременно проиллюстрируем метод интегральных 

преобразований. Однако данный метод как правило применим для линейных 

уравнений с постоянными коэффициентами. В таком случае уравнение диффу-

зии имеет следующий вид 
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с граничными и начальными условиями 

C (0,t)=C0, 
 

0




Lx
x

t,xC
, C (x =0,0) = C, c (x >0,0)=0. 

Решение данной краевой задачи может быть получено переходом к инте-

гральному преобразованию вместо исходной концентрации C(x,t). Данной пре-

образование определяется соотношением [19] 

     
b

a

xd,xKy,xCy,C  , 

где c   d, K(x,) – зависящая от вида интегрального преобразования функция, 

определённая в области a   b, c   d, называемая ядром интегрального преоб-

разования. Функция С (x,y) обычно называется оригиналом, функция  y,C   - 

образом или изображением. 

Далее применим преобразование Лапласа к правой и левой частям по-

следнего уравнения 
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Вычисление по частям интеграла в левой части данного уравнения, а так-

же изменение порядка дифференцирования по переменной x и интегрирования 

по переменной t в правой части данного уравнения приводит к следующему ре-

зультату 
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где    




0

tdet,xCs,xC ts . Функция С (x,0) равна нулю во всех точках интерва-

ла 0 < x  L. Значение функции С (0,0) может быть учтено в граничном условии. 

Таким образом, последнее уравнение с частными производными преобразуется 

к следующему обыкновенному дифференциальному уравнению 
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Лаплас-образ граничных условий для данного уравнения имеет вид 
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Метод Эйлера позволяет получить решение последнего уравнения в виде 

линейной комбинации экспоненциальных функций с одинаковыми по модулю, 

но разными по знаку показателями степени: 
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Для определения постоянных интегрирования найдём производную от 

решения (27) переменной x. В данном случае имеем 
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Далее как в решении (27), так и в его производной (28) выберем соответ-

ствующие граничные значения переменной x, т.е. 
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В результате получим следующую систему уравнений для определения ис-

комых постоянных интегрирования 
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В результате решения данной системы получаем 
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В данном соотношении функция y (x)= ch (x) называется гиперболическим 

косинусом [17]. Эту функцию можно выразить через экспоненциальную функ-

цию y (x)  = exp (x) следующим образом 

ch (x ) = [exp (x ) - exp (-x )]/2. 
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С учётом определённых постоянных интегрирования получаем оконча-

тельную форму решения (27) 
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После приведения в последнем соотношении (48) подобных членов получаем 
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В окончательном виде Лаплас-образ решения данной краевой задачи имеет вид 

 
  
 DsLch
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C
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 0 .       (27а) 

Далее с помощью обратного преобразования Лапласа можно найти ори-

гинал функции (27а). Для этого необходимо вычислить интеграл 
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ts sdes,xu
i

t,xC


2

1
, 

где 1i . Интегрирование происходит в комплексной плоскости s =  +i 

вдоль прямой  = const, параллельной мнимой оси. Действительные числа  вы-

бираются так, чтобы все особые точки подынтегрального выражения в обратном 

Лаплас-преобразовании лежали в левой полуплоскости комплексной плоскости. 

Оригинал для функции (27а) можно также определить, пользуясь соответствую-

щими таблицами интегральных преобразований. Воспользовавшись таблицами 

данных преобразований, можно получить [19] 
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3.3. Конвективная диффузия 

В данном разделе рассмотрим диффузию вещества в потоке газа или 

жидкости. Например, такая ситуация может возникать при выращивании гете-

роструктур. На её примере и рассмотрим конвективную диффузию, но она мо-

жет протекать и в других ситуациях. Одновременно рассмотрим ещё один ме-

тод решения краевых задач. Рассмотрим конвективную диффузию одного газа в 

движущемся со скоростью v

 другом газе внутри цилиндра с внутренним радиу-

сом R. Внутри цилиндра имеется вращающийся с частотой  диск, перпендику-

лярный движению газов. Радиус диска почти совпадает с радиусом цилиндра. 

При решении такой задачи необходимо учитывать течение смеси газов и ее 

концентрацию, описываемые уравнением Навье-Стокса и уравнением диффу-

зии с конвективным членом. При этом будем считать, что радиус диска R суще-
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ственно превышает толщину диффузионного и пограничного слоев, а течение 

газа будем считать ламинарным. В таком случае данные уравнения представи-

мы в следующей форме 
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vv
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где D - коэффициент диффузии смеси газов (газов-реагентов и газа-носителя); P 

- давление газа в реакторе;  - кинематическая вязкость. Параметры уравнений 

(29) и (30) зависят от температуры, а она может изменяться в пространстве и со 

временем. По этой причине уравнения (29) и (30) дополним уравнением тепло-

проводности 
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Рассматривая режим предельного потока, когда все приближающиеся к 

диску молекулы осаждаемого вещества оседают на подложке, однородности и 

одномерности потока на входе в зону реакции, граничные и начальное условия 

представимы в виде 
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, vr (r,,-L,t) = 0, vr (r,,0,t) = 0, vz(r,,-L,0) = V0,(32) 

vr(r,0,z,t) = vr(r,2,z,t), vr (0,,z,t)  , v (r,,0,t) =  r, v (r,,-L,t) = 0, v (r,,L,t) = 0, 

v(r,0,z,t) = v(r,2,z,t), v(0,,z,t)  , vz(r,,-L,t) = V0, vz(r,,0,t) = 0, vz(r,,L,t) = 0, 
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vz(r,0,z,t) = vz(r,2,z,t), vz(0,,z,t)  , vr(r,,z,0) = 0, v(r,,z,0) = 0, 

где   =5,6710
-8

 Втм
-2
К

-4
, Tr - комнатная температура,  - частота вращения 

диска. В цилиндрической системе координат уравнения для проекций скорости 

имеют следующий вид 
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Найдем решение данной системы уравнений с помощью метода осредне-

ния функциональных поправок [20-22]. В рамках данного метода для определе-

ния первого приближения проекций скорости потока газовой смеси заменим их 

на пока неизвестные средние значения vr1r, v1, vz1z в правой части 

уравнений системы (32). После такой подстановки получаем уравнения для 

первых приближений искомых компонент в следующей форме 
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Решения данных уравнений имеет следующий вид 
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Второе приближение проекций скорости может быть получено заменой 

искомых проекций в правой части уравнений системы (32) на суммы vr2r 

+v1r, v 2+v1, vz2z+v1z. Уравнения для данных проекций имеют вид 
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Интегрирование данных уравнений приводит к следующему результату 
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Средние значения 2r, 2, 2z определим с помощью стандартного соотношения 
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где  - длительность протекания смеси газов. Подстановка первых двух при-

ближений проекций скорости в соотношения (36) позволяет получить систему 

уравнений для искомых средних значений 
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Решение данной системы определяются стандартными методами [17] и 

представимо в следующей форме 

2r=r/, 2=/, 2z=z/,          (38) 

где =A1(B2C3-B3C2)-B1(A2C3-A3C2)+C1(A2B3-A3B2), r=D1(B2C3-B3C2)-B1(D2C3-D3 

C2) +C1(D2B3-D3B2), =A1(D2C3-D3C2)-D1(A2C3-A3C2)+C1(A2D3-A3D2), z=A1(B2D3-

B3D2)-B1(A2D3-A3D2)+D1(A2B3-A3B2). 

В данном разделе получены проекции скорости потока смеси находящих-

ся в газовой фазе веществ во втором приближении по методу осреднения функ-

циональных поправок. Обычно второго приближения достаточно для проведе-

ния качественного анализа полученного решения и проведения некоторых ко-

личественных оценок. Запишем уравнения (30) и (31) в цилиндрической систе-

ме координат 
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Для определения пространственно-временного распределения температу-

ры и концентрации газовой смеси воспользуемся методом осреднения функ-

циональных поправок. Для определения первых приближений искомых функ-

ций заменим их на пока неизвестные средние значения 1T и 1C в правых час-

тях данных уравнений. Используя рассмотренный выше алгоритм получим со-

отношения для первых приближений температуры и концентрации смеси газов 

в следующей форме 
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Определим неизвестные средние значения первых приближений искомых 

функций с помощью следующих соотношений 
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Подстановка первых приближений концентрации и температуры в соот-

ношения (43) позволяет получить следующий результат 
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Вторые приближения температуры и концентрации смеси газов опреде-

ляются в рамках стандартной процедуры метода осреднения функциональных 

поправок [20-22], т.е. с помощью замены искомых функций в правых частях 

уравнений (39) и (40) на следующие суммы T2T +T1, C2C+C1. В данном 

случае вторые приближения искомых функций представимы в следующей 

форме 
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Средние значения вторых приближений температуры и концентрации 

смеси 2T и 2C определяются с помощью стандартных соотношений 



 30 

     





0 0

2

0
1222

1 R L

L
T tdrddzdTTr

LR






 , 

     





0 0

2

0
1222

1 R L

L
C tdrddzdCCr

LR






 .         (46) 

Подстановка первых двух приближений температуры и концентрации в 

соотношения (46) позволяет получить уравнения для искомых средних значе-

ний в следующей форме 
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4. Волновые процессы 

В настоящее время имеется значительное количество физических и тех-

нических приложений, в рамках которых необходимо проводить моделирова-

ние электромагнитных или акустических волновых процессов. Уравнение, опи-

сывающее волновые процессы, представимо в следующей форме 
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Оно может быть решено рассмотренными выше методами. Однако суще-

ствует специфический метод, применяемый для решения волновых процессов и 

называемый “Метод бегущих волн”. Он и будет рассмотрен в данном разделе. 

Для этого рассмотрим волновое уравнение (47) с постоянным коэффициентом E 

в неограниченной области - x  с начальными условиями 

u (x,0) =1 (x), 
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. 

Введём новые переменные tEx   и tEx  . Подставим данные 

переменные в (47). Тогда после однократного дифференцирования по исход-

ным переменным x и t получаем 
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Повторное дифференцирование левой и правой частей данного соотноше-

ния по переменным x и t приводит уравнение (47) к следующему виду 
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Приведение подобных в данном уравнении позволяет получить уравнение 

(47) в новых переменных в следующем виде 
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u
.      (47а) 

Далее проинтегрируем уравнение (47а) по переменной , что приводит к 

следующему результату 
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Интегрируя данное соотношение по переменной  при фиксированном 

значении переменной , получаем 
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Введём обозначение    



0

2 vdvff . Тогда 

      21, ffu  . 

Данная функция является общим интегралом уравнения (47а). Тогда и 

функция 
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     tExftExftxu  21,             (48) 

также является интегралом соответствующего волнового уравнения в исходных 

переменных. Для определения функций  tExf 1  и  tExf 2
 воспользу-

емся начальными условиями. Найдём производную по переменной t от решения 

(48) 
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Далее и в решении (48), и в его производной выберем нулевое значение 

переменной t, т.е. 
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      (49) 

Интегрирование второго уравнения системы (49) приводит к следующему 

результату 
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где x0 и C - постоянные величины. Из последнего уравнения, а также первого 

уравнения системы (49) можно получить 
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С учётом полученных соотношений искомая функция u (x,t) принимает вид 
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Пользуясь свойством определённых интегралов, окончательно получаем 
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Соотношение (50) называется формулой Даламбера. 

5. Процессы электропередачи 

5.1. Процессы в длинных линиях 

В цепях с сосредоточенными параметрами переходные процессы проте-

кают одновременно во всех направлениях цепи с одинаковой скоростью зату-

хания. В цепях с распределенными параметрами переходной процесс, начав-

шийся в какой-либо точке цепи, распространяется на остальные элементы в ви-

де волн, которые распространяются вдоль цепи с конечной скоростью v. Эта 

скорость близка к скорости света c =3*10
5
 км/c в воздушных линиях и v<c для 

кабельных линий. По мере распространения вдоль линии волна изменяет свою 
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форму, поэтому переходной процесс в разных точках линии выглядит по-

разному. Таким образом, переходной процесс в цепи с распределенными пара-

метрами протекает в функции двух переменных - пространства и время. 

В высоковольтных линиях электропередачи переходные процессы возни-

кают при различных коммутациях, а так же от грозовых явлений в атмосфере. 

При переходном процессе на отдельных участках линии могут возникнуть пе-

ренапряжения, нередко приводящие к пробою изоляции, или большие токи, вы-

зывающие механические разрушения конструкций. Умение рассчитывать эти 

перенапряжения и сверхтоки необходимы в инженерной практике для правиль-

ного выбора и расчета отдельных частей электроустановок. 

Анализ переходных процессов в линии с распределёнными параметрами 

проводится на основе решения ее дифференциальных уравнений, полученных 

ранее 
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где u (x,t) и i (x,t) - напряжение и сила тока в линии, R - сопротивление линии, G 

- проводимость линии, L и C - индуктивность и ёмкость системы. Данные урав-

нения могут быть решены стандартными методами [23]. 

Рассмотрим данные уравнения без учёта потерь, т.е. при R=0 и G=0. В 

этом случае предыдущая система уравнений принимает следующий вид 
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Выполним решение этой системы дифференциальных уравнений, для че-

го каждое из уравнений продифференцируем сначала по переменной х, а потом 

по переменной t 
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Совместное решение каждой пары полученных уравнений дает результат 
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Введем обозначение CLv 1  - скорость волны, после чего уравнения 

принимают вид [16] 
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Данные уравнения являются волновыми и могут быть решены рассмот-

ренными ранее методами. 
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5.2. Транспорт носителей заряда в твёрдых телах 

В данном разделе рассмотрим транспорт носителей заряда в твёрдых те-

лах. Рассматриваемый транспорт проиллюстрируем на примере p-n-перехода. 

На рис. 2 приведена качественная структура p-n-перехода. 

 

Рис. 2. Качественная структура p-n-

перехода. 

Пространственно-временные распределения носителей заряда в области p-n-

перехода опишем с помощью следующей системы уравнений 
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,  (51) 

где  (x,t) ( = n, p) – пространственно-временные (x – координата, t - время) рас-

пределения концентраций электронов (для  = n) и дырок (для  = p); 0 – равно-

весные распределения носителей заряда; D - коэффициенты диффузии носите-

лей заряда;  - подвижности носителей заряда;  (x,t) – распределение потен-

циала в области пространственного заряда; h(x,t) – потенциальный барьер ге-

тероперехода (на данном этапе будем считать, что квантовыми эффектами 

можно пренебречь); G – скорость генерации электронно-дырочных пар; knp – 

параметр рекомбинации. Граничные и начальные условия для системы уравне-

ний (51) запишем в следующем виде 

n (Ln,t) = nn(t), n (-Lp,t) = np(t), p (Ln,t) = pn(t), p (-Lp,t) = pp(t), 

n (x,0) = n0(x), p (x,0) = p0(x)       (52) 

Распределение потенциала в области пространственного заряда опреде-

лим решением следующего уравнения Пуассона [24]  
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где Na (x,t) и Nd (x,t) – пространственно-временные распределения акцепторной и 

донорной примесей; e – элементарный заряд;  - диэлектрическая проницае-

мость материалов, 08,85 10
-12

 Ф/м – диэлектрическая постоянная. Граничные 

условия для уравнения Пуассона представимы в виде 
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 (Ln,t) = k+U(t),  (-Lp,t) = U(t),          (54) 

где U(t) – приложенная разность потенциалов. Далее будем рассматривать слу-

чай однократной ионизации, когда Na (x,t) = p (x,t) и Nd (x,t) = n (x,t). Тогда 
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Решением данного уравнения с граничными условиями (4) является сле-

дующая функция 
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Для определения пространственно-временных распределений носителей 

заряда приведем уравнения (51) к интегральной форме. С учетом соотношения 

(55) получаем интегральный аналог уравнений (51) принимает вид 
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Систему уравнений (51а) решим методом осреднения функциональных попра-

вок. В рамках данного метода заменяем концентрации носителей заряда  n (x,t) и 

p (x,t) на их пока неизвестные средние значения n1 и p1, что позволяет полу-

чить первые приближения искомых концентраций в следующей форме 

       



     

t x

L
nn

t L

x
nn

n

np

t x

n

n

dvddvdvL
e

dvdGvx
L

t,xn
0

1
0

0

1

11
0 0

21

1





  

          






 







t x

L
pn

t x

L

h

nn

pn

np

np

k

nn

pndvd
v

,vLL
e

LL

tU

0
0011

0
1

0

11
2











 

              
t

nn

t L

n

t

nnn

t

nnp
dLDdvdGvLdnLDd,xnDdvdvxk

n

00 000

  



 37 

         



  

np

n

n

xt

nn

L

nnn
LL

Lxx
vdvnvxdDvdvnvL

n

2

2

1
0

0
0

1
0

011
  

         






 














t L

L
nnnp

n
t L

L
n

n

pnnp

np

k
n

p

n

p

dvdvL
e

dvd
e

LL
LL 0

11

0

1

0
0

1

11
2













 

             


t

nnn

t L

L
pnppn

t L

L

h

nn
dnLDdvdvLkpndvd

v

,v n

p

n

p 00
0011

0
1





  

                 


t

L
p

t

nnn

t

ppn
L

np

pp

dvdGvLdLDdnLDvdvnvL
0

0

0
1

0

0

01
  

        
1

0 00
01

0
1 n

t L

n

L

nn

t

pnn

nn

dvdGvLvdvnvLdLDdvdG  








     , (56) 

       



     

t x

L
pp

t L

x
pp

p

np

t x

n

n

dvddvdvL
e

dvdGvx
L

t,xp
0

1
0

0

1

11
0 0

21

1





  

          






 







t x

L
pn

t x

L

h

pp

pn

np

np

k

nn

pndvd
v

,vLL
e

LL

tU

0
0011

0
1

0

11
2











 

              
t

pp

t L

p

t

ppp

t

pnp
dLDdvdGvLdpLDd,xpDdvdvxk

n

00 000

  

         



  


np

p

p

xt

pnp
L

ppp
LL

Lxx
vdvpvxdDvdvpvL

p 2

2

1
0

0
0

1

0

011
  

         






 














t L

L
ppnp

p
t L

L
p

p

pnnp

np

k
n

p

n

p

dvdvL
e

dvd
e

LL
LL 0

11

0

1

0
0

1

11
2













 

             


t

ppp

t L

L
pnppn

t L

L

h

pp
dpLDdvdvLkpndvd

v

,v n

p

n

p 00
0011

0
1





  

                 


t

L
n

t

ppp

t

nnp
L

pn

np

dvdGvLdLDdpLDvdvpvL
0

0

0
1

0

0

01
  

        
1

0 00
01

0
1 p

t L

p

L

pp

t

npp

pp

dvdGvLvdvpvLdLDdvdG  








     . 

Интегрируя соотношения (56) по области p-n-перехода и длительности наблю-

дения за динамикой изменения концентраций носителей заряда получаем сис-

тему уравнений для нахождения средних значений n1 и p1. Данная система из-

за громоздкости приведена в Приложении. Вторые приближения концентраций 

носителей заряда определяются в рамках стандартной итерационной процеду-

ры, в рамках которой проводятся следующие замены n (x,t)n2+n1 (x,t) и p 

(x,t)p2+p1(x,t). После проведения такой замены в уравнениях (51а) получаем 
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соотношения для вторых приближений концентрации носителей заряда в сле-

дующей форме 
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. 

Параметры n2 и p2 определялись в рамках стандартной процедуры метода ос-

реднения функциональных поправок, т.е.  
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где   = n,p;  - длительность наблюдения за динамикой носителей. Подстановка 

первых двух приближений концентраций носителей в соотношение (57) позво-

ляет получить систему уравнений для параметров n2 и p2. Данная система 

приведена в Приложении. Решением данных уравнений являются следующие 

значения параметров n2 и p2 
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КОНТРОЛЬНЫЕ ЗАДАНИЯ 

1. Найти решения дифференциальных уравнений в частных производных пер-

вого порядка 
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с граничными и начальным условиями u (x,0)= (x), u (0,t) = 0, u (L,t) = 0 при 
 

1.01  (x) = ax +b, 

g (x,t) = cxt; 

1.02  (x) = asin (bx), 

g (x,t) = cx
2
t

2
;
 

1.03  (x) = ax
2
+b, 

g (x,t) = ce
-bxt; 

1.04  (x) = a, 

g (x,t) = bsin (t); 

1.05  (x) = a cos (bx), 

g (x,t) = ccos ( x);
 

1.06  (x) = ae
-bx

, 

g (x,t) = cxch (ct); 

1.07  (x) = ash (bx), 

g (x,t) = ccos (t); 

1.08  (x) = ach (bx), 

g (x,t) = cx
2
t; 

1.09  (x) = ax
2
+bx + c, 

g (x,t) = dxt
2
; 

1.10  (x) = ax +b, 

g (x,t) = cxt; 

1.11  (x) = ae
-bx

, 

g (x,t) = ccos (d x +e t); 

1.12  (x) = ae
-bx

, 

g (x,t) = cxsh (ct); 

1.13  (x) = ax +b, 

g (x,t) = ce
-dxt+e; 

1.14  (x) = ash (bx), 

g (x,t) = ccos (d x +e t); 

1.15  (x) = ax
2
+bx + c, 

g (x,t) = ccos (d x); 

1.16  (x) = a, 

g (x,t) = bcos (c  x); 

1.17  (x) = ae
-bx

, 

g (x,t) = c; 

1.18  (x) = ach (bx), 

g (x,t) = csin (d  t); 

1.19  (x) = a cos (bx +c), 

g (x,t) = ce
-dx

cos (e  t); 

1.20  (x) = a sin (bx +c), 

g (x,t) = ce
-dx

sin (d  t); 

1.21  (x) = a, 

g (x,t) = ce
-bxt; 

1.22  (x) = ae
-bx

, 

g (x,t) = cx
2
t

3
;
 

1.23  (x) = ax
2
+bx + c, 

g (x,t) = cx
3
t

2
; 

1.24  (x) = ax
2
+bx + c, 

g (x,t) = cx
3
t

2
; 

1.25  (x) = ae
-bx

, 

g (x,t) = ce
-dx

; 

1.26  (x) = ash (bx), 

g (x,t) = ce
-dxt

; 

1.27  (x) = ach (bx), 

g (x,t) = ce
-dt

; 

1.28  (x) = a, 

g (x,t) = be
-cx

cos (d  t); 

1.29  (x) = a, 

g (x,t) = be
-cx

sin (d  t); 

1.30  (x) = acos (b x), 

g (x,t) = bsh (d  t); 
 

Параметры a, b, c, d и e считать постоянными. 

3. Найти решения дифференциального уравнения 
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с граничными и начальным условиями 
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. В качестве функции g (x,t) взять функцию g (x,t) из преды-

дущего задания, а функции 1 (x) и 2 (x) считать одинаковыми и равными 

функции  (x) из предыдущего задания. 
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