Нижегородский государственный университет им. Н.И. Лобачевского

Национальный исследовательский университет

Учебно-научный и инновационный комплекс

«Модели, методы и программные средства»

Основная образовательная программа

                  230700.62 «Прикладная информатика», 
                  общий профиль,  квалификация (степень) бакалавр

Учебно-методический комплекс по дисциплине

«Концепции современного естествознания»

Основная образовательная программа

010400.68 «Прикладная математика и информатика», 

общий профиль, квалификация (степень) магистр

Учебно-методический комплекс по дисциплине

«Управляемый нелинейный осциллятор»

Бутенина Н.Н., Савельев В.П.

МЕТОДЫ КАЧЕСТВЕННОГО ИССЛЕДОВАНИЯ УПРАВЛЯЕМЫХ ДИНАМИЧЕСКИХ СИСТЕМ НА ПЛОСКОСТИ 

                                Электронное учебно-методическое пособие
Мероприятие 1.2. Совершенствование образовательных технологий, укрепление материально-технической базы учебного процесса

Нижний Новгород

2012

МЕТОДЫ КАЧЕСТВЕННОГО ИССЛЕДОВАНИЯ  УПРАВЛЯЕМЫХ ДИНАМИЧЕСКИХ СИСТЕМ НА ПЛОСКОСТИ. Бутенина Н.Н., Савельев В.П. Электронное учебно-методическое пособие. – Нижний Новгород: Нижегородский госуниверситет, 2012. – 66 с.

В учебно-методическом пособии с позиций качественной теории динамических систем излагается решение комплекса вопросов, связанных с поведением на плоскости траекторий управляемых динамических систем с ограниченным как скалярным, так и с векторным управлением. Изучается структура границ областей управляемости в заданное состояние, безопасных зон и зон иммунитета в этих областях, структура оптимальных траекторий. Подробно приводится исследование управляемых динамических систем, которые являются моделями различных конкретных процессов (модель сахарного диабета и его лечения, модель движения самолета в вертикальной плоскости, модель движения объекта в среде с сопротивлением) выполненное авторами пособия. Пособие содержит вопросы и задачи для самостоятельного решения.

Электронное учебно-методическое пособие предназначено для студентов ННГУ, обучающихся по направлению подготовки 230700.62 «Прикладная информатика», изучающих курс «Концепции современного естествознания»,  по направлению 010400.68 «Прикладная математика и информатика», изучающих курс «Управляемый нелинейный осциллятор».
                                                Глава 1. 
Основные понятия. Структура границы области управляемости.
         1.1. Основные определения.
Управляемой динамической системой (УДС) называют систему дифференциальных уравнений вида
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Определение 1.1. Вектор-функцию 
[image: image7.wmf])

(

t

u

, кусочно-непрерывную на любом конечном отрезке [[image: image8.wmf]T

,

0

] (
[image: image9.wmf]T

 – не фиксировано) и принимающую значения в заданном множестве 
[image: image10.wmf]V

, 
[image: image11.wmf]m

R

V

Ì

, назовем допустимым управлением.
Определение 1.2. Непрерывную, кусочно-гладкую вектор-функцию 
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 системе уравнений (1.1), будем называть решением этой системы, соответствующим допустимому управлению 
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Определение 1.3. Кривую 
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Определение 1.4. Говорят, что точка 
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Определение 1.5. Совокупность точек пространства 
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Определение 1.6. Совокупность точек пространства 
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Нетрудно видеть, что задача построения множества достижимости 
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 инверсией времени сводится к задаче построения множества управляемости 
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Определение 1.7. Систему (1.1) будем называть локально управляемой в точке [image: image46.wmf]K
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При условии локальной управляемости УДС (1.1) в точке [image: image51.wmf]K

 множество 
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 является открытым (в силу теоремы о непрерывной зависимости решения от начальных значений).
  1.2. Свойства контактной кривой. 

Настоящее пособие посвящено изучению управляемых динамических систем, линейных по управлению (аффинно-управляемых динамических систем). В данной главе рассматривается УДС вида
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Систему (1.2) при 
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 назовем контактной кривой. Отметим, что в точках этой кривой, отличных от состояний равновесия 
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Введем в рассмотрение сшитые 
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- системы принадлежит одному из следующих типов [3]:
1) состояние равновесия; к таковым относятся состояния равновесия 
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3) незамкнутая траектория без самопересечений;

4) траектория, входящая при возрастании (убывании) 
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Если траектория 
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Уравнение контактной кривой может быть представлено в виде 
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Определение 1.8. Точку 
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Точка контактной кривой, в которой 
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Определение 1.9. 
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Точки контактной кривой, в которых 
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Определение 1.11. Интервал контактной кривой, не содержащий 
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Геометрически это означает, что в каждой точке особого (неособого) интервала траектории 
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Отметим следующие свойства особого интервала:

1) любая точка особого интервала является состоянием равновесия [image: image153.wmf]m

- системы при некотором 
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2) если какая-либо точка особого интервала 
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 принадлежит множеству управляемости 
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Каждая точка особого интервала является состоянием равновесия как 
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-, так и 
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- системы, устойчивым для одной из сшитых систем и неустойчивым для другой. Особые интервалы, заполненные устойчивыми (неустойчивыми) состояниями равновесия 
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- либо и 
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- системы, будем называть устойчивыми (неустойчивыми) особыми интервалами этой системы.
        1.3. Структура границы области управляемости.
В дальнейшем будем предполагать выполненными следующие условия:
I. Контактная кривая имеет конечное число особых точек, при этом в каждой особой точке 
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II. На кривой 
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[image: image164.wmf]a

- точек.

III. 
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- системы имеют лишь изолированные состояния равновесия, не совпадающие с особыми точками контактной кривой.

IV. Положительные полутраектории [image: image167.wmf]mn
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- систем ограничены.

V. Если цель управления – перевод системы (1.2) в состояние [image: image169.wmf]K

, то в точке 
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 система (1.2) локально управляема и 
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К точкам, в которых УДС (1.2) локально управляема, относятся, в частности, точки особых интервалов, а также точки замкнутых траекторий всех 
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Траектории 
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- систем пересекаются любыми допустимыми траекториями УДС (1.2) лишь в одном из двух возможных направлений. Из всех траекторий системы (1.2) таким свойством обладают лишь траектории сшитых систем. Поэтому в границу области управляемости могут входить дуги траекторий только этих систем [4, 6]. 
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- системы, соответствующая некоторому значению 
[image: image180.wmf]t

 переменного 
[image: image181.wmf]t

, 
[image: image182.wmf])

(

0

M

L

+

 (
[image: image183.wmf])

(

0

M

L

-

) – положительная (
[image: image184.wmf]t

³

t

) (отрицательная (
[image: image185.wmf]t

£

t

)) полутраектория траектории [image: image186.wmf]L

.

Определение 1.12. Траекторию [image: image187.wmf]L
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Определение 1.13. Траекторию 
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 сшитой системы будем называть 
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- орбитно-устойчивой, если 
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1) 
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- орбитно-устойчива в каждой своей точке;

2) не содержит орбитно-неустойчивых положительных (отрицательных) полутраекторий ни 
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-, ни 
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- системы [8]. 
Определение 1.14. Траекторию [image: image214.wmf]mn
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- системы, не являющуюся 
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- орбитно-неустойчивой траекторией.
Положительную (отрицательную) полутраекторию 
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- орбитно-неустойчивой траектории сшитой системы будем называть орбитно-неустойчивой полутраекторией. 
Замечания.
      1. В автономной динамической системе с гладкой правой частью 
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- орбитная устойчивость траектории 
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 [7, с. 257]. Траектории сшитых систем таким свойством не обладают.
     Пример 1. Пусть состояние равновесия 
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- системы, отличное от состояний равновесия 
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- систем, совпадает с узловой особой точкой контактной кривой. Если траектория 
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- орбитно-неустойчивая траектория 
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- системы. Следовательно, и траектория 
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- системы, стремящаяся при возрастании 
[image: image235.wmf]t

 к состоянию равновесия 
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 ( 
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- орбитно-неустойчива (рис. 1.1). (На этом и последующих рисунках настоящей главы кривая 
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     2. Каждое состояние равновесия сшитой системы, не совпадающее с особой точкой контактной кривой, является 
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- орбитно-неустойчивой траекторией либо 
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-, либо 
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- системы. 
    Пример 2. Пусть 
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 ( устойчивый узел 
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- системы, не совпадающий с 
[image: image245.wmf]a

- точкой нечетного порядка, и траектории 
[image: image246.wmf]n

- системы пересекают кривую 
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- орбитно-устойчивая траектория 
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- системы (рис. 1.2а) и 
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- орбитно-неустойчивая траектория 
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- системы (рис. 1.2б). 
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При этом полутраектория 
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- системы, стремящаяся к состоянию равновесия 
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 по исключительному направлению [7] является орбитно-неустойчивой полутраекторией 
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- системы. 
     3. Траектория сшитой системы, 
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- орбитно-устойчивая в каждой своей точке, может содержать орбитно-неустойчивую положительную (отрицательную) полутраекторию 
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- или 
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- системы.
     Пример 3. Пусть 
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 ( седло-узел 
[image: image264.wmf]m

- системы с устойчивым параболическим сектором [9], к которому на контактной кривой с обеих сторон примыкают особые интервалы [5]; из 
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- системы пересекают кривую 
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 (рис. 1.3а). 
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                                                   Рис.1.3а)
Сепаратриса 
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 орбитно-устойчива в каждой своей точке, как полутраектория 
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- системы (рис. 1.3б), но содержит орбитно-неустойчивую полутраекторию 
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- системы. Следовательно, 
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 ( орбитно-неустойчивая полутраектория 
[image: image278.wmf]mn

- системы.
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Определение 1.15. Траекторию 
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 сшитой системы назовем орбитно-неустойчивой или особой, если хотя бы одна из полутраекторий этой траектории орбитно-неустойчива.

Определение 1.16. Траекторию [image: image280.wmf]mn
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- системы, имеющую 
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- предельным множеством несобственное [собственное] состояние равновесия 
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 той же системы и являющуюся 
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- орбитно-неустойчивой, будем называть соответственно несобственной [собственной] 
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- сепаратрисой этого состояния равновесия. 
В следующих утверждениях устанавливается структура границы области управляемости 
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Лемма 1.1. Пусть 
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Однако не любая положительная полутраектория сшитой системы может входить в границу области управляемости. 
Теорема 1.1 [8]. Если положительная полутраектория 
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- системы, отличная от состояния равновесия, принадлежит границе области управляемости 
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 – орбитно-неустойчивая полутраектория. 
В силу теоремы 1.1 граница области управляемости содержит лишь орбитно-неустойчивые положительные полутраектории либо 
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- орбитно-неустойчивые траектории сшитых систем. К таким полутраекториям и траекториям относятся состояния равновесия, 
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- сепаратрисы (собственные и несобственные) состояний равновесия и неустойчивые предельные циклы этих систем. Отметим, что не каждая 
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- систем типа фокус либо центр не могут принадлежать границе области управляемости 
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1.4. Зоны иммунитета управляемых динамических систем. 
Пусть 
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Определение 1.17. Безопасной зоной области управляемости 
[image: image312.wmf])

(

0

W

U

 назовем множество [image: image313.wmf]B

 (
[image: image314.wmf])

(

0

W

Ì

U

B

), удовлетворяющее условию: для любой точки 
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В следующей теореме установлен характер положительных полутраекторий сшитых систем, входящих в границу зоны иммунитета.
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В силу теоремы 1.4 при расширении множества значений управляющего воздействия зона иммунитета состояния 
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Отметим, что исчезновение зоны иммунитета состояния 
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             Рис.1.4. Границы областей 
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          Рис.1.5. Границы областей 
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 Рис.1.6. Границы областей 
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                                                          Глава 2.

Качественное исследование математической модели сахарного диабета. 
В настоящей главе рассматривается конкретный пример управляемой динамической системы, показывающий, что изложенные (в главе I) некоторые сведения из теории УДС могут быть распространены на более широкий класс этих систем. Таким примером является простейшая математическая модель сахарного диабета. В статье М. Дж. Девиса “Дифференциальная модель сахарного диабета” [11] эта модель построена в виде нелинейной неавтономной системы обыкновенных дифференциальных уравнений второго порядка и численно исследована для некоторых конкретных функций, описывающих поступление в организм сахара и инсулина. В данной главе предложенная в [11] математическая модель рассматривается как управляемая динамическая система с векторным управлением, т.е. предполагается, что функции, описывающие поступление в организм сахара и инсулина, – произвольные кусочно-непрерывные на любом конечном отрезке, изменяющиеся в заданных пределах функции. Отметим, что в исследуемой УДС фазовые переменные являются ограниченными. 
Рассматриваемая управляемая динамическая система может быть записана в виде
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                                                     Глава 3.

МНОГОЦЕЛЕВОЙ РЕЖИМ УПРАВЛЕНИЯ В УПРАВЛЯЕМЫХ ДИНАМИЧЕСКИХ СИСТЕМАХ ВТОРОГО ПОРЯДКА.

Одной из задач теории управляемых динамических систем является задача об управлении объектом в многоцелевом режиме. Рассмотрим управляемую динамическую систему вида
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Предположим, что ограничения на управление таковы, что автономная динамическая система, отвечающая некоторому постоянному значению управляющего воздействия 
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Теорема 3.1 [13]. Управление объектом в многоцелевом режиме возможно тогда и только тогда, когда в системе (3.1) имеет место равенство 
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В данной главе исследуется управляемая динамическая система второго порядка, моделирующая при постоянных значениях управляющего воздействия движение самолета в вертикальной плоскости [14]. При определенных ограничениях на управление автономная динамическая система с цилиндрическим фазовым пространством, отвечающая конкретному значению управляющего воздействия, имеет два устойчивых предельных множества, одно из которых (состояние равновесия) соответствует равномерному прямолинейному движению, а другое (предельный цикл, охватывающий цилиндр) – последовательности “мертвых петель” одинакового размера. Для рассматриваемой УДС найдены такие ограничения на управление, при которых осуществляются оба указанных варианта движения. Приведен пример одного из возможных управлений самолетом в двухцелевом режиме.

3.1. Структура границ множеств управляемости и зон иммунитета в зависимости от ограничений на управление.

Уравнения движения самолета в вертикальной плоскости [14] после надлежащей замены переменных и параметров могут быть записаны в виде
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При дальнейшем изложении будем предполагать, что параметры 
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Качественное исследование управляемой динамической системы (3.3) включает в себя исследования как 
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Рассмотрим систему (3.3) при следующих ограничениях на управляющее воздействие:
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                                                         Глава 4. 

    УПРАВЛЯЕМОСТЬ И ОПТИМАЛЬНОСТЬ ОДНОМЕРНОГО ДВИЖЕНИЯ. 

      4.1.Связные компоненты множества неуправляемости.

       Управляемое одномерное движение объекта (поезда, автомобиля, судна) в среде с сопротивлением можно описать в виде дифференциального уравнения второго порядка
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где  кусочно-непрерывная функция  
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 со значениями в заданном отрезке [m,n] , задает управляемое воздействие, а дважды непрерывно-дифференцируемая  в  [image: image1407.png]


 функция  [image: image1409.png]fx x



)  задает неуправляемое воздействие (воздействие среды) на движение объекта.    Уравнению (3.1) соответствует аффинно-управляемая система

                          [image: image1411.png]


 ,                                          (4.2)  

которую при постоянном значении управления  [image: image1413.png]


 мы называем μ-системой. Очевидно, что при возрастании параметра μ векторное поле μ-системы вращается в верхней полуплоскости [image: image1415.png]


  в положительном направлении, а в нижней полуплоскости [image: image1417.png]


 в отрицательном направлении, при этом прямая [image: image1419.png]¥y



 (ось OX) является контактной. С учетом этого  мы можем считать, что траектория m-системы (n-системы) расположенная в верхней (нижней) полуплоскости соответствует торможению объекта (4.1).  Рассмотрим  особенности строения границы Γ  множества управляемости U  в начало координат для системы (4.2) при некоторых дополнительных предположениях. Для этого введем некоторые обобщения траекторий μ-системы.

Определение 3.1.  Пусть непродолжаемая в [image: image1421.png]GT
(G7)



 положительная  полутраектория μ-системы  имеет предельную точку на оси OX, являющуюся седлом этой системы.  Будем называть в соответствии с [7]  α-сепаратрису этого седла, непродолжаемую в [image: image1423.png]7 (67).



 α-продолжением  исходной положительной полутраектории  μ-системы.       Непродолжаемую в [image: image1425.png]GT
(G7)



 положительную  полутраекторию μ-системы, продолженную таким образом через  седловые точки  μ-системы, будем называть α-непродолжаемой  в [image: image1427.png]GT
(G7)



 полутраекторией. Если α-непродолжаемая  в [image: image1429.png]GT
(G7)



 положительная полутраектория μ-системы имеет предельную точку на оси OX, не являющуюся седлом этой системы, то будем говорить, что она эта полутраектория имеет конечную точку, в противном случае α-непродолжаемую в [image: image1431.png]GT
(G7)



 положительную полутраекторию μ-системы будем называть α-неограниченной  в [image: image1433.png]GT
(G7)



. 

В этом разделе мы будем считать, что система (4.2):

1) удовлетворяет условию [image: image1435.png]m < f(0,0) <n



, которое является достаточным[15], для того, чтобы она была локально управляемой,

2) все состояния равновесия m-системы и n-системы являются простыми,

3)положительные полутраектории μ-системы не имеют вертикальных асимптот,

4) выполняется «условие эффективности торможения»:  любая  α-непродолжаемая в[image: image1437.png]GT(G)



 положительная  полутраектория m-системы (n-системы) обязательно имеет конечную точку (предельную точку на оси OX, не являющуюся седлом этой системы).

При выполнении условия 1) множество управляемости U  будет открытым связным  множеством (областью), а дополнительное к нему множество неуправляемости[image: image1439.png]


будет замкнутым. Очевидно, любая допустимая траектория [image: image1441.png]


системы (4.2) либо целиком лежит в одном из множеств U  и  [image: image1443.png]


,  либо на ней существует такая разделяющая точка [image: image1445.png]


что отрицательная полутраектория [image: image1447.png]L™(R)



  расположена в множестве U  , а положительная полутраектория [image: image1449.png]L%
(R)



 расположена в множестве [image: image1451.png]


. В случае нелинейной системы множество неуправляемости состоит, как правило, из нескольких односвязных  множеств, которые мы будем называть связными компонентами множества неуправляемости.   Мы покажем, что при выполнении условий 1) – 4) любая связная компонента множества неуправляемости системы (4.2), за исключением двух, содержит в составе своей границы хотя бы одно седло m-системы или n-системы вместе с его ω-сепаратрисами ( порождающую седловую точку).

      Пусть в состав границы Γ  входит непродолжаемая в [image: image1453.png]GT
(G7)



 положительная полутраектория m-системы или n-системы. Если при этом в состав границы Γ  будет входить вся α-непродолжаемая α-неограниченная  в [image: image1455.png]GT
(G7)



 положительная полутраектория m-системы или n-системы, то будем говорить, что эта полутраектория не имеет конечной граничной точки. В противном случае α-непродолжаемая α-неограниченная  в [image: image1457.png]GT
(G7)



 положительная полутраектория m-системы или n-системы будет иметь конечную граничную точку на оси OX. Если в состав границы Γ  входит непродолжаемая в [image: image1459.png]GT
(G7)



 положительная полутраектория m-системы или n-системы и ее α-продолжение  в [image: image1461.png]GT
(G7)



имеет конечную точку,  то она обязательно имеет конечную граничную точку (которая не обязательно совпадает с конечной точкой). Отметим также, что конечная граничная точка  непродолжаемой в [image: image1463.png]GT
(G7)



 положительной полутраектории m-системы обязательно является левосторонней  (правосторонней) [16] граничной точкой оси OX,  то есть слева (справа) от нее существует интервал оси OX, принадлежащий множеству управляемости U, а соответственно справа (слева) существует отрезок оси  OX, принадлежащий множеству неуправляемости[image: image1465.png]


. Соответственно, конечная граничная точка  непродолжаемой в [image: image1467.png]GT
(G7)



 положительной полутраектории n -системы  является правосторонней  (левосторонней) граничной точкой оси OX.  

          При построении   границы  
[image: image1468.wmf]Г

   множества управляемости  мы  будем использовать понятия лучей   [image: image1470.png]


  и   [image: image1472.png]I7(4) = {(x,y




 , выходящих из некоторой точки A(x0,y0). А именно, мы будем использовать их следующие очевидные свойства: если луч  [image: image1474.png]I+
(4)



 расположен   в верхней полуплоскости  [image: image1476.png]


, то все допустимые траектории  системы (4.2) пересекают его слева направо, если же луч   [image: image1478.png]1™ (4)



 расположен   в нижней полуплоскости  
[image: image1479.wmf]-

G

, то все допустимые траектории  системы (4.2) пересекают его справа налево.

      Лемма 4.1. Если  в состав границы 
[image: image1480.wmf]Г

 множества управляемости  входит (-непродолжаемая в [image: image1482.png]GT
(G7)



  положительная полутраектория [image: image1484.png]LI
~(4)



 ([image: image1486.png]LT
~(4))



 n-системы (m-системы) , то она обязательно имеет конечную граничную точку.
    



                                       Рис.4.1. Пояснение к лемме 4.1.

       Действительно, в противном случае область, расположенная справа  от луча [image: image1488.png]I+
(4)



  и слева от (-непродолжаемой в [image: image1490.png]


 α-неограниченной  полутраектории  [image: image1492.png]L
~(4)



  (рис.4.1) будет принадлежать множеству неуправляемости  
[image: image1493.wmf]N

, поскольку через точки луча [image: image1495.png]I+
(4)



  допустимые траектории  системы (4.2) могут только входить в эту область, а справа от полутраектории [image: image1497.png]L
~(4)



 расположено множество неуправляемости.     Это означает, что с обеих сторон от полутраектории [image: image1499.png]LI
~(4)



  будет располагаться  множество неуправляемости  
[image: image1500.wmf]N

, то есть она не может входить в  состав границы 
[image: image1501.wmf]Г

. Отметим, что утверждение леммы 4.1 справедливо и в том частном случае, когда (-непродолжаемая в [image: image1503.png]


  полутраектория  [image: image1505.png]L
~(4)



  совпадает с непродолжаемой в[image: image1507.png]


  полутраекторией  [image: image1509.png]L
~(4)



.

       Лемма 4.2. Пусть  в состав границы 
[image: image1510.wmf]Г

 множества управляемости  входят    -дуга  [image: image1512.png]AB



(-непродолжаемой  в [image: image1514.png]GT
(G7)



  положительной полутраектории  [image: image1516.png]L
~(4)



 , ([image: image1518.png]LT
~(4))



 n-системы (m-системы), причем точка [image: image1520.png]


  лежит на оси OX, а точка [image: image1522.png]


 является ее конечной граничной точкой, 

- (-непродолжаемая  в [image: image1524.png]G (GT)



  положительная полутраектория  [image: image1526.png]LT
~(B)



, ([image: image1528.png]L
~(B))



  m-системы (n –системы), причем ее конечная граничная  точка [image: image1530.png]


 расположена на интервале [image: image1532.png](AB)



 (на интервале [image: image1534.png](BA)



) оси [image: image1536.png])¢



.

   Если интервал [image: image1538.png](DB)



 (интервал [image: image1540.png](BD)



) не содержит начало координат, то точка [image: image1542.png]


 будет порождающей седловой точкой.

      Проведем луч  [image: image1544.png]I+
(D)



, который пересечет дугу [image: image1546.png]AB



(-непродолжаемой  в [image: image1548.png]


 положительной полутраектории  [image: image1550.png]L
~(4)



 в некоторой точке [image: image1552.png]


 (рис.4.2).  Нетрудно видеть, что область расположенная справа от отрезка [image: image1554.png][DP]



 луча [image: image1556.png]I+
(D)



, дуги [image: image1558.png]PB



 полутраектории[image: image1560.png]LI
~(4)



 и дуги [image: image1562.png]BD



 полутраектории[image: image1564.png]


  [image: image1566.png]LT
~(B)



 принадлежит множеству неуправляемости.  Это означает, что  в состав границы [image: image1568.png]


 не может входить непродолжаемая в [image: image1570.png]


 положительная полутраектория [image: image1572.png](D



). Следовательно, в состав границы [image: image1574.png]


  входит непродолжаемая в [image: image1576.png]


 отрицательная полутраектория [image: image1578.png]Lo(D



), которая ( как и полутраектория [image: image1580.png]LT
~(B)



 ) становится   ω-сепаратрисой седла  [image: image1582.png]


 m-системы.
                             

          


                                      

                                 Рис.4.2. Пояснение к лемме 4.2.

    Теорема 4.1. Пусть связная компонента  [image: image1584.png]


 множества неуправляемости  [image: image1586.png]


 имеет в пересечении с осью  OX  лишь один конечный отрезок [AB], не содержащий начало координат, и ее граница 
[image: image1587.wmf]Г

не содержит ни одной порождающей седловой точки.  Тогда ее граница представляет собой замкнутую кривую, образованную дугой AB (-непродолжаемой в  [image: image1589.png]


 положительной полутраектории [image: image1591.png]LI(4)



и дугой BA (-непродолжаемой в [image: image1593.png]


 положительной полутраектории [image: image1595.png]L2(B)



.
      Пусть для определенности отрезок [AB] расположен на положительной полуоси OX. Точка A является левосторонней граничной точкой,  поэтому [16] в состав границы  
[image: image1596.wmf]Г

вместе с ней может входить лишь одна из непродолжаемых в [image: image1598.png]


  полутраекторий [image: image1600.png]L. (4)



 (целиком или частично, до разделяющей точки) и [image: image1602.png]L
~(4)



, а также одна из непродолжаемых в [image: image1604.png]


  полутраекторий [image: image1606.png]L. (4)



 (целиком или частично, до разделяющей точки) и [image: image1608.png]L
~(4)



.   В случае сочетания непродолжаемой в [image: image1610.png]


 полутраектории [image: image1612.png]L. (4)



 и непродолжаемой в [image: image1614.png]


 полутраектории [image: image1616.png]L. (4)



 точка A становится седлом m-системы, то есть порождающей седловой точкой связной компоненты [image: image1618.png]


, что противоречит ее статусу. 

     Рассмотрим случай, когда  в состав границы  входят  непродолжаемая в [image: image1620.png]


 полутраектория [image: image1622.png]L. (4)



 и непродолжаемая в [image: image1624.png]


 полутраектория [image: image1626.png]L
~(4)



. В силу условия 4) α-непродолжаемая в [image: image1628.png]


 полутраектория [image: image1630.png]L
~(4)



 обязательно имеет некоторую предельную точку  на оси OX, не являющуюся седлом n-системы. Это означает, что в состав границы [image: image1632.png]


 входит лишь некоторая дуга AC  (-непродолжаемой в [image: image1634.png]


 полутраектории[image: image1636.png]LT
(4)



, причем слева от конечной граничной  точки C должен  быть  отрезок оси  OX, принадлежащий множеству неуправляемости. Это противоречит условиям теоремы.



                              

         


                    Рис. 4.3.    Пояснения к теореме 4.1.  Связная компонента  [image: image1638.png]


.                                                                                                                                                        

   Итак, в состав границы  [image: image1640.png]


 обязательно входит непродолжаемая в [image: image1642.png]


 полутраектория [image: image1644.png]L
~(4)



. Рассмотрим ее  (-продолжение в [image: image1646.png]


  В силу условия 4) α-непродолжаемая в  [image: image1648.png]


 полутраектория [image: image1650.png]L
~(4)



 обязательно имеет некоторую предельную точку  на оси OX, не являющуюся седлом n-системы. Это означает, что в состав границы [image: image1652.png]


 входит лишь некоторая дуга AD  (-непродолжаемой в [image: image1654.png]


 полутраектории[image: image1656.png]LT
.(4)



, причем  конечная граничная  точка D должна  быть правосторонней граничной точкой  оси  OX. В силу условий теоремы это возможно лишь в случае, когда точка  D совпадает с точкой  B. Вместе с правосторонней граничной точкой B  в состав границы [image: image1658.png]


 может входить  [16] либо непродолжаемая в [image: image1660.png]


 отрицательная полутраектория [image: image1662.png]L (B)



, либо непродолжаемая в [image: image1664.png]


 положительная полутраектория [image: image1666.png]LT
~(B)



. Но в первом случае точка B становится седлом n-системы, то есть порождающей седловой точкой связной компоненты [image: image1668.png]


, что противоречит ее статусу. Значит, состав границы [image: image1670.png]


 входит   непродолжаемая в [image: image1672.png]


 положительная полутраектория [image: image1674.png]LT
~(B)



. В силу условия 4) α-непродолжаемая в  [image: image1676.png]


 полутраектория [image: image1678.png]LT
~(B)



 обязательно имеет некоторую предельную точку  на оси OX, не являющуюся седлом m -системы. Это означает, что в состав границы [image: image1680.png]


 входит лишь некоторая дуга   (-непродолжаемой в [image: image1682.png]


 полутраектории[image: image1684.png]LT
.(B)



, причем  конечная граничная  точка E должна  быть левосторонней граничной точкой  оси  OX. В силу условий теоремы это возможно лишь в случае, когда точка  E совпадает с точкой  A.
    Теорема 4.2. Пусть связная компонента  [image: image1686.png]


 множества неуправляемости  [image: image1688.png]


 имеет в пересечении с осью  OX  лишь два бесконечных полуинтервала ([image: image1690.png]—0, A]



 и [image: image1692.png][B,+),



 не содержащих начало координат, и ее граница 
[image: image1693.wmf]Г

не содержит ни одной порождающей седловой точки.  Тогда ее граница представляет собой замкнутую кривую, образованную дугой AB (-непродолжаемой в [image: image1695.png]


 положительной полутраектории [image: image1697.png]L>(4)



и дугой BA (-непродолжаемой в [image: image1699.png]


 положительной полутраектории [image: image1701.png]L7 (B)



.



                   


                                        Рис.4.4. Пояснение к теореме 4.2.     
Поскольку точка A является правосторонней граничной точкой,  в состав границы  
[image: image1702.wmf]Г

вместе с ней может входить [16] лишь одна из непродолжаемых в [image: image1704.png]


  полутраекторий [image: image1706.png]L. (A)



 (целиком или частично, до разделяющей точки) и [image: image1708.png]LT
~(4)



, и  лишь одна из непродолжаемых в [image: image1710.png]


  полутраекторий [image: image1712.png]L. (A)



 (целиком или частично, до разделяющей точки) и [image: image1714.png]LT
~(4)



.                                   

     Однако, в данном случае непродолжаемая  в [image: image1716.png]


  положительная полутраектория [image: image1718.png]LT
~(4)



 не может входить в состав границы [image: image1720.png]


. Действительно, проведя луч [image: image1722.png]1™ (4)



, мы легко убеждаемся в том, что область, расположенная левее луча [image: image1724.png]1™ (4)



 и ниже полуинтервала ([image: image1726.png]—0, 4]



оси  OX (рис. 4.2), принадлежит множеству неуправляемости. 

     В случае сочетания непродолжаемой в [image: image1728.png]


 полутраектории [image: image1730.png]L. (A)



 и непродолжаемой в [image: image1732.png]


 полутраектории [image: image1734.png]L. (A)



 точка A становится седлом n -системы, то есть порождающей седловой точкой связной компоненты [image: image1736.png]


, что противоречит ее статусу. 

     Значит,  в состав границы  входит  непродолжаемая в [image: image1738.png]


 полутраектория [image: image1740.png]LT
~(4)



.  В силу условия 4) α-непродолжаемая  в [image: image1742.png]


 полутраектория [image: image1744.png]LT
~(4)



 обязательно имеет некоторую предельную точку  на оси OX, не являющуюся седлом m -системы. Это означает, что в состав границы [image: image1746.png]


 входит лишь некоторая дуга AC  (-непродолжаемой в [image: image1748.png]


 полутраектории[image: image1750.png]LT
.(4)



, причем  конечная  граничная  точка C должна  быть  левосторонней граничной точкой оси  OX. В силу условий теоремы это возможно лишь в случае, когда точка  C совпадает с точкой  B (рис.4.4). Вместе с правосторонней граничной точкой  B в состав границы [image: image1752.png]


 может входить  либо непродолжаемая в [image: image1754.png]


 отрицательная полутраектория [image: image1756.png]L. (B)



, либо непродолжаемая в [image: image1758.png]


 положительная полутраектория [image: image1760.png]L
- (B)



. Но в первом случае точка B становится седлом m -системы, то есть порождающей седловой точкой связной компоненты [image: image1762.png]


, что противоречит ее статусу. Значит, в состав границы  [image: image1764.png]


 обязательно входит непродолжаемая в [image: image1766.png]


 полутраектория [image: image1768.png]L
- (B)



. Рассмотрим ее  (-продолжение в [image: image1770.png]


 В силу условия 4) α-непродолжаемая в  [image: image1772.png]


 полутраектория  [image: image1774.png]L
- (B)



  обязательно имеет некоторую предельную точку  на оси OX, не являющуюся седлом n-системы. Это означает, что в состав границы [image: image1776.png]


 входит лишь некоторая дуга BD  (-непродолжаемой в [image: image1778.png]


 полутраектории [image: image1780.png]L
- (B)



, причем  конечная граничная  точка D должна  быть правосторонней граничной точкой  оси  OX. По условиям  теоремы  это возможно лишь в случае, когда точка  D совпадает с точкой  A (рис.4.4). 

       Теорема 4.3.  Любая связная компонента  [image: image1782.png]


 множества неуправляемости  [image: image1784.png]


 системы (4.2), кроме связных компонент [image: image1786.png]


 и [image: image1788.png]


, имеет в составе своей границы 
[image: image1789.wmf]Г

 хотя бы одну порождающую седловую точку.  
       Заметим сначала, что в силу условия 4) и леммы 4.1 любая связная компонента 
[image: image1790.wmf]K

  множества неуправляемости  содержит, как минимум, один отрезок оси OX.       Действительно, вместе с точкой A, расположенной в верхней полуплоскости[image: image1792.png]


, границе 
[image: image1793.wmf]Г

обязательно принадлежит хотя бы одна из непродолжаемых в [image: image1795.png]


 положительных полутраекторий [image: image1797.png]L
~(4)



 и [image: image1799.png]L
~(4)



.  Рассматривая  (-непродолжаемые в  [image: image1801.png]


 положительные полутраектории  [image: image1803.png]L
~(4)



 и [image: image1805.png]L
~(4)



, заметим, что они могут  не иметь  конечной граничной точки на оси OX  только при условии, что они целиком входят в состав границы 
[image: image1806.wmf]Г

 и являются (-неограниченными в  [image: image1808.png]


.   Однако, по  условию 4) (-непродолжаемая в  [image: image1810.png]


  полутраектория [image: image1812.png]L
~(4)



 не может быть (-неограниченной в  [image: image1814.png]


,    а (-непродолжаемая (-неограниченная в  [image: image1816.png]


 полутраектория [image: image1818.png]LI
~(4)



 по лемме 4.1 не может входить в состав границы 
[image: image1819.wmf]Г

. 

    Предположим для определенности, что хотя бы один из отрезков оси  OX  расположен на положительной полуоси OX и точка [image: image1821.png]


 – левый конец ближайшего к началу координат такого отрезка. Таким образом, на интервале (OA) оси OX могут быть только изолированные точки, принадлежащие границе [image: image1823.png]


 связной компоненты  [image: image1825.png]


.
Известно [16], что в состав границы 
[image: image1826.wmf]Г

 вместе с левосторонней граничной  точкой [image: image1828.png]


  может входить:

1)либо непродолжаемая в [image: image1830.png]


 полутраектория [image: image1832.png]L
~(4)



,

2) либо непродолжаемая в [image: image1834.png]


  полутраектория [image: image1836.png]L. (4)



 (целиком или частично).
Рассмотрим случай 1). В силу  условия 4) 
[image: image1837.wmf]a

-непродолжаемая в [image: image1839.png]


 полутраектория [image: image1841.png]L
~(4)



 имеет конечную  точку, то есть состав границы [image: image1843.png]


 входит лишь некоторая дуга AC  (-непродолжаемой в [image: image1845.png]


 полутраектории[image: image1847.png]LT
(4)



, причем  конечная граничная  точка C должна  быть правосторонней граничной точкой  отрицательной полуоси OX. Если вместе с правосторонней граничной точкой C в состав 
[image: image1848.wmf]Г

 войдет непродолжаемая в [image: image1850.png]


 полутраектория [image: image1852.png]L (C)



, то точка C  будет порождающей седловой точкой n -системы  для компоненты 
[image: image1853.wmf]K

.  Если же в состав 
[image: image1854.wmf]Г

 войдет непродолжаемая в [image: image1856.png]


 полутраектория [image: image1858.png]LT
~(0)



, то в соответствии с  условием 4) (-непродолжаемая в [image: image1860.png]


 полутраектория [image: image1862.png]LT
~(0)



 должна иметь конечную граничную точку [image: image1864.png]


, являющуюся левосторонней граничной точкой оси  OX.   Предположение, что точка  [image: image1866.png]


 расположена на интервале [image: image1868.png](co)



 оси OX, приводит к противоречию. Действительно, проведем луч  [image: image1870.png]I” (D)



, который пересечет дугу AC  (-непродолжаемой в [image: image1872.png]


 полутраектории [image: image1874.png]LT
(4)



 в некоторой точке  P (рис.4.5). Нетрудно видеть, что область, расположенная левее отрезка [DP] луча [image: image1876.png]I” (D)



, правее дуги PC полутраектории[image: image1878.png]LT
(4)



 и дуги CD (-непродолжаемой в [image: image1880.png]


 полутраектории [image: image1882.png]LT
~(0)



, принадлежит множеству неуправляемости.  А это означает, что точка [image: image1884.png]


 не является  левосторонней граничной точкой оси  OX, и дуга CD  полутраектории[image: image1886.png]LT
(4)



 не входит в состав границы [image: image1888.png]


.    Конечная граничная точка [image: image1890.png]


 не может располагаться на полуинтервале [OA) оси  OX  в силу локальной управляемости системы (4.2) и выбора точки A. Если конечная граничная точка [image: image1892.png]


 совпадет с точкой A, то мы получим связную компоненту [image: image1894.png]


. Предположение, что точка  [image: image1896.png]


 расположена правее точки A на оси OX, приводит к противоречию. Действительно, проведем луч  [image: image1898.png]I+
(4)



, который пересечет дугу CD  (-непродолжаемой в [image: image1900.png]


 полутраектории  [image: image1902.png]LT
~(0)



  в некоторой точке  Q (рис.4 .5). Нетрудно видеть, что область, расположенная вне замкнутой кривой, образованной отрезком [AQ] луча [image: image1904.png]1" (4)



, дугой AC полутраектории[image: image1906.png]LT
(4)



 и дугой CQ (-непродолжаемой в [image: image1908.png]


 полутраектории [image: image1910.png]LT
~(0)



, принадлежит множеству неуправляемости, что противоречит нашему предположению о расположении конечной граничной точки [image: image1912.png]


 

Тем  самым предположение о том, что в состав 
[image: image1913.wmf]Г

 вместе с точкой  [image: image1915.png]


  входит непродолжаемая в [image: image1917.png]


   полутраектория  [image: image1919.png]LI
~(4)



 приводит либо к существованию  порождающей седловой точки 
[image: image1920.wmf]C

  n -системы, либо к одному из указанных выше двух типов связных компонент множества неуправляемости, не содержащих порождающих седловых точек.

[image: image1921]
           Рис.4.5. Пояснение к доказательству теоремы 4.3. Случай 1).

      Рассмотрим теперь  случай  2), когда вместе с левосторонней граничной  точкой  [image: image1923.png]


 в границу 
[image: image1924.wmf]Г

 входит непродолжаемая в  [image: image1926.png]


   полутраектория  [image: image1928.png]L (4)



  целиком или частично. Если при этом в состав 
[image: image1929.wmf]Г

 войдет непродолжаемая в  [image: image1931.png]


 полутраектория   [image: image1933.png]L (4)



  целиком или частично, то точка [image: image1935.png]


становится  порождающей седловой точкой n -системы для компоненты К.  В противном случае в состав 
[image: image1936.wmf]Г

 должна входить  непродолжаемая в  [image: image1938.png]


 полутраектория   [image: image1940.png]LI
~(4)



   (рис.4.6).  Рассмотрим  возможное поведение 
[image: image1941.wmf]a

-непродолжаемой  в [image: image1943.png]


 полутраектории[image: image1945.png]LI
~(4)



. По лемме 4.1 она должна иметь конечную граничную точку 
[image: image1946.wmf]C

, являющуюся правосторонней граничной точкой оси OX. Если в состав 
[image: image1947.wmf]Г

 вместе с точкой 
[image: image1948.wmf]C

 войдет непродолжаемая в [image: image1950.png]


   полутраектория [image: image1952.png]L (C)



 целиком или частично, то точка 
[image: image1953.wmf]C

  становится  порождающей седловой точкой  n -системы для компоненты 
[image: image1954.wmf]K

. В противном случае в состав 
[image: image1955.wmf]Г

 должна войти непродолжаемая  в  [image: image1957.png]


   полутраектория[image: image1959.png]L:
—(0)



. 

Рассматривая 
[image: image1960.wmf]a

-непродолжаемую  в  [image: image1962.png]


 полутраекторию   [image: image1964.png]L:
—(0)



 ,  заметим, что по лемме 4.1 она должна иметь конечную граничную точку 
[image: image1965.wmf]H

,  являющуюся левосторонней граничной точкой оси  OX. Если эта точка лежит на интервале AC  оси OX, то по  лемме 4.2  точка 
[image: image1966.wmf]H

 становится порождающей седловой точкой  m-системы для компоненты 
[image: image1967.wmf]K

.  На интервале (OA) оси   точка 
[image: image1968.wmf]H

 располагаться не может в силу выбора точки A .  Если же точка 
[image: image1969.wmf]H

 совпадает с точкой A, то компонента 
[image: image1970.wmf]K

  будет  типа [image: image1972.png]


.   Рассмотрим теперь вариант, когда точка 
[image: image1973.wmf]H

 расположена на отрицательной  полуоси  OX.  Если  в состав 
[image: image1974.wmf]Г

войдет непродолжаемая [image: image1976.png]BG™



  полутраектория [image: image1978.png]L. (H)



  целиком или частично, то точка 
[image: image1979.wmf]H

 становится порождающей седловой m-системы для компоненты 
[image: image1980.wmf]K

. Поэтому рассмотрим ситуацию, когда в состав 
[image: image1981.wmf]Г

 войдет непродолжаемая в  [image: image1983.png]


 полутраектория    [image: image1985.png]L
~( H)



.


[image: image1986]
                       Рис.4.6. Пояснение к теореме 4.3. Случай 2).

      Рассматривая 
[image: image1987.wmf]a

-непродолжаемую в [image: image1989.png]


  полутраекторию [image: image1991.png]L
~( H)



, заметим, что по  лемме 4.1  она должна иметь конечную граничную точку 
[image: image1992.wmf]Q

 на оси  OX, являющуюся правосторонней граничной точкой. Покажем, что точка 
[image: image1993.wmf]Q

 должна располагаться на интервале  (HO)  оси OX.  Действительно, на интервале(OA)  оси OX точка 
[image: image1994.wmf]Q

 располагаться не может в силу выбора точки A,  а на отрезке  [AC]  эта точка оказаться не может, поскольку точки A и  
[image: image1995.wmf]C

 соединены дугой AC  полутраектории [image: image1997.png]L
~(4)



.   Если же предположить, что конечная граничная точка 
[image: image1998.wmf]Q

  расположена правее точки 
[image: image1999.wmf]C

, то область, расположенная вне замкнутой кривой, образованной отрезком  [AT] луча  [image: image2001.png]I+
(4)



 ,   где точка 
[image: image2002.wmf]T

 является точкой пересечения полутраектории [image: image2004.png]L
~( H)



  с лучом  [image: image2006.png]I+
(4)



,  дугой 
[image: image2007.wmf]HT

 полутраектории [image: image2009.png]L
~( H)



, дугой 
[image: image2010.wmf]CH

 полутраектории [image: image2012.png]LT
~(0)



  и дугой   AC полутраектории[image: image2014.png]LT
(4)



 (рис.4.6), будет принадлежать множеству 
[image: image2015.wmf]N

. Это противоречит нашему предположению о расположении конечной граничной точки 
[image: image2016.wmf]Q

.  Итак, конечная граничная точка 
[image: image2017.wmf]Q

 располагается на интервале  (HO)оси OX и по лемме 4.2  является  порождающей  седловой точкой n-системы для компоненты 
[image: image2018.wmf]K

. Таким образом, и во втором случае, когда  вместе с левосторонней граничной  точкой  A  в границу 
[image: image2019.wmf]Г

 входит непродолжаемая в  [image: image2021.png]


   полутраектория  [image: image2023.png]L (4)



, связная компонента либо имеет в составе своей границы порождающую седловую точку, либо имеет один из указанных  в теоремах  4.1 и 4.2  типов.

Аналогичным образом доказывается утверждение теоремы 4.3 и для случая, когда связная компонента 
[image: image2024.wmf]K

 множества неуправляемости имеет общие отрезки с отрицательной полуосью OX. 

         4.2. Однонаправленные траектории.  Структура множеств достижимости и управляемости.

Определение 4.2. Допустимую траекторию [image: image2026.png](x(0),v(), 0=t =T,



 системы (4.2) будем называть однонаправленной траекторией (однонаправленным  движением), если выполняется условие  [image: image2028.png]v(t) =0



 для всех [image: image2030.png]te[0,T]



, кроме конечного числа точек, в которых  [image: image2032.png]



     Для решения задачи о существовании оптимального управления однонаправленным движением  необходимо вначале изучить структуру множества  [image: image2034.png]D*
(M)



 однонаправленной достижимости из точки [image: image2036.png]Mo (%0, v,)



, лежащей в замыкании верхней полуплоскости [image: image2038.png]


, структуру множества [image: image2040.png]U
(M)



 однонаправленной управляемости в точку [image: image2042.png]M (x.3,)



, лежащую в замыкании верхней полуплоскости [image: image2044.png]


, а также структуру множества [image: image2046.png]D™ (M,
.
)
n Ut (M,
)



, в котором располагаются все допустимые траектории системы (4.2), переводящие ее из начального состояния   [image: image2048.png]


  в конечное состояние[image: image2050.png]


. Таким образом, чтобы множество  [image: image2052.png]D™ (M,
.
)
n Ut (M,
)



 было не пустым, необходимо, чтобы точка [image: image2054.png]


 принадлежала множеству [image: image2056.png]D*
(M)



. 



                

   


             Рис. 4.7. Структура множества  [image: image2058.png]D™ (M,)



. Точка [image: image2060.png]


 - седло m-системы.

     Пусть [image: image2062.png]L
(M)



 и  [image: image2064.png]LT
(M)



 означают  непродолжаемые в [image: image2066.png]


положительные полутраектории n -системы и m-системы соответственно.  Из условия 4) следует, что полутраектория [image: image2068.png]LT
(M)



 должна иметь предельную точку  на оси OX, обозначим ее [image: image2070.png]P(x,,0).



Как мы знаем, в верхней полуплоскости допустимые траектории системы (4.2) могут пересечь полутраекторию [image: image2072.png]L
(M)



 лишь слева направо, а полутраекторию [image: image2074.png]LT
(M)



 лишь справа налево.  С учетом этого факта мы можем сказать, что границу множества  [image: image2076.png]D™ (M,)



  образуют: непродолжаемые в [image: image2078.png]


положительные полутраектории[image: image2080.png]LT
(M)



 и  [image: image2082.png]LT
(M)



,  участки оси  OX, а также непродолжаемые в [image: image2084.png]


 α-сепаратрисы седел m-системы, если таковые есть справа от точки [image: image2086.png]P(x,,,0)



 (рис. 4.7). Отметим, что α-сепаратрисы седел m-системы не принадлежат множеству [image: image2088.png]D™ (M,)



.

Аналогично, границу множества  [image: image2090.png]U
(M)



 образуют: непродолжаемые в [image: image2092.png]


 отрицательные полутраектории [image: image2094.png]L (M)



 и  [image: image2096.png]L. (M)



,  участки оси OX, а также непродолжаемые в [image: image2098.png]


 ω-сепаратрисы седел n –системы, если таковые имеются слева от точки [image: image2100.png]Q(x,,0)



, являющейся предельной точкой для полутраектории[image: image2102.png]


 ( рис. 4.8). Множеству [image: image2104.png]U
(M)



 эти ω-сепаратрисы не принадлежат.


      



   




                    Рис. 4.8. Структура множества [image: image2106.png]U
(M)



. Точка [image: image2108.png]


 - седло n-системы.

        Отметим, что аналогичное описание множеств [image: image2110.png]D™ (M,)



  и [image: image2112.png]U
(M)



 можно провести с небольшими естественными изменениями и для случая, когда одна из точек [image: image2114.png]


  и   [image: image2116.png]


, или обе находятся на оси OX. 

      Перейдем теперь к описанию множества [image: image2118.png]D™ (M,
.
)
n Ut (M,
)



. Мы будем считать, что оно не пусто. Это означает в частности, что точка [image: image2120.png]


 должна лежать справа от полутраектории[image: image2122.png]LI
(M)



 .  Поскольку положительная полутраектория [image: image2124.png]L
(M)



 не имеет вертикальной асимптоты, то она обязательно пересечет отрицательную полутраекторию[image: image2126.png]


 в некоторой точке  [image: image2128.png]M, (xy,y,)



. Если уравнение положительной полутраектории  [image: image2130.png]L
(M)



 обозначить [image: image2132.png]


, а  уравнение отрицательной полутраектории  [image: image2134.png]L. (M)



 обозначить [image: image2136.png]


, то уравнение верхней границы множества [image: image2138.png]D™ (M,
.
)
n Ut (M,
)



 можно записать в виде

                             [image: image2140.png]in{e, (x,M,), @, (x,M,))



 .                                      (4.3)

Нетрудно видеть, что  уравнение  (4.3) является уравнением допустимой однонаправленной траектории  [image: image2142.png]L. (MyM,)



 системы (4.2), которая переводит ее из состояния [image: image2144.png]


   в состояние [image: image2146.png]


 за минимальное время. В зависимости от расположения точек [image: image2148.png]


   и  [image: image2150.png]


 и  поведения полутраекторий [image: image2152.png]LI (M,
r)u L
(M,
)



 возможны три варианта  кривой, ограничивающей множество [image: image2154.png]D™ (M,
.
)
n Ut (M,
)



 снизу. 

     В простейшем случае  непродолжаемые в [image: image2156.png]


  полутраектории [image: image2158.png]LI (M,
r)u L
(M,
)



 пересекаются в некоторой точке[image: image2160.png]M, (x,,7,)



. Если уравнение положительной полутраектории  [image: image2162.png]LT
(M)



 обозначить [image: image2164.png]


, а  уравнение отрицательной полутраектории  [image: image2166.png]L (M)



 обозначить [image: image2168.png]


, то уравнение нижней границы множества [image: image2170.png]D™ (M,
.
)
n Ut (M,
)



 в этом случае можно записать в виде

                                 [image: image2172.png]


 .                                (4.4)

     Нетрудно видеть, что  уравнение  (4.4) является уравнением допустимой однонаправленной траектории  [image: image2174.png]L, (MyM,)



 системы (3.2), которая переводит ее из состояния [image: image2176.png]


   в состояние [image: image2178.png]


 за максимальное время.








    
                    Рис. 4.9. Структура множества [image: image2180.png]D™ (M,
.
)
n Ut (M,
)



.

Во втором случае, когда непродолжаемые в [image: image2182.png]


  полутраектории [image: image2184.png]LI (M,
r)u L
(M,
)



 не пересекаются и имеют предельные точки [image: image2186.png]P(x,,,0)



 и      [image: image2188.png]Q(x,,0)



  на оси OX, и на отрезке [ΡQ] оси OX нет седловых точек n –системы и m-системы, кривая, ограничивающая снизу множество [image: image2190.png]D™ (M,
.
)
n Ut (M,
)



, составлена из дуг [image: image2192.png]M, P



, [image: image2194.png]QM,



 полутраекторий 

[image: image2196.png]Ly (M,
o), L, (M,
)



 и отрезка [ΡQ] оси OX.  Эта кривая уже не является допустимой траекторией системы (4.2). Наконец, на отрезке [ΡQ] оси OX могут оказаться седловые точки n – системы и m-системы, или хотя бы одной из них. Тогда в состав кривой, ограничивающей снизу множество [image: image2198.png]D™ (M,
.
)
n Ut (M,
)



, будут входить дуги  [image: image2200.png]M, P



, [image: image2202.png]QM,



 полутраекторий [image: image2204.png]Ly (M,
o), L, (M,
)



, соответствующие дуги непродолжаемых в [image: image2206.png]


  ω-сепаратрис седел n –системы и  α-сепаратрис седел m-системы ( рис. 4.9).

         4.3. Оптимальное управление. Структура оптимальных траекторий.
      Среди множества допустимых управлений мы выделим подмножество V  таких управлений,  которые  переводят систему  (4.2) из начального состояния [image: image2208.png]Mo (%0, v,)



 в конечное состояние  [image: image2210.png]M, (x, V)



  за некоторое конечное время T. На этом подмножестве управлений  зададим семейство функционалов

        [image: image2212.png]


= [image: image2214.png][ (1+ au(®y(®)



                                      (3.5)

где  [image: image2216.png]


 – время перевода системы (4.2) из состояния [image: image2218.png]Mo (%0, v,)



 в состояние [image: image2220.png]M (x.3,)



, а [image: image2222.png]


 – энергетические затраты на этот перевод. Коэффициент α предполагается неотрицательным.

   Задача оптимального управления состоит в том, чтобы для каждого  [image: image2224.png]


в подмножестве  [image: image2226.png]


 найти управление [image: image2228.png]u, (t)



, [image: image2230.png]0<t=<T,



, (и соответствующую ему траекторию системы (4.2)) доставляющее функционалу [image: image2232.png]


 минимальное значение. Отметим, что при [image: image2234.png]


 мы имеем задачу оптимального быстродействия [16 ] , а при [image: image2236.png]a=0



 оптимальное управление  [image: image2238.png]u, (t)



 , [image: image2240.png]0<t=<T,



, является также оптимальным в смысле минимума энергетических затрат среди всех управлений, переводящих систему (4.2) из состояния [image: image2242.png]Mo (%0, v,)



 в состояние [image: image2244.png]M (x.3,)



 за фиксированное время [image: image2246.png]


. При решении задачи оптимального управления системой (4.2) мы будем предполагать, что функция [image: image2248.png]f(x,y)



  удовлетворяет дополнительным условиям

[image: image2250.png]


                                                                   (4.6)

 Для решения сформулированной задачи мы применим принцип максимума Л.С.Понтрягина[15].  Функция Гамильтона имеет вид

 [image: image2252.png]= (1+ au(®)y(t)) + ¢, (v () + ¥, () (u(t) — f(x(1).y(2)



,                    (4.7)

где   [image: image2254.png]


 =[image: image2256.png]const



≤0, а функции [image: image2258.png]W, ()



 и [image: image2260.png]W, (1)



 удовлетворяют сопряженной системе уравнений:

[image: image2262.png]b, (0) =

0, (OF (x(6).(2))



,

                                                                                                                                       (4.8)

[image: image2264.png]b,(0) =

Wpau(®) =, () + v, (OF,(x(.¥()



.

      В соответствии с принципом  максимума Л.С.Понтрягина оптимальное управление [image: image2266.png]u, (t)



, [image: image2268.png]0<t=<T,



,  должно доставлять максимальное значение функции Гамильтона в каждый момент времени, где оно непрерывно. Нетрудно видеть, что это правило приводит к следующему выводу:   [image: image2270.png]


если в этот момент времени выполняется неравенство [image: image2272.png]p,av(t) +y,(t) =0



; [image: image2274.png]


если в этот момент времени выполняется неравенство [image: image2276.png]pav(t) +y,(t) <0



. Если в некоторый момент времени [image: image2278.png]


 имеет место равенство  [image: image2280.png]p,av(®) +y,(F)



, то в этот момент происходит переключение управления с одного граничного значения на другое. Однако неясным остается вопрос о том, каким будет значение оптимального управления в случае, если равенство [image: image2282.png]pav(t) +y,(¢) =0



  будет тождественно выполнено на некотором интервале ([image: image2284.png]t,, t,



). Такой случай называется особым, а оптимальное управление на интервале ([image: image2286.png]t,, t,



) также называется особым управлением [17]. Чтобы его найти нужно четное число раз дифференцировать указанное выше тождество с учетом соотношений в системах (4.2) и (4.8). В нашем случае после первого дифференцирования мы получим соотношение
               - [image: image2288.png]Flx(8), y(®) =y (O + L, (O f (x(8), (D) =0



.                                      (4.9)

Заменяя в соотношении (4.9)  [image: image2290.png]v, (t)



 на -[image: image2292.png]Yoay(t)



 и дифференцируя его еще раз, мы получим выражение для особого управления на интервале ([image: image2294.png]t,, t,



):

                  [image: image2296.png]P Of @56y

4 = (:00) - T s



.                                            (4.10)

       В дальнейшем мы будем считать, что значения особого управления (4.10) не выходят за пределы отрезка  [image: image2298.png]


.  Легко проверить, что при особом управлении (4.11) функция [image: image2300.png]v F (x,)



 является первым интегралом системы (4.2), то есть соотношение
[image: image2302.png]y*f, (x,y) = const



  определяет некоторую траекторию системы (4.2). Будем называть эту траекторию экстремалью, соответствующую  особому управлению (4.10).  Рассмотрим однопараметрическое семейство траекторий [image: image2304.png]


 [image: image2306.png]a < (0,+m),



  системы (4.2), определенное соотношением

[image: image2308.png]¥V,
Gey)



 .                                               (4.11)

    В силу условий (4.6) соотношение (4.11) для каждого [image: image2310.png]a € (0,+w)



 однозначно определяет положительную функцию [image: image2312.png]


, графиком которой является экстремаль  [image: image2314.png]


  системы (4.2). При этом функция  [image: image2316.png]


 будет монотонно убывающей по параметру α.

Определение 4.3.  Пусть [image: image2318.png]), () u vy =g, (x)




, [image: image2320.png]x € [x5,%,]



,  уравнения [image: image2322.png]


 двух различных допустимых траекторий  [image: image2324.png]L*ul?



 системы( 4.2), переводящих ее из состояния [image: image2326.png]Mo (%0, v,)



 в состояние [image: image2328.png]M (x.3,)



.  Будем говорить, что траектория  [image: image2330.png]


 отделяет траекторию  [image: image2332.png]


 от экстремали  [image: image2334.png]


, если для всех [image: image2336.png]x € [x5,%,]



 из неравенства [image: image2338.png]0,(x) = 0, (x) (¢,(x) = @,(x))



 следует неравенство  [image: image2340.png]0, (x) £ o(x,a)



 [image: image2342.png](6.0 = o(x0)).



 

 Теорема 4.4.  Пусть [image: image2344.png]L*ul?



 две различные допустимые траектории системы (4.2), переводящие ее из состояния [image: image2346.png]Mo (%0, v,)



 в состояние [image: image2348.png]M (x.3,)



, и траектория  [image: image2350.png]


 отделяет траекторию  [image: image2352.png]


 от экстремали  [image: image2354.png]


. Тогда управление, соответствующее траектории [image: image2356.png]


, доставляет функционалу (4.5) меньшее значение, чем управление, соответствующее траектории [image: image2358.png]


.
 Для доказательства теоремы нам потребуется новое выражение для функционала (4.5), в котором явно выражается его зависимость от допустимых траекторий системы (4.2). Это легко можно сделать, если выразить значение управления из второго уравнения системы (4.2) и подставить его в выражение для функционала (4.5):

[image: image2360.png]F = f;;;+ u_[:; Fro())dx +a

2



 ,                                  (4.12)

где [image: image2362.png]


 -  уравнение допустимой траектории L . Интересно отметить, что уравнение экстремали (3.11) можно получить из уравнения Эйлера [18], как необходимого условия минимума функционала [image: image2364.png]F. [L].



  Рассмотрим разность  значений функционала (4.5) на траекториях  [image: image2366.png]L*nL?



:

 [image: image2368.png]F 1] - F[L7] =
[ Zoara [ (v 0.00) = £ (10,0) | ax = [ o - Zoar

o Yorm  oa () 50 Voy (1) 9p(x)



 +α[image: image2370.png]7 (6@ [e, ()~ 0,()]dx



,

где значение  [image: image2372.png]8(x)



 заключено между значениями [image: image2374.png]o, (x)n o, (x).



 Учитывая свойства (4.6) функции [image: image2376.png]f(x,y)



 и условие теоремы о взаимном расположении траекторий [image: image2378.png]L*nL?



 относительно экстремали [image: image2380.png]


 мы получим требуемую оценку:

[image: image2382.png]1

Fv]-F = S

-+ a7, (56000, (D0, () (5~ —)da



≤[image: image2384.png][Fes-
ko Vo () @ (x)

Yar+a [, (1,600) 0, (O oy — —gex



 < <[image: image2386.png][ -mpat el f, (ve(a)ema

o Gotm ~ ey )



= =[image: image2388.png]


 =0.

Теорема 4.5.  Пусть множество [image: image2390.png]D™ (M,
.
)
n Ut (M,
)



 ограничено допустимыми траекториями [image: image2392.png]L. (MyM,)



  и [image: image2394.png]L, (M, M)



 и значения особого управления, соответствующего дуге экстремали [image: image2396.png]


, расположенной в [image: image2398.png]D™ (M,
.
)
n Ut (M,
)



, не выходят за пределы отрезка [m,n]. Тогда :

а) траектория [image: image2400.png]L. (MyM,)



  является оптимальной в смысле минимума функционала (4.5) для всех [image: image2402.png]a <[0,a,]



,  где [image: image2404.png]1

@ =

1=
ETIOR



 ;

б) траектория [image: image2406.png]L, (MyM,)



  является оптимальной в смысле минимума функционала (4.5) для всех [image: image2408.png]a < [a,,+m)



,  где [image: image2410.png]


 ;

в) каждому [image: image2412.png]a<(aya,)



 соответствует оптимальная  в смысле минимума функционала (4.5) траектория [image: image2414.png]L (M, M,)



 , уравнение которой на отрезке  [[image: image2416.png]X, Xy,



] оси  OX  имеет следующий вид

            [image: image2418.png]). (x) = min{e,,, (x),max {g,., (x), ¢(x, a)}



 .                      (4.13)

     а) Действительно, при указанных условиях  допустимая траектория [image: image2420.png]L. (MyM,)



  будет располагаться ниже любой экстремали [image: image2422.png]


  при α ≤[image: image2424.png]


.  Но любая допустимая траектория системы (4.2)  [image: image2426.png]L(My,M,)



 , переводящая ее из состояния [image: image2428.png]Mo (%0, v,)



 в состояние [image: image2430.png]M (x.3,)



 и не совпадающая с траекторией [image: image2432.png]L, (M, M),



 может располагаться только ниже последней. Таким образом, траектория [image: image2434.png]L, (M, M)



 отделяет любую допустимую траекторию  [image: image2436.png]L(My,M,)



 от экстремали   [image: image2438.png]


  при 0 <α ≤[image: image2440.png]


 и, согласно теореме 4.4, доставляет функционалу [image: image2442.png]


   наименьшее значение.

     б) Аналогично, допустимая траектория [image: image2444.png]L, (MyM,)



  будет располагаться выше любой экстремали [image: image2446.png]


  при α [image: image2448.png]


, а любая допустимая траектория [image: image2450.png]L(My,M,)



, не совпадающая с траекторией [image: image2452.png]L, (M, M),



 может располагаться только выше последней.   Таким образом, траектория [image: image2454.png]L, (M, M)



 отделяет любую допустимую траекторию  [image: image2456.png]L(My,M,)



 от экстремали   [image: image2458.png]


  при α [image: image2460.png]


 и, согласно теореме 4.4, доставляет функционалу [image: image2462.png]


   наименьшее значение.  

    в)  Что касается траекторий [image: image2464.png]L (M, M,)



, [image: image2466.png]a < (ay,a,),



 то они включают в себя, как правило, три дуги в соответствии с формулой (4.13) (исключение составляют только две траектории, соответствующие значениям [image: image2468.png]1
= —
o)



  и  [image: image2470.png]


 , которые имеют в своем составе только две дуги).  Первой дугой является  часть полутраектории [image: image2472.png]L
(M)



 , если [image: image2474.png]


> α , либо часть полутраектории  [image: image2476.png]LT
(M)



 , если [image: image2478.png]


< α , второй дугой является часть экстремали [image: image2480.png]


  и третьей дугой является часть полутраектории  [image: image2482.png]L (M)



 , если [image: image2484.png]a,



< α , либо часть полутраектории  [image: image2486.png]L. (M)



 , если [image: image2488.png]a,



> α  ( рис. 4.10). 

[image: image2489.png]













                       Рис. 4.10. Структура оптимальных траекторий.
     Каждая из траекторий  [image: image2491.png]L (M, M,)



,  [image: image2493.png]a < (ay,a,),



  отделяет любую другую допустимую траекторию системы (4.2) от соответствующей  экстремали [image: image2495.png]


. Действительно, если в состав [image: image2497.png]L (M, M,)



 входит часть полутраектории  [image: image2499.png]L
(M)



, то она расположена выше любой другой допустимой траектории, выходящей из точки [image: image2501.png]


, но ниже экстремали [image: image2503.png]


, так как [image: image2505.png]


> α, если же в состав [image: image2507.png]L (M, M,)



 входит часть полутраектории  [image: image2508.png]LT
(M)



 то есть [image: image2510.png]


< α, то она расположена ниже  любой другой допустимой траектории, выходящей из точки [image: image2512.png]


 , но выше  экстремали [image: image2514.png]


. Аналогично, если в состав [image: image2516.png]L (M, M,)



 входит часть полутраектории  [image: image2518.png]L (M)



, то она расположена ниже  любой другой допустимой траектории, входящей в точку [image: image2520.png]


, но выше экстремали [image: image2522.png]


, так как [image: image2524.png]a,



< α,  если же в состав [image: image2526.png]L (M, M,)



 входит часть полутраектории  [image: image2528.png]L. (M)



, то есть [image: image2530.png]a,



> α, то она расположена выше любой другой допустимой траектории, входящей в точку [image: image2532.png]


, но ниже экстремали [image: image2534.png]


. Что касается части экстремали [image: image2536.png]


, входящей в состав траектории [image: image2538.png]L (M, M,)



, то она отделяет, естественно, любую другую допустимую траекторию от себя.

         Аналогичным образом доказывается и следующая теорема [19].

     Теорема 3.5.  Пусть множество [image: image2540.png]D™ (M,
.
)
n Ut (M,
)



 ограничено сверху допустимой траекторией  [image: image2542.png]L. (MyM,)



 , а снизу дугами [image: image2544.png]M, P



 и [image: image2546.png]QM,



 полутраекторий [image: image2548.png]LT
(M)



 и  [image: image2550.png]L (M)



 соответственно, и  отрезком PQ оси  OX. Пусть значения особого управления, соответствующего дуге экстремали [image: image2552.png]


, расположенной в [image: image2554.png]D™ (M,
.
)
n Ut (M,
)



, не выходят за пределы отрезка [m,n]. Тогда:

а) траектория [image: image2556.png]L. (MyM,)



  является оптимальной в смысле минимума функционала (4.5) для всех [image: image2558.png]a <[0,a,]



,  где [image: image2560.png]1

@ =

1=
ETIOR



 ;

б) каждому [image: image2562.png]a < (a,,+»)



 соответствует оптимальная  в смысле минимума функционала (4.5) траектория [image: image2564.png]L (M, M,)



 , уравнение которой на отрезке  [[image: image2566.png]X, Xy,



] оси  OX  имеет следующий вид

            [image: image2568.png]. (x) = min{e,,, (x),max {@,, (x,M,), ¢(x,a), @, (x,M,))



 .        

                             Вопросы и задачи для самостоятельной работы.  
1. Построить множество односторонней достижимости управляемости   [image: image2570.png]D*
(M)



 и множество односторонней управляемости [image: image2572.png]U
(M)



 для точек  M0   и  Mk , расположенных в нижней полуплоскости G- ={(x,y): y ≤ 0}.
2. Построить множество  [image: image2574.png]D*
(M)



 ∩ [image: image2576.png]U
(M)



 и экстремали, определенные соотношением 4.11 для различных значений параметра α.
3. Какие условия нужно наложить на функцию [image: image2578.png]f(x,y)



, чтобы доказать оптимальность траекторий, содержащих экстремали, определенные соотношением 4.11.
4. Построить области управляемости в начало координат для линейного управляемого осциллятора [image: image2580.png]


 +2α[image: image2582.png]


 +β[image: image2584.png]


= [image: image2586.png]u(t)



,  [image: image2588.png]—1<u(t) <1,



 в зависимости от параметров α и  β.  Рассмотреть возможные варианты кусочно-линейного осциллятора с разными значениями параметров α и  β в левой и правой полуплоскостях.

5. Рассмотреть однонаправленное движение объекта  [image: image2590.png]i+ 0.1% = u(t)



, [image: image2592.png]u(t) € [—1,+1]



,  из начального состояния (0,0) в конечное состояние (100,0). Найти оптимальное управление и соответствующую ему оптимальную траекторию в смысле минимума функционала [image: image2594.png]T +04E



.
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