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Интегральное исчисление

 Пусть Х – некоторый промежуток числовой прямой, f – функция, заданная на этом промежутке. Дифференцирование – операция, которая относит функции y = f(x), x ( X её производную или её дифференциал:
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Дифференциальное исчисление есть изучение производных и дифференциалов функций и их применение к исследованию функций.

Интегрирование – операция, обратная к операции дифференцирования.

Основными понятиями интегрального исчисления являются неопределённый интеграл и определённый интеграл.

§ 1. Неопределённый интеграл

Итак, операция, обратная к операции дифференцирования, т.е. операция нахождения функции F(x), x ( X, по функции f (x) = F((x) (или по  dF(x) = F((x) dx = f(x) dx) называется интегрированием и записывается 

[image: image2.wmf]
( f(x) dx.
Функция F(x), удовлетворяющая условиям f (x) = F((x), x ( X, называется первообразной функцией функции f (x) на X (или первообразной для f (x)).

Таким образом, интегрирование есть нахождение первообразной. Справедливо следующее утверждение. Если F есть первообразная для f на промежутке X, то возможные первообразные для f на X выражаются формулой F(x) + C, где вместо C можно подставить любое число. В силу этого утверждения, если F(x) – одна из первообразных функций для функции f (x) на промежутке X, то


( f (x) dx = F(x) + C,
где C – любая постоянная. Это равенство следует понимать как равенство (совпадение) двух множеств.

Отметим основные свойства неопределённого  интеграла:

1) d( f (x) dx = f (x);

2) ( F(x) dx = F(x) + C;
3) ( (Af (x) + B g(x)) dx = A( f (x) dx + B( g(x) dx ( A, B, C – постоянные).

Первые два свойства вытекают из определения интеграла, а третье следует из соответствующего свойства для  производной.

Из свойств  1)–3) следует возможность получения из формул и правил дифференцирования соответствующих формул и правил интегрирования.

Таблица основных неопределённых интегралов
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Отметим, что в таблице интегралов переменная интегрирования  может обозначать как независимую переменную, так и функцию от независимой переменной.
Основные методы интегрирования
1.1. Табличное интегрирование 
Этот метод состоит в том, что путём тождественных преобразований подинтегрального выражения и применения свойств неопределённого интеграла исходный интеграл сводится к табличным интегралам. Часто используется приём "подведение по знак дифференциала": 
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Пример 1. 
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Пример 2.
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Пример 3.
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Пример 4.
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Пример 5.
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Задания для самостоятельной работы 

Найти интегралы: 
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1.2. Интегрирование заменой переменных (метод подстановки)

В интеграле ( f(x) dx вводится новая переменная интегрирования t, связанная со старой  переменной x равенством x = (t), где (t) – функция, имеющая непрерывную производную.
Учитывая,  что dx = ((t)dt, имеем формулу замены переменной в неопределённом интеграле. 
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После вычисления интеграла в правой части этого равенства нужно вернуться к переменной x.

Пример 6. 
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Пример 7.  
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Задания для самостоятельной работы 

Найти интегралы: 
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1.3. Метод интегрирования по частям
Пусть u = u(x), v = v(x) – функции, имеющие непрерывные производные. Тогда имеет место равенство 
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Эта формула называется формулой интегрирования по частям.

Этот  метод применяют, например, тогда, когда под знаком интеграла произведение многочлена на одну из функций sin x, cos x, ax, ln x, arcsin x, arctg x и т.д.

В интегралах вида (Pn(x) sin ax dx, (Pn(x) cos ax dx, (Pn(x) eax dx, где Pn(x) – многочлен степени n, за u(x) берут многочлен Pn(x), т.е. u(x) = Pn(x) (если n > 1, то формулу интегрирования по частям применяют несколько раз).

Если подинтегральная функция содержит ln x, arcsin x, arctg x, то именно эти функции берутся за функцию u(x).

Пример 8.  
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 (полагаем C = 0). Тогда по формуле интегрирования по частям
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Пример 9.    
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Пример 10.  
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После однократного применения метода интегрирования по частям получили более простой интеграл. Для его вычисления ещё раз применим этот метод:
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Тогда окончательно
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Замечание. При вычислении некоторых интегралов приходится комбинировать метод замены переменной с методом интегрирования по частям.

Пример 11.  
[image: image90.wmf]ò

dx

x

cos

.
Замена: 
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Вычисление 
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Для некоторых классов функций существуют специальные методы интегрирования.

Задания для самостоятельной работы 

Найти интегралы: 
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1.4. Интегрирование рациональных дробей
Рациональной дробью называется функция, равная отношению двух многочленов, т.е.
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где Pm(x) – многочлен степени m, Qn(x) – многочлен степени n.

Рациональная дробь называется правильной, если степень числителя меньше степени знаменателя, т.е. m < n; в противном случае дробь называется неправильной.

Всякая неправильная рациональная дробь  с помощью деления числителя на знаменатель приводится к виду
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где L(x) – многочлен (целая часть при делении), 
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 – правильная рациональная дробь.

Тогда 
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. Так как 
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 равен сумме табличных интегралов, то интегрирование неправильной рациональной дроби сводится к интегрированию правильной рациональной дроби.

Правильную рациональную дробь можно представить в виде суммы простейших дробей вида
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где Ak, Bs, Cs, a, p, q – действительные числа, k, s – натуральные числа, а квадратный трёхчлен x2 + px + q не имеет действительных корней (т.е. p2 – 4q < 0). Для этого нужно знаменатель правильной рациональной дроби разложить на линейные и квадратичные множители: 
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где l, … , r – натуральные числа. Каждому множителю (x – a)l в Q(x) в разложении правильной рациональной дроби соответствует сумма l простейших дробей
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а каждому множителю (x2 + px + q)r, (p2 – 4q < 0) соответствует сумма r простейших дробей: 
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Коэффициенты A1, … , Al, B1… , Br находятся методом неопределённых коэффициентов (поясним на примерах).

Таким образом, чтобы проинтегрировать правильную рациональную дробь, надо разложить её на простейшие, затем интегрировать каждое слагаемое.

Пример 12.  
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Подинтегральная функция 
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 – неправильная рациональная дробь, так как степень числителя равна степени знаменателя (m = 2, n = 2). Разделим числитель дроби на знаменатель (выделим целую часть):  
	
	2x2 – 11
	
	x2 + x – 6

	
	2x2 + 2x – 12
	
	2 – целая часть

	
	       –2x + 1 – остаток


Тогда 
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. Разложим правильную рациональную дробь на простейшие дроби. Для этого знаменатель дроби разложим на множители, определив корни квадратного трёхчлена x2 + x – 6, x1 = –3, x2 = 2.
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Выпишем правильную рациональную дробь и разложим её на простейшие:
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Для нахождения определённых коэффициентов приведём дроби в правой части равенства к общему знаменателю 
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и приравняем числители:
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Так как многочлены в обеих частях  полученного равенства тождественно равны, то должны быть равны коэффициенты при одинаковых степенях. Получим систему:
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Решая её, найдём 
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. Итак, имеем разложение
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Теперь вычисляем интеграл
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Пример 13.  
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Подинтегральная функция – правильная рациональная дробь. Знаменатель дроби разложен на множители x2 – 2x + 5 и x – 1, причём x2 – 2x + 5  не имеет действительных корней, т.к. p2 – 4q = 4 – 4(5 = –16 < 0. Поэтому разложение данной дроби будет иметь вид 
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где A, B, C – неопределённые коэффициенты.

Приводя к общему знаменателю справа, приравняем числители
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Приравнивая коэффициенты при одинаковых степенях, получим систему:
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Отсюда получим A = –1, B = 3, C = –2. Таким образом
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Для вычисления 
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 выделим в знаменателе полный квадрат: 
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и сделаем замену: x – 1 = t, x = t + 1, dx = dt. Тогда
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В первом интеграле сделаем замену t2 + 4 = z, 
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Итак, 
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Окончательно имеем


[image: image145.wmf].

2

1

arctg

2

1

)

5

2

ln(

2

3

|

1

|

ln

)

1

(

)

5

2

(

3

3

2

2

2

2

C

x

x

x

x

dx

x

x

x

x

x

+

-

+

+

-

+

-

-

=

-

+

-

-

-

ò


Задания для самостоятельной работы 

Найти интегралы: 
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1.5 Интегрирование тригонометрических функций

 Интегралы от тригонометрических функций во многих ситуациях  удаётся либо свести к интегралам от рациональных дробей, либо существенно упростить, применив тригонометрические формулы и сделав замену переменной.

Рассмотрим наиболее типичные случаи.

I. Пусть подинтегральная функция зависит от sin x, cos x, над которыми выполняются действия сложения, вычитания, умножения и деления. Принято обозначать такую функцию R(sin x,cos x). Её называют рациональной функцией от sin x, cos x.

Интеграл (R(sin x,cos x)dx сводится к интегралу от рациональной дроби  при помощи универсальной подстановки 
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Замечание. Хотя универсальная подстановка позволяет вычислить любой интеграл вида (R(sin x,cos x), однако во многих случаях она приводит к громоздким вычислениям и тогда удобнее использовать другие подстановки. 

Пример 14.  
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Воспользуемся универсальной подстановкой
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II. Интегралы вида 
[image: image164.wmf]ò
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. Для нахождения таких интегралов используются

1) подстановка sin x = t, если n – целое положительное нечётное число;

2) подстановка cos x = t, если m – целое положительное нечётное число;

3) формулы понижения порядка: 
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 если m, n – целые неотрицательные чётные числа;
4) подстановка tg x = t, если m + n – чётное отрицательное целое число.

Пример 15.  
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.
m = 3, n = 4 – имеем случай 2). 
Выполним подстановку cos x = t, dt = –sin x dx:
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Пример 16. 
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m = 2, n = 4 – чётное положительные числа – имеем случай 3).
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Задания для самостоятельной работы 

Найти интегралы: 
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1.6. Интегрирование некоторых иррациональных функций

Интеграл вида 
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, где R – рациональная функция своих аргументов, приводится с помощью подстановки 
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, где s – наименьшее общее кратное показателей корней n, m,…, k к интегралу от рациональной дроби.

Пример 17.  
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Подинтегральная функция есть рациональная функция от 
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Под интегралом 
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Окончательно получим
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Пример 18.  
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Выполним подстановку x = t4, т.к. подинтегральная функция содержит 
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Задания для самостоятельной работы 

Найти интегралы: 
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§ 2. Определённый интеграл

Пусть на отрезке [a;b] определена функция 
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. Разобьём отрезок [a;b] точками 
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на n частей (такое множество точек xk, k = 0,1,…,n называется разбиением отрезка [a;b]  и обозначается ). Наибольшую из разностей 
[image: image216.wmf]1

-

-

=

D

k

k

k

x

x

x

, k = 1,…,n обозначим d: 
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число d называется мелкостью разбиения . Теперь возьмём на каждом из частичных отрезков [xk-1,xk] произвольным образом точку 
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Функция 
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 называется интегрируемой на отрезке [a;b], если существует предел
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не зависящий ни от способа разбиения отрезка [a;b] (лишь бы d ( 0), ни от выбора точек 
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Замечание. Положим по определению 
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(в первом случае следует считать xk = 0 – ведь все точки x0,…,xn могут только совпадать, а во втором случае следует считать xk < 0, т.к. 
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Нетрудно убедиться, что если функция 
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 интегрируема на [a;b], то она ограничена на этом отрезке. Отметим, что условие ограниченности функции, будучи необходимым для её интегрируемости, не является вместе с тем достаточным. Доказывается, что непрерывная  на отрезке функция интегрируема (доказательство трудоёмкое).

В случае  непрерывной функции 
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 приведённое определение определённого интеграла равносильно следующему  определению:
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где F(x) есть первообразная функция функции f (x) на отрезке [a;b] (определение не зависит от того, какая из первообразных взята для вычисления определённого интеграла).

Доказательство равносильности двух определений определённого интеграла для непрерывной функции громоздко. Определение (4) является формулой для вычисления определённого интеграла; называется формулой Ньютона–Лейбница.

С помощью основной формулы – формулы Ньютона–Лейбница – известные формулы в теории неопределённых интегралов преобразуются в аналогичные формулы уже в определённых интегралах, сводящие вычисление одного определённого интеграла к вычислению другого, более простого.

К вычислению определённых интегралов сводятся задачи об измерении площадей плоских фигур, длин дуг кривых, объёмов тел, площадей поверхностей тел, а также задачи определения пути тела по известной скорости движения, работы, производимой силой, и многие другие задачи естествознания и техники.

Понятие определённого интеграла распространяются на случай неограниченного промежутка интегрирования, на некоторые классы неограниченных функций (это так называемые несобственные интегралы), а также на функции многих переменных (кратный интеграл – двойной, тройной, криволинейный интеграл, поверхностный интеграл). 

Методы вычисления определённого интеграла
2.1. Замена переменной в определённом интеграле 

При вычислении определённых интегралов часто используется метод замены переменной интегрирования (метод подстановки).

Пусть для вычисления интеграла 
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 от непрерывной функции сделана подстановка x = (t). Если функция (t) и её производная ((t) непрерывны на отрезке [;], причём () = a, () = b, то справедлива формула замены переменной
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Замечание. 1) Функцию x = (t) подбирают так, чтобы, подставив её вместо x в подинтегральное выражение, получить более простой интеграл. 2) Новые пределы интегрирования ,  определяются из соотношений () = a, () = b.

Пример 19.  
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Сделаем замену 
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= t, x = t2, dx = 2t dt. Найдём новые пределы интегрирования: x = 1, t = 1; x = 4, t = 
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Пример 20. 
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Сделаем замену 
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Задания для самостоятельной работы 

Вычислить интегралы: 
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2.2. Интегрирование по частям в определённом интеграле
Если функции u = u(x) и v = v(x) имеют непрерывные производные на отрезке [a;b], то имеет место формула
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которая называется формулой интегрирования по частям в определённом интеграле.

Пример 21.  
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Применим формулу интегрирования по частям. Положим 
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Задания для самостоятельной работы 

Вычислить интегралы: 
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2.3. Приложение определённого интеграла. Вычисление площадей плоских фигур
Вычисление площадей плоских фигур основано на геометрическом смысле определённого интеграла. 
	Площадь криволинейной трапеции, ограниченной сверху графиком функции y = f (x) (f (x) ≥ 0), слева и справа прямыми x = a, x = b, снизу – отрезком [a;b] оси Ox вычисляется по формуле
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Если f (x) ≤ 0 при x ( [a;b], то
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Объединяя формулы (6), (7), получим
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Если плоская фигура ограничена прямыми x = a, x = b (a < b) и кривыми y = f1(x), y = f2(x)  причём f1(x) ≤ f2(x), a ≤ x ≤ b, то её площадь вычисляется по формуле
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Пример 22. Найти площадь фигуры, ограниченной осью Ox  и графиком функции 
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	Решение. Вычертим  фигуру
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Пример 23. Найти площадь фигуры, ограниченной параболой 
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 и прямой  x + y = 3.

Решение. Построим графики функций.
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Найдём абсциссы точек пересечения графиков 
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 и  x + y = 3. Для этого решим систему уравнений относительно x:
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Имеем 
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. Определяем площадь фигуры по формуле (9):
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Пример 24. Вычислить площадь фигуры, ограниченной линиями y = x + 1, y =cos x и осью Ox.
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Решение. Построим графики функций y = x + 1, y =cos x. 

Площадь криволинейной трапеции равна 
                   S = S1 +S2, 
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Задания для самостоятельной работы 

Вычислить площадь фигур, ограниченных линиями: 

	1)
	
[image: image317.wmf]0

,

16

,

)

4

(

2

2

=

-

=

-

=

y

x

y

x

y


	8)
	
[image: image318.wmf]3

,

0

,

g

p

=

=

=

x

y

x

t

y



	2)
	
[image: image319.wmf]4

,

0

,

6

7

,

sin

p

=

=

p

-

=

=

x

y

x

x

y


	9)
	
[image: image320.wmf]4

,

4

2

+

=

+

=

x

y

x

x

y



	3)
	
[image: image321.wmf]x

y

x

y

9

,

3

-

=

-

=


	10)
	
[image: image322.wmf]0

,

4

2

2

=

+

=

x

x

y



	4)
	
[image: image323.wmf]3

,

0

,

1

,

2

2

=

=

=

=

x

y

x

y

x

y


	11)
	
[image: image324.wmf]0

,

3

2

2

=

-

+

-

=

y

x

x

y



	5)
	
[image: image325.wmf]1

,

1

2

2

-

=

+

=

x

y

x

y


	12)
	
[image: image326.wmf]e

x

y

x

y

=

=

=

,

0

,

ln



	6)
	
[image: image327.wmf]1

3

,

3

2

2

-

=

+

-

=

x

y

x

x

y


	13)
	
[image: image328.wmf]0

,

1

,

,

2

=

±

=

=

=

-

y

x

e

y

e

y

x

x



	7)
	
[image: image329.wmf]2

,

x

y

x

y

=

=


	14)
	
[image: image330.wmf]p

£

£

=

=

x

y

x

x

y

0

,

0

,

sin




Литература 
1. Берман Г.Н. Сборник задач по курсу математического анализа.–3-е изд., стереотипное. – М.: Лань, 2007.–604 с.
2. Данко П.Е., Попов А.Г., Кожевникова Т.Я. Высшая математике в упражнениях и задачах. Ч.I. –4-е изд. –М.: Высшая школа, 1986.–303 с.
3. Лунгу К.Н., Норин В.П., Письменный Д.Т., Шевченко Ю.А. Сборник задач по высшей математике. Ч.I. –7-е изд. –М.: Айрис пресс, 2009.–575 с.









4
13

_1360440139.unknown

_1360494799.unknown

_1360500154.unknown

_1360744654.unknown

_1360744980.unknown

_1360745174.unknown

_1360745305.unknown

_1360745352.unknown

_1360745444.unknown

_1360745485.unknown

_1360745499.unknown

_1360745513.unknown

_1360745472.unknown

_1360745372.unknown

_1360745413.unknown

_1360745361.unknown

_1360745328.unknown

_1360745341.unknown

_1360745316.unknown

_1360745241.unknown

_1360745268.unknown

_1360745271.unknown

_1360745254.unknown

_1360745195.unknown

_1360745215.unknown

_1360745227.unknown

_1360745205.unknown

_1360745184.unknown

_1360745078.unknown

_1360745099.unknown

_1360745164.unknown

_1360745097.unknown

_1360745009.unknown

_1360745021.unknown

_1360744991.unknown

_1360744785.unknown

_1360744906.unknown

_1360744952.unknown

_1360744968.unknown

_1360744917.unknown

_1360744822.unknown

_1360744850.unknown

_1360744873.unknown

_1360744877.unknown

_1360744860.unknown

_1360744838.unknown

_1360744799.unknown

_1360744711.unknown

_1360744738.unknown

_1360744752.unknown

_1360744729.unknown

_1360744681.unknown

_1360744698.unknown

_1360744664.unknown

_1360743272.unknown

_1360744498.unknown

_1360744596.unknown

_1360744627.unknown

_1360744643.unknown

_1360744614.unknown

_1360744560.unknown

_1360744581.unknown

_1360744548.unknown

_1360743403.unknown

_1360743955.unknown

_1360744234.unknown

_1360744264.unknown

_1360744266.unknown

_1360744182.unknown

_1360743575.unknown

_1360743669.unknown

_1360743442.unknown

_1360743313.unknown

_1360743360.unknown

_1360743294.unknown

_1360538196.unknown

_1360541268.unknown

_1360565849.unknown

_1360566911.unknown

_1360567663.unknown

_1360585954.unknown

_1360672109.unknown

_1360672135.unknown

_1360672095.unknown

_1360567750.unknown

_1360567834.unknown

_1360567863.unknown

_1360567713.unknown

_1360567561.unknown

_1360567617.unknown

_1360567328.unknown

_1360567370.unknown

_1360567528.unknown

_1360567276.unknown

_1360566059.unknown

_1360566531.unknown

_1360566004.unknown

_1360543816.unknown

_1360565756.unknown

_1360565815.unknown

_1360565340.unknown

_1360541348.unknown

_1360541674.unknown

_1360541313.unknown

_1360540056.unknown

_1360540363.unknown

_1360540398.unknown

_1360540577.unknown

_1360540079.unknown

_1360539601.unknown

_1360539924.unknown

_1360539439.unknown

_1360522910.unknown

_1360530293.unknown

_1360537923.unknown

_1360537936.unknown

_1360537718.unknown

_1360537815.unknown

_1360529945.unknown

_1360530068.unknown

_1360529827.unknown

_1360522975.unknown

_1360529778.unknown

_1360522682.unknown

_1360522794.unknown

_1360522845.unknown

_1360522722.unknown

_1360500234.unknown

_1360522296.unknown

_1360522553.unknown

_1360522631.unknown

_1360522247.unknown

_1360500197.unknown

_1360496684.unknown

_1360497456.unknown

_1360497738.unknown

_1360500038.unknown

_1360500149.unknown

_1360497814.unknown

_1360497564.unknown

_1360497719.unknown

_1360497527.unknown

_1360497258.unknown

_1360497391.unknown

_1360497410.unknown

_1360497365.unknown

_1360496867.unknown

_1360497149.unknown

_1360496852.unknown

_1360496159.unknown

_1360496559.unknown

_1360496629.unknown

_1360496682.unknown

_1360496666.unknown

_1360496581.unknown

_1360496244.unknown

_1360496272.unknown

_1360496529.unknown

_1360496202.unknown

_1360494888.unknown

_1360495245.unknown

_1360496121.unknown

_1360495170.unknown

_1360494809.unknown

_1360494814.unknown

_1360494805.unknown

_1360451603.unknown

_1360458901.unknown

_1360459770.unknown

_1360460811.unknown

_1360483566.unknown

_1360484157.unknown

_1360460918.unknown

_1360460004.unknown

_1360460331.unknown

_1360459872.unknown

_1360459925.unknown

_1360459836.unknown

_1360459297.unknown

_1360459645.unknown

_1360459721.unknown

_1360459435.unknown

_1360459534.unknown

_1360459378.unknown

_1360459166.unknown

_1360459245.unknown

_1360459144.unknown

_1360454912.unknown

_1360455911.unknown

_1360458328.unknown

_1360458801.unknown

_1360458872.unknown

_1360458404.unknown

_1360458273.unknown

_1360455147.unknown

_1360455879.unknown

_1360454991.unknown

_1360453859.unknown

_1360454177.unknown

_1360454204.unknown

_1360453877.unknown

_1360454075.unknown

_1360453608.unknown

_1360453634.unknown

_1360452642.unknown

_1360448658.unknown

_1360449295.unknown

_1360451151.unknown

_1360451402.unknown

_1360451493.unknown

_1360451346.unknown

_1360450071.unknown

_1360450235.unknown

_1360449384.unknown

_1360450007.unknown

_1360448827.unknown

_1360449249.unknown

_1360449264.unknown

_1360448972.unknown

_1360448739.unknown

_1360448798.unknown

_1360448699.unknown

_1360448729.unknown

_1360446533.unknown

_1360447901.unknown

_1360448560.unknown

_1360448578.unknown

_1360448635.unknown

_1360448044.unknown

_1360448123.unknown

_1360448214.unknown

_1360448089.unknown

_1360447978.unknown

_1360447366.unknown

_1360447422.unknown

_1360446616.unknown

_1360441448.unknown

_1360444299.unknown

_1360446187.unknown

_1360441620.unknown

_1360440733.unknown

_1360441221.unknown

_1360441250.unknown

_1360440394.unknown

_1360411504.unknown

_1360413984.unknown

_1360415296.unknown

_1360415677.unknown

_1360440042.unknown

_1360440110.unknown

_1360437346.unknown

_1360415383.unknown

_1360415449.unknown

_1360415532.unknown

_1360415622.unknown

_1360415413.unknown

_1360415329.unknown

_1360414940.unknown

_1360415202.unknown

_1360415249.unknown

_1360415064.unknown

_1360415124.unknown

_1360414991.unknown

_1360414769.unknown

_1360414846.unknown

_1360414657.unknown

_1360414455.unknown

_1360412216.unknown

_1360412800.unknown

_1360413908.unknown

_1360413943.unknown

_1360412828.unknown

_1360412596.unknown

_1360412753.unknown

_1360412302.unknown

_1360411805.unknown

_1360411862.unknown

_1360412152.unknown

_1360411832.unknown

_1360411600.unknown

_1360411770.unknown

_1360411555.unknown

_1360363476.unknown

_1360401794.unknown

_1360410941.unknown

_1360411154.unknown

_1360411270.unknown

_1360411358.unknown

_1360411380.unknown

_1360411327.unknown

_1360411211.unknown

_1360411059.unknown

_1360403630.unknown

_1360403687.unknown

_1360410925.unknown

_1360403605.unknown

_1360364139.unknown

_1360400738.unknown

_1360400914.unknown

_1360400654.unknown

_1360363512.unknown

_1360363544.unknown

_1360363496.unknown

_1360362086.unknown

_1360362773.unknown

_1360363292.unknown

_1360363359.unknown

_1360363411.unknown

_1360362821.unknown

_1360362215.unknown

_1360362289.unknown

_1360362522.unknown

_1360362233.unknown

_1360362202.unknown

_1360361425.unknown

_1360361944.unknown

_1360362011.unknown

_1360361601.unknown

_1360346142.unknown

_1360361383.unknown

_1360345675.unknown

