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В статье рассматривается многокритериальная многомерная задача о ранце, имеющая различные экономические приложения. Приводится математическая модель задачи и предлагается метод определения всех ее эффективных решений, основанный на модификации метода ветвей и границ. Описывается алгоритм предложенного метода, обсуждаются результаты его машинной реализации на персональной ЭВМ.


В различных системах часто возникает задача отбора из некоторого множества объектов такого его подмножества, на котором выполняются  заданные требования и на котором достигают наилучших значений одновременно несколько показателей эффективности.


Рассмотрим пример такого рода задачи из области экономики. Имеется перечень экономических проектов, предлагаемых для реализации. Каждый проект требует определенных затрат некоторых видов ресурсов (финансовых, трудовых, материальных, энергетических и т.п.). Запасы ресурсов ограничены, так что нет возможности реализовать все проекты. Реализованный проект оценивается по нескольким показателям эффективности (годовой экономический эффект, прибыль, рентабельность, экологический ущерб и т.д.). Требуется отобрать для реализации такие проекты, для которых будет достаточно имеющихся ресурсов и которые обеспечат наилучшие, насколько это возможно, значения одновременно всех показателей эффективности.


Построим математическую модель задачи отбора для реализации проектов из заданного списка проектов.

Пусть n – общее количество предлагаемых к реализации проектов, m – общее число потребляемых видов ресурсов, l – количество показателей эффективности, bi – запасы ресурсов каждого вида, i=
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,  aij – затраты ресурса i на реализацию проекта  j, i=
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  ,  ckj – значение k – го  показателя эффективности при реализации  j – го проекта,  k=
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Введем управляемые параметры:


                                  1, если проект j отбирается для реализации,

                        0, если проект j не реализуется,  j=
[image: image6.wmf]n

,
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.


Тогда задача отбора для реализации проектов ставится как задача определения управляемых параметров 
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= (х1, х2,. . . ,хn), при которых достигается наибольшее значение l показателей эффективности
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в области D допустимых значений управляемых параметров:
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ckj>0,  0<aij<bi, bi>0, 
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Будем предполагать, что параметры ckj, aij, bi целые числа. К задаче с целочисленными значениями параметров сводится любая задача (1)-(3), где эти параметры рациональные числа. Для этого достаточно умножить функции или ограничения на наименьшее общее кратное знаменателей входящих в них параметров.


Задача (1)-(3) является многокритериальной задачей целочисленного линейного (булевского) программирования.  


Как правило, в области D управляемых параметров (2)-(3) не существует абсолютных решений 
[image: image18.wmf]x

, на которых одновременно достигается наибольшее значение каждого показателя эффективности (1).


Поэтому под оптимальными решениями задачи (1)-(3) будем понимать множество неулучшаемых (недоминируемых, Парето-оптимальных) решений, то есть таких решений 
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 и хотя бы одно неравенство строгое [1].

         Полученный вектор значений частных критериев оптимальности
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на решении 
[image: image24.wmf]x

 будем называть векторной оценкой этого решения. Тогда векторная функция (4) осуществляет отображение множества допустимых решений n-мерного пространства решений на множество достижимых оценок в l – мерном пространстве критериев.
        Эффективные решения порождают в пространстве критериев эффективные (неулучшаемые, Парето-оптимальные) оценки. Множество эффективных оценок является компромиссным, так как каждый показатель эффективности (частный критерий оптимальности) на этом множестве может быть увеличен только за счет уменьшения других показателей.

        Для исследователя (лица, принимающего решения (ЛПР)) представляют интерес все такие неулучшаемые (эффективные) решения, для того чтобы осуществить окончательный выбор из них одного решения с учетом его опыта, интуиции и не формализованной в модели (1)-(3) информации.
        Предлагается способ определения всех Парето-оптимальных оценок и соответствующих им решений задачи (1)-(3). При этом будем использовать метод ветвей и границ решения задач дискретной оптимизации [2]. В силу высокой трудоемкости метода будем ограничиваться нахождением только одного эффективного решения, порождающего каждую эффективную оценку.

          Рассмотрим этапы предлагаемого метода:

1. Расчет границ.
Определяются верхние границы (прогнозные оценки) Vk оптимальных значений частных критериев оптимальности в области D допустимых значений управляемых параметров (2)-(3):
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Прогнозные оценки Vk могут быть получены как оптимальные значения критериев релаксированных задач
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в которых ограничения целочисленности (3) заменяются ослабленными условиями 
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Релаксированная задача (6),(2),(7) является задачей линейного программирования и может быть решена симплекс – методом [3]. Пусть 
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 ее оптимальное решение. Тогда верхние границы (прогнозные оценки) определяются как
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Если все оптимальные решения релаксированных задач 
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 целочисленные, а их векторные оценки совпадают 
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, то эти решения являются абсолютными и задача (1)-(3) решена.
2. Определение допустимых решений.


На множестве D найдем несколько (по крайней мере одно) допустимых решений, желательно с большими значениями частных критериев оптимальности. Рассмотрим следующие способы получения допустимых решений:

а) Из каждого оптимального непрерывного решения 
[image: image37.wmf])
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 релаксированной задачи (6), (2), (7) получаем допустимое решение 
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 отбрасыванием дробных компонент решений 
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После этого последовательно,  в порядке уменьшения коэффициентов целевой функции Fk
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, для которых соответствующие компоненты   непрерывного решения релаксированной задачи были дробными, 
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Далее, также в порядке уменьшения коэффициентов целевой функции 
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 увеличиваем до единицы, если позволяют ограничения (2), остальные нулевые 
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 компоненты полученного целочисленного решения. 


б) Для каждого частного критерия оптимальности 
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 допустимое решение получаем из нулевого 
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 последовательным, в порядке уменьшения коэффициентов целевой функции 
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, назначением единичных компонент (если позволяют ограничения (2)).

в) Находим оптимальное решение 
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1

(

+

l

y

 непрерывной релаксированной задачи вида (6),(2), (7) с критерием оптимальности, представляющем из себя какую-либо аддитивную свертку 
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 частных критериев оптимальности F1,F2,…,Fl. Параметры свертки, видимо, следовало бы взять такими, чтобы значения свертки в оптимальных решениях 
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 непрерывных задач по частным критериям оптимальности совпадали. Однако ограничимся более простым методом свертки критериев с равными весовыми коэффициентами:
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Допустимое решение целочисленной задачи 
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  находится из непрерывного решения 
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 по способу а) или б). В силу свойств любой аддитивной свертки [4] оптимальное по свертке решение 
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 непрерывной многомерной задачи о ранце является эффективным. Поэтому можно надеяться, что полученное из него допустимое решение 
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 будет иметь оценку, близкую к Парето-границе области достижимых оценок.
На полученном всеми тремя или выбранными из них способами наборе различных допустимых решений 
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Исключая из этого набора доминируемые (улучшаемые другими оценками этого же набора) векторные оценки, получаем первое приближение множества эффективных решений P(D)=
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3. Ветвление. 
Множество D разбивается на два непересекающихся подмножества 
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, которая на отобранном целочисленном решении первая не смогла получить единичного значения в соответствии с описанными в пункте 2 правилами получения допустимых решений.

Выбор допустимого решения, по которому определяется переменная 
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а) Выбирается то решение, на котором минимальна разность прогноза и частного критерия оптимальности 
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б) Берется решение 
[image: image75.wmf])
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, полученное в пункте 2в) в результате анализа по свертке (10).
4.  Анализ подмножеств решений.
        На каждом полученном подмножестве Di находятся прогнозные оценки оптимальных значений частных критериев оптимальности Vk(i), k=
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Множество Di исключается из рассмотрения, если его прогнозные 
[image: image77.wmf]оценки доминируются какими-либо решениями из P(D): 
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 и хотя бы одно неравенство строгое.

Если оптимальные решения релаксированных задач на Di  целочисленны и порождают одну и ту же векторную оценку, то эти решения абсолютные, они подлежат анализу на предмет включения в текущее приближение множества эффективных решений P(D), а множество Di исключается из дальнейшего рассмотрения и не будет в дальнейшем подвергаться ветвлению.


Если прогнозные оценки не позволяют исключить множество Di, то на этом множестве определяются допустимые решения в соответствии с алгоритмами этапа 2. Если эти решения недоминируемы, они пополняют приближение множества эффективных решений P(D)  и обеспечивают исключение из множества P(D) доминируемых решений.

Если решение при нулевых нефиксированных переменных является единственным на подмножестве Di или на этом подмножестве только одна переменная не фиксирована, то нет необходимости строить релаксированные задачи, прогнозные оценки не вычисляются, а полученное на Di абсолютное решение анализируется на необходимость включения в приближение множества эффективных решений P(D).

Из всех множеств Di, i=
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 наименее отличается от вектора прогнозов оптимального значения частных критериев оптимальности на всем множестве решений D.


Если в качестве меры близости векторов принять сумму модулей разности их компонентов, то для ветвления достаточно выбрать множество 
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Процесс разбиения множества D на подмножества, их анализа и исключения продолжается до тех пор, пока не будут исключены все подмножества доминируемых решений. Тогда множество P(D) будет содержать все Парето – оптимальные решения задачи (1)-(3).

Описанный алгоритм реализован на языке Паскаль для персональных ЭВМ типа IBM PC Pentium III  с размером доступной для задачи области динамической (Heap) памяти в 655 килобайт. Алгоритм протестирован на примерах различной размерности пространства решений n, критериев l и количества ограничений m.

Рассмотрим результаты работы на следующем примере. Найти эффективные решения по двум показателям эффективности на области допустимых решений, заданной четырьмя ограничениями в пространстве 8 управляемых параметров:
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          Ход решения задачи представлен деревом решения на рис.1. В каждой вершине указано анализируемое подмножество Di и вектор прогнозных оценок 
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. На ребрах графа, выходящих из вершины Di приведены значения фиксируемой переменной при разбиении множества на подмножества. Из рисунка видно, что для решения задачи потребовалось выполнить анализ 38 подмножеств исходного множества. Часть из них вложены друг в друга, в итоге область D была разбита на 20 непересекающихся подмножеств (листья дерева). 12 из них (затемнены) были исключены из рассмотрения как доминируемые каким-либо найденным к моменту появления множества решением из приближения множества Парето-оптимальных решений Р(D). Так, первое исключенное множество D18 с прогнозными оценками 
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доминируется впервые найденным на множестве D4  решением 
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 с векторной оценкой 
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На остальных 8 множествах найдены абсолютные решения. На тех из них (D14 D32 D36), где не указан вектор прогнозов 
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, прогнозные оценки не вычислялись в силу единственности допустимого решения ( с нулевыми нефиксированными компонентами).

В результате работы алгоритма получено 6 эффективных решений. Было проанализировано в общей сложности 13 различных допустимых решений (табл.1). Эффективные решения в таблице отмечены символом  *.

Таблица 1

	№
	Решение 
[image: image95.wmf]x


	Критерии
	Получено на множестве

	
	
	F1
	F2
	

	1*
	(0,0,1,0,1,1,1,1)
	67
	49
	D

	2*
	(0,0,1,1,1,1,0,1)
	69
	45
	D2

	3*
	(1,0,1,1,1,1,1,0)
	66
	51
	D4

	4*
	(0,0,0,1,1,1,1,1)
	72
	43
	D6

	5
	(0,1,1,0,0,1,1,1)
	68
	44
	D8

	6
	(0,1,1,0,1,1,1,0)
	57
	45
	D10

	7*
	(1,0,1,1,1,0,1,1)
	68
	46
	D12

	8*
	(0,0,1,1,0,1,1,1)
	74
	42
	D14

	9
	(1,0,1,1,0,1,0,1)
	64
	43
	D16

	10
	(1,0,0,1,0,1,1,1)
	67
	41
	D20

	11
	(0,1,0,0,1,1,1,1)
	66
	45
	D22

	12
	(1,0,0,1,1,0,1,1)
	58
	37
	D32

	13
	(0,1,1,1,0,0,1,1)
	66
	33
	D36



В таблице приведены результаты расчета, в котором допустимые решения определялись по способу в) второго этапа алгоритма, а переменная ветвления 
[image: image96.wmf]0
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- по способу б) третьего этапа алгоритма. При выборе других способов получаются близкие по затратным характеристикам результаты. Однако на большинстве примеров меньшее количество анализируемых подмножеств и допустимых решений получается при использовании результатов анализа релаксированной задачи по свертке критериев (10) для построения допустимого решения и выбора переменной ветвления.
        Множество эффективных оценок, соответствующих найденным эффективным решениям, отображено в пространстве критериев на рис. 2. Оболочка   этого  множества  не  является  выпуклой.  Так что большая  часть  эффективных решений ( четыре из шести )  не могла  быть найдена  как решение скалярной целочисленной задачи в области (15), (16)  по какому-либо аддитивному обобщенному критерию. 

        Применение метода ветвей и границ позволило значительно сократить перебор вариантов решений. Область  (15), (16)  содержит  всего 213 допустимых решений. Решение задачи    (14) - (16)  полным перебором потребовало бы анализа  28 =256 решений из множества  двоичных наборов (16).

Рассмотрим временные характеристики предложенного метода. Время решения задачи в первую очередь зависит (экспоненциально) от размерности пространства решений n. Размерность пространства критериев  k увеличивает число эффективных решений и анализируемых подмножеств. Количество ограничений    m    повышает трудоемкость обработки каждого подмножества за счет увеличения размерности релаксированных задач, решаемых симплекс-методом.

          Реализованный алгоритм был протестирован на задачах с размерностью пространства решений 8,16,24,32 при числе ограничений от четырех до десяти и количестве критериев от двух до четырех. Исходные данные генерировались случайным образом в некоторых задаваемых интервалах изменения коэффициентов матрицы условий, правых частей ограничений и коэффициентов целевых функций. Некоторые результаты этого тестирования приведены в таблице 2.
        Дальнейшее увеличение размерности требует увеличения как времени исполнения алгоритма, так и объема используемой оперативной памяти. Оперативная память необходима для хранение параметров подлежащих обработке подмножеств решений. Выделенного объема динамической памяти оказалось недостаточно для решения задач размерности n, большей 32. Это ограничение можно снять за счет реализации алгоритма в средах, работающих под управлением операционной системы Windows. Однако, сохранятся проблемы, связанные с временными затратами, так как время работы алгоритма пропорционально количеству анализируемых подмножеств.
Таблица 2        

	Размерность

n× m× l
	Количество эффективных        решений
	Количество допустимых
решений
	Количество множеств
	Время                         работы
сек

	8×4×2
	6
	13
	38
	<0.01

	16×4×2
	9
	124
	382
	0.4

	16×4×4
	36
	145
	396
	0.7

	16×10×4
	32
	294
	780
	1.8

	24×4×4
	12
	67
	154
	0.8

	24×10×4
	84
	853
	2178
	13

	32×4×2
	16
	562
	1556
	6.4

	32×8×2
	17
	2755
	7302
	66

	33×4×2
	16
	923
	2384
	22


         Полным перебором на ЭВМ выбранной производительности за время в пределах  1 минуты удается решить задачу  только размерности порядка n=20.   

         Таким образом, полученные результаты подтверждают эффективность приведенного метода по сравнению с переборными алгоритмами.
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