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1. Äåëåíèå ñ îñòàòêîì â åâêëèäîâîì êîëüöå

Îáëàñòü öåëîñòíîñòèR íàçûâàåòñÿ åâêëèäîâîé îáëàñòüþ, åñëè ñóùåñòâóåò êàêàÿ-
ëèáî ôóíêöèÿ ϕ èç ìíîæåñòâà åãî íåíóëåâûõ ýëåìåíòîâ âî ìíîæåñòâî {0, 1, 2, . . . },
îáëàäàþùàÿ ñëåäóþùèì ñâîéñòâîì: äëÿ ëþáûõ a, b ∈ R íàéäóòñÿ òàêèå q, r ∈ R,
÷òî a = bq+r è ëèáî r = 0, ëèáî ϕ(r) < ϕ(b). Êîëüöà Z, k[x], Z[i] = {a+bi | a, b ∈ Z}
ÿâëÿþòñÿ åâêëèäîâûìè îáëàñòÿìè. Â Z â êà÷åñòâå ôóíêöèè ϕ ìîæíî âçÿòü îáû÷íîå
àáñîëþòíîå çíà÷åíèå. Â êîëüöå k[x] íóæíîìó óñëîâèþ áóäåò óäîâëåòâîðÿòü ôóíê-
öèÿ, ñòàâÿùàÿ â ñîîòâåòñòâèå êàæäîìó ìíîãî÷ëåíó åãî ñòåïåíü. Äëÿ a + bi ∈ Z[i]
ìîæíî ïîëîæèòü ϕ(a+ bi) = a2 + b2. Ýëåìåíò q íàçûâàåòñÿ (íåïîëíûì) ÷àñòíûì,
r � îñòàòêîì ïðè äåëåíèè a íà b (îáîçíà÷åíèå q = qt(a, b), r = rem(a, b)). Åñëè

r = 0, òî ãîâîðÿò, ÷òî a äåëèòñÿ íà b (çàïèñü a
...b èëè b|a).

Ïðèìåðû ðåøåíèÿ çàäà÷

1. Äîêàæèòå, ÷òî êâàäðàò öåëîãî ÷èñëà íå ìîæåò èìåòü âèä 4k + 2, k ∈ Z.
Ðåøåíèå. Ðàññìîòðèì ïðîèçâîëüíîå öåëîå ÷èñëî z è ïîäåëèì åãî ñ îñòàòêîì íà

4: z = 4q + r, 0 ≤ r < 4. Òîãäà z2 = (4q + r)2 = 4(4q2 + 2qr) + r2. Åñëè r = 0 èëè
r = 2, òî z2 èìååò âèä 4k, k ∈ Z; åñëè r = 1 èëè r = 3, òî z2 èìååò âèä 4k+1, k ∈ Z.
Òàêèì îáðàçîì, êâàäðàò öåëîãî ÷èñëà íå ìîæåò èìåòü îñòàòîê äâà ïðè äåëåíèè íà
4, òî åñòü íå ìîæåò áûòü ïðåäñòàâëåí â âèäå 4k + 2, k ∈ Z.

2. Â êîëüöå Z[i] ïðîèçâåñòè åâêëèäîâî äåëåíèå ýëåìåíòà α = 122+19i íà ýëåìåíò
β = 5− 11i.

Ðåøåíèå.

α

β
=

122 + 19i

5− 11i
=

(122 + 19i)(5 + 11i)

(5− 11i)(5 + 11i)
=

401

146
+

1437

146
i =

= (3 + 10i) +

(
− 37

146
− 23

146
i

)
.

Îòñþäà

α = β(3 + 10i) + (5− 11i)

(
− 37

146
− 23

146
i

)
= β(3 + 10i)− 3 + 2i.

Èòàê α = βq + r, ãäå q = 3 + 10i, r = −3 + 2i. Çäåñü ϕ(r) = 9 + 4 = 13, ϕ(β) =
25 + 121 = 146, ò.å. ϕ(r) < ϕ(b).

3. Ïðè êàêèõ íàòóðàëüíûõ n ñîêðàòèìà äðîáü
8n+ 71

5n+ 46
?

Ðåøåíèå. Ïóñòü ÷èñëèòåëü a = 8n+ 71 è çíàìåíàòåëü b = 5n+ 46 êðàòíû ÷èñëó
d, òîãäà d äåëèò 5a − 8b = −13. Îòñþäà ïîëó÷àåì, ÷òî åñëè äðîáü ñîêðàòèìà, òî
òîëüêî íà d = 13. Òåïåðü äîñòàòî÷íî óêàçàòü òîëüêî òå çíà÷åíèÿ n, ïðè êîòîðûõ
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b (èëè a) äåëèòñÿ íà 13. Ïîëó÷àåì, ÷òî 13 äåëèò 5n + 46 òîãäà è òîëüêî òîãäà,
êîãäà 13 äåëèò ÷èñëî 5n+ 20, à ýòî â ñâîþ î÷åðåäü ðàâíîñèëüíî òîìó, ÷òî 13 äåëèò

n+ 4. Òàêèì îáðàçîì, äðîáü
8n+ 71

5n+ 46
ñîêðàòèìà â òî÷íîñòè òîãäà, êîãäà îñòàòîê îò

äåëåíèÿ ÷èñëà n íà 13 ðàâåí 9.
Çàìå÷àíèå. Íåìíîãî ïîçæå çàïèñü ðåøåíèÿ ïîäîáíûõ çàäà÷ ìû ñòàíåì âîñïðî-

èçâîäèòü, èñïîëüçóÿ ÿçûê è ñâîéñòâà ÷èñëîâûõ ñðàâíåíèé.

Óïðàæíåíèÿ

Â çàäà÷àõ 1�18 äàíû íåêîòîðûå èç öåëûõ ÷èñåë a, b, qt(a, b), rem(a, b). Òðåáóåòñÿ
íàéòè îñòàëüíûå èç ýòèõ ÷èñåë.

� çàäà÷ a b qt(a, b) rem(a, b)
1. 0 77
2. 43 15
3. -43 15
4. -273 35
5. -3 -7
6. 323 17
7. -93 -21
8. 5 7
9. 3 -2
10. 25 3
11. -30 -4
12. 1899 73
13. -1899 -73
14. 5 2
15. 5 2
16. -10 1
17. -10 2
18. -21 5 12

19. Ìîæåò ëè ïðè äåëåíèè öåëîãî ÷èñëà a íà öåëîå ÷èñëî b 6= 0 ïîëó÷èòñÿ
÷àñòíîå q è íåêîòîðûé îñòàòîê r, åñëè

a) a = 555, q = 19;
b) a = 589, q = 275.
20. Íàéòè íàèáîëüøåå öåëîå ÷èñëî, äàþùåå ïðè äåëåíèè íà 13 ÷àñòíîå 17.
21. Äîêàçàòü, ÷òî êâàäðàò íå÷åòíîãî íàòóðàëüíîãî ÷èñëà ïðè äåëåíèè íà 8 äàåò

îñòàòîê 1.
22. Äîêàçàòü, ÷òî ñóììà êâàäðàòîâ äâóõ ïîñëåäîâàòåëüíûõ íàòóðàëüíûõ ÷èñåë

ïðè äåëåíèè íà 4 äàåò îñòàòîê 1.
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23. Äîêàçàòü, ÷òî åñëè êàæäîå èç äâóõ ÷èñåë ïðè äåëåíèè íà m äàåò îñòàòîê 1,
òî è èõ ïðîèçâåäåíèå ïðè äåëåíèè íà m äàåò îñòàòîê 1.

24. Äîêàçàòü, ÷òî 3m+ 2 íå ìîæåò áûòü êâàäðàòîì öåëîãî ÷èñëà.
25. Äîêàçàòü, ÷òî ñðåäè ïÿòè ïîñëåäîâàòåëüíûõ íàòóðàëüíûõ ÷èñåë îäíî äå-

ëèòñÿ íà 5.
26. Äîêàçàòü, ÷òî ñóììà 2n + 1 ïîñëåäîâàòåëüíûõ íàòóðàëüíûõ ÷èñåë äåëèòñÿ

íà 2n+ 1.
27. Äîêàæèòå, ÷òî äëÿ ëþáîãî öåëîãî n:
à) n3 − n äåëèòñÿ íà 3;
á) n5 − n äåëèòñÿ íà 5.
28. Äîêàçàòü, ÷òî åñëè 7 | n2 + k2, òî 7 | n è 7 | k.
29. Äîêàçàòü, ÷òî åñëè m− p | mn+ pq, òî m− p | mq + np.
30. Ïðè êàêèõ öåëûõ çíà÷åíèÿõ n ñëåäóþùàÿ äðîáü åñòü öåëîå ÷èñëî

à)
4n− 7

2n+ 3
;

b)
n2 − n+ 3

n+ 1
?

31. Â êîëüöå Z[i] ïðîèçâåñòè åâêëèäîâî äåëåíèå
à) 32 íà 2 + 3i;
b) −11 + 13i íà 3− i;
c) 15 + 4i íà 10;
d) 14 + 18i íà 13− 19i.
32. Äîêàçàòü, ÷òî êîëüöî Z[i] öåëûõ ãàóññîâûõ ÷èñåë ÿâëÿåòñÿ åâêëèäîâûì êîëü-

öîì.
33. Äîêàçàòü, ÷òî êîëüöî Z[

√
2] = {a + b

√
2 | a, b ∈ Z} ÿâëÿåòñÿ åâêëèäîâûì

(óêàçàíèå: ϕ(a+ b
√

2) =| a2 − 2b2 |).
34. Ïóñòü p� ïðîñòîå ÷èñëî. Îáîçíà÷èì ÷åðåçQp ìíîæåñòâî âñåõ ðàöèîíàëüíûõ

÷èñåë, êîòîðûå ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäå äðîáè ñî çíàìåíàòåëåì, íå äåëÿùåìñÿ
íà p. Äîêàçàòü ñëåäóþùèå óòâåðæäåíèÿ:

a) Qp � ïîäêîëüöî êîëüöà ðàöèîíàëüíûõ ÷èñåë;
b) ëþáîé ýëåìåíò a ∈ Qp, a 6= 0 ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäå a = pkε ãäå k ∈ N ,

ε ∈ Qp.
c) äëÿ ýëåìåíòà a èç b) ïîëîæèì ϕ(a) = k. Òîãäà Qp � åâêëèäîâî êîëüöî.
35. Äîêàçàòü, ÷òî åâêëèäîâî êîëüöî ÿâëÿåòñÿ êîëüöîì ãëàâíûõ èäåàëîâ.
36. Äîêàçàòü, ÷òî êîëüöî Z[x] íå ÿâëÿåòñÿ åâêëèäîâûì (óêàçàíèå: èäåàë (x, k),

ãäå k 6= 0;±1 íå ÿâëÿåòñÿ ãëàâíûì èäåàëîì).
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2. Ïðîñòûå è ñîñòàâíûå ýëåìåíòû ôàêòîðèàëüíîãî êîëüöà

Íåíóëåâîé ýëåìåíò a êîëüöà R íàçûâàåòñÿ ñîñòàâíûì (ïðèâîäèìûì), åñëè
a = bc, ãäå íè b, íè c íå ÿâëÿþòñÿ îáðàòèìûìè. Åñëè èç ïðåäñòàâëåíèÿ a = bc
ñëåäóåò, ÷òî ëèáî b îáðàòèì, ëèáî c îáðàòèì, òî a íàçûâàåòñÿ ïðîñòûì (íåïðèâî-
äèìûì). Ýòî îïðåäåëåíèå âïîëíå ñîãëàñóåòñÿ ñ ïðîñòîòîé öåëûõ ÷èñåë èëè íåïðè-
âîäèìîñòüþ ìíîãî÷ëåíîâ.

Äâà ýëåìåíòà îáëàñòè öåëîñòíîñòè R íàçûâàþòñÿ àññîöèèðîâàííûìè, åñëè îíè
îòëè÷àþòñÿ îáðàòèìûì ìíîæèòåëåì. Òàêèì îáðàçîì ýëåìåíòû a, b ∈ R àññîöèè-
ðîâàíû (îáîçíà÷åíèå a ∼ b), åñëè ñóùåñòâóåò òàêîé ýëåìåíò c ∈ U(R), ÷òî a = bc.
Íåòðóäíî óáåäèòüñÿ â òîì, ÷òî îòíîøåíèå àññîöèèðîâàííîñòè ÿâëÿåòñÿ îòíîøåíè-
åì ýêâèâàëåíòíîñòè. Ìíîæåñòâî âñåõ ýëåìåíòîâ îáëàñòè öåëîñòíîñòè ðàñïàäàåòñÿ
íà 4 êëàññà:

1) ìíîæåñòâî, ñîäåðæàùåå îäèí ýëåìåíò � íóëü;
2) ìíîæåñòâî U(R) îáðàòèìûõ ýëåìåíòîâ;
3) ìíîæåñòâî ñîñòàâíûõ ýëåìåíòîâ;
4) ìíîæåñòâî ïðîñòûõ ýëåìåíòîâ.
Ïîñëåäíèå äâà êëàññà ìîãóò áûòü ïóñòûìè (åñëè îáëàñòü öåëîñòíîñòè � ïîëå).
Öåëîñòíîå êîììóòàòèâíîå êîëüöî íàçûâàåòñÿ ôàêòîðèàëüíûì (èëè êîëüöîì ñ

îäíîçíà÷íûì ðàçëîæåíèåì íà ìíîæèòåëè), åñëè ëþáîé íåíóëåâîé íåîáðàòèìûé
ýëåìåíò a ýòîãî êîëüöà îäíîçíà÷íî ïðåäñòàâèì â âèäå

a = p1p2 . . . pn (1)

ãäå p1, p2, . . . pn � ïðîñòûå ýëåìåíòû èç R; ïîä îäíîçíà÷íîñòüþ ìû èìååì ââèäó
ñëåäóþùåå: åñëè

a = q1q2 . . . qm (2)

� äðóãîå ïðåäñòàâëåíèå, òî n = m, è, ïîñëå ïîäõîäÿùåé ïåðåíóìåðàöèè ýëåìåíòîâ,
âûïîëíåíî p1 = u1q1, p2 = u2q2,. . ., pn = unqn, ãäå äëÿ ëþáîãî i ∈ {1, 2, . . . , n}
ýëåìåíò ui îáðàòèì.

Øèðîêî èçâåñòíûìè ïðèìåðàìè ôàêòîðèàëüíûõ êîëåö ÿâëÿþòñÿ êîëüöî Z öå-
ëûõ ÷èñåë, êîëüöî Z[i] öåëûõ ãàóññîâûõ ÷èñåë è êîëüöî F [x] ìíîãî÷ëåíîâ îò îäíîé
ïåðåìåííîé íàä ïîëåì F . Ïðè ýòîì , â ñëó÷àå Z íåïðèâîäèìûå ýëåìåíòû � ýòî
ïðîñòûå ÷èñëà è ïðîòèâîïîëîæíûå ê íèì; îáðàòèìûå ýëåìåíòû � ýòî ±1. Òàêèì
îáðàçîì, â ðàçëîæåíèÿõ (1) è (2) ÷èñëà p è q ïðè ïîäõîäÿùåé óïîðÿäî÷åííîñòè
îòëè÷àþòñÿ òîëüêî çíàêîì. Â ñëó÷àå êîëüöà F [x] íåïðèâîäèìûå ìíîæèòåëè îòëè-
÷àþòñÿ ñêàëÿðíûì ìíîæèòåëåì. Ïðèìåðîì íåôàêòîðèàëüíîãî êîëüöà (íî öåëîñò-
íîãî, ñ ðàçëîæåíèåì íà ïðîñòûå ìíîæèòåëè) ÿâëÿåòñÿ êîëüöî Z[

√
−3] êîìïëåêñíûõ

÷èñåë âèäà a+ b
√
−3, ãäå a è b � öåëûå ÷èñëà. Â ýòîì êîëüöå ýëåìåíò 4, íàïðèìåð,

ðàçëàãàåòñÿ â ïðîèçâåäåíèå íåïðèâîäèìûõ ìíîæèòåëåé ñóùåñòâåííî ðàçëè÷íûìè
ñïîñîáàìè:

2 · 2 = 4 = (1 +
√
−3)(1−

√
−3).
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Ïðèìåðû ðåøåíèÿ çàäà÷

1. Äîêàçàòü, ÷òî íàèìåíüøèé îòëè÷íûé îò 1 äåëèòåëü ñîñòàâíîãî ÷èñëà a (ïî-
íÿòíî, ÷òî îí áóäåò ïðîñòûì) íå ïðåâîñõîäèò

√
a.

Ðåøåíèå.
Äåéñòâèòåëüíî, ïóñòü q � ýòîò äåëèòåëü. Òîãäà a = qa1 è a1 ≥ q. Îòêóäà ñëåäóåò,

÷òî a ≥ q2 è q ≤
√
a.

2. Äîêàçàòü, ÷òî ïðîñòîå ÷èñëî p êîëüöà Z ÿâëÿåòñÿ ñîñòàâíûì ýëåìåíòîì
êîëüöà Z[i] òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà ñóùåñòâóþò òàêèå öåëûå ÷èñëà m, n, ÷òî
p = m2 + n2.

Ðåøåíèå.
Íåîáõîäèìîñòü. Ïóñòü ïðîñòîå öåëîå ÷èñëî p ÿâëÿåòñÿ ñîñòàâíûì ýëåìåíòîì â

êîëüöå Z[i]. Òîãäà p = (a + bi)(c + di), ãäå a, b, c, d � öåëûå, (a + bi), (b + di) �
íåîáðàòèìûå ýëåìåíòû. Ïðè ýòîì |p|2 = (ac− bd)2 + (ad+ bc)2. Ïîñêîëüêó ÷èñëî p
� äåéñòâèòåëüíîå, òî îíî ñîâïàäàåò ñ ñîïðÿæåííûì åìó ÷èñëîì p, ãäå p = (ac −
bd)− (ad+ bc)i. Èìååì:

pp = |p|2 = a2c2 + b2d2 + a2d2 + b2c2 = a2(c2 + d2) + b2(c2 + d2) =

= (c2 + d2)(a2 + b2) = p2.

Òîãäà, ñîãëàñíî îñíîâíîé òåîðåìå àðèôìåòèêè, ïîëó÷èì: p = a2 + b2 = c2 + d2.
Äîñòàòî÷íîñòü. Ïóñòü p = m2 + n2. Òîãäà p = (m+ ni)(m− ni) è ýëåìåíò p â

êîëüöå Z[i] ÿâëÿåòñÿ ñîñòàâíûì.
Çàìå÷àíèå. Èçâåñòíî, ÷òî âñÿêîå ïðîñòîå ÷èñëî âèäà 4k+ 1 âñåãäà ïðåäñòàâèìî

â âèäå ñóììû äâóõ êâàäðàòîâ öåëûõ ÷èñåë è òàêîå ïðåäñòàâëåíèå îäíîçíà÷íî ñ
òî÷íîñòüþ äî ïåðåñòàíîâêè ñëàãàåìûõ. Â òîæå âðåìÿ ÷èñëà âèäà 4k + 3 íå ìîãóò
áûòü ïðåäñòàâëåíû â âèäå ñóììû m2 + n2, ò.ê. ñóììà m2 + n2 ïðè äåëåíèè íà 4
äàåò ëèøü îñòàòêè 0, 1, 2. Òàêèì îáðàçîì, ïðîñòûìè â Z[i] ÿâëÿþòñÿ òå è òîëüêî
òå ïðîñòûå ÷èñëà, êîòîðûå ïðè äåëåíèè íà 4 äàþò â îñòàòêå 3. Ïîëåçíî òàêæå
èñïîëüçîâàòü ñëåäóþùèé ôàêò. Ïóñòü p ∈ Z[i], p = x + iy, ãäå x 6= 0, y 6= 0.
×èñëî p ÿâëÿåòñÿ ïðîñòûì ýëåìåíòîì êîëüöà Z[i] â òî÷íîñòè òîãäà, êîãäà ÷èñëî
n(p) = x2 + y2, íàçûâàåìîå íîðìîé ÷èñëà p, ÿâëÿåòñÿ ïðîñòûì â êîëüöå Z.

3. Ðàçëîæèòü ÷èñëî 18 + 4i èç êîëüöà Z[i] íà ïðîñòûå ìíîæèòåëè.
Ðåøåíèå.
Çàìåòèì, ÷òî 18 + 4i = 2(9 + 2i). Ïîñêîëüêó, 2 = 12 + 12, òî ÷èñëî 2 ÿâëÿåòñÿ

ñîñòàâíûì â êîëüöå Z[i], çäåñü 2 = (1+i)(1−i). Íîðìà ÷èñëà 9+2i ðàâíà n(9+2i) =
81 + 4 = 85, ãäå 85 = 17 ·5. Ñëåäîâàòåëüíî, ÷èñëî 9 + 2i ñîñòàâíîå, ò.å. 9 + 2i = α ·β,
ïðè÷åì n(α) = 5, n(β) = 17. Òîãäà â êà÷åñòâå α ìîæíî, íàïðèìåð, âçÿòü ÷èñëî 2+i,
à â êà÷åñòâå β � ÷èñëî 4−i. Ïîëó÷àåì èñêîìîå ðàçëîæåíèå íà ïðîñòûå ìíîæèòåëè:
18 + 4i = (1 + i)(1− i)(2 + i)(4− i).
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Óïðàæíåíèÿ

Â çàäà÷àõ 1�13 ïîä îáúåìëþùèì êîëüöîì ïîíèìàåòñÿ êîëüöî öåëûõ ÷èñåë.
1. Ñðåäè ïåðå÷èñëåííûõ ÷èñåë óêàçàòü ñîñòàâíûå è ðàçëîæèòü èõ íà ïðîñòûå

ìíîæèòåëè â êîëüöå Z: 127, 437, 509, 919, 1079.
2. Ïðèìåíèâ "ðåøåòî Ýðàòîñôåíà"âûïèñàòü âñå ïðîñòûå ÷èñëà èç èíòåðâàëà

[2, 100], [190, 200].
3. Äîêàçàòü, ÷òî ìåæäó n è n! (n > 2) ñîäåðæèòñÿ õîòÿ áû îäíî ïðîñòîå ÷èñëî.
4. Íàïèñàòü 12 ïîñëåäîâàòåëüíûõ ñîñòàâíûõ ÷èñåë. Ñêîëüêî ïîñëåäîâàòåëüíûõ

ñîñòàâíûõ ÷èñåë ìîæåò âñòðåòèòüñÿ â íàòóðàëüíîì ðÿäå?
5. Íàéòè òàêîå íàòóðàëüíîå n, ÷òî ÷èñëà n, n+ 10 è n+ 14 � ïðîñòûå.
6. Íàéòè òàêîå ïðîñòîå ÷èñëî p, ÷òîáû 2p2 + 1 òîæå áûëî ïðîñòûì.
7. Äîêàçàòü, ÷òî (3, 5, 7) � åäèíñòâåííàÿ òðîéêà "ïðîñòûõ-áëèçíåöîâ"(äâà ïðî-

ñòûõ ÷èñëà îáðàçóþò ïàðó áëèçíåöîâ, åñëè îäíî èç íèõ íà 2 áîëüøå äðóãîãî).
8. Íàéäèòå âñå ïðîñòûå ÷èñëà, êîòîðûå ÿâëÿþòñÿ îäíîâðåìåííî ñóììîé äâóõ

ïðîñòûõ ÷èñåë è ðàçíîñòüþ äâóõ ïðîñòûõ ÷èñåë.
9. Äîêàçàòü, ÷òî ïðè äåëåíèè ïðîñòîãî ÷èñëà íà 30 â îñòàòêå íå ìîæåò áûòü

ñîñòàâíîãî ÷èñëà.
10. Äîêàçàòü, ÷òî åñëè p è 8p2 + 1 � ïðîñòûå, òî 8p2 + 2p+ 1 � òîæå ïðîñòîå.
11. Ïóñòü a è n � íàòóðàëüíûå ÷èñëà, áîëüøèå 1. Äîêàæèòå, ÷òî åñëè ÷èñëî

an−1 ïðîñòîå, òî a = 2 è n � ïðîñòîå. (×èñëà âèäà q = 2n−1 íàçûâàþòñÿ ÷èñëàìè
Ìåðñåííà. Íàïðèìåð, 23 − 1 = 7 è 25 − 1 = 31. Íåèçâåñòíî, áåñêîíå÷íî ëè ìíîãî
÷èñåë Ìåðñåííà.)

12. Íàéòè âñå ïðîñòûå ÷èñëà âèäà
n(n+ 1)

2
− 1, ãäå n � íàòóðàëüíîå ÷èñëî.

13. Äîêàæèòå, ÷òî âñÿêîå ïðîñòîå ÷èñëî p, áîëüøåå òðåõ, ïðåäñòàâèìî â âèäå
6q ± 1, q ∈ N .

14. ßâëÿåòñÿ ëè ÷èñëî 210 + 512 ñîñòàâíûì?
14. Äîêàçàòü, ÷òî îòíîøåíèå àññîöèèðîâàííîñòè ÿâëÿåòñÿ îòíîøåíèåì ýêâèâà-

ëåíòíîñòè.
15. Íàéòè ãðóïïó åäèíèö êîëüöà Z[i].
16. Êàêèå èç ñëåäóþùèõ ÷èñåë ÿâëÿþòñÿ ïðîñòûìè â êîëüöå Z[i]: 5; 7; 2 + i;

1 + 2i; 1 + 3i; 1− 3i; 3 + i; 3− i ?
17. Íàéòè âñå ðàçëîæåíèÿ íà ïðîñòûå ìíîæèòåëè ÷èñåë 2, 5, 9 + 12i, 23 + 7i,

11 + 3i â êîëüöå Z[i].
18. Ïóñòü p � ïðîñòîå ÷èñëî â Z. Äîêàæèòå, ÷òî â êîëüöå Qp (ñì. çàäà÷ó 34 â

òåìå 1) ïðîñòûìè ýëåìåíòàìè ÿâëÿþòñÿ p è âñå àññîöèèðîâàííûå ñ p, è òîëüêî îíè.
19. Ïóñòü A � êîëüöî ãëàâíûõ èäåàëîâ, a ∈ A, a 6= 0. Äîêàçàòü, ÷òî (a) �

ìàêñèìàëüíûé èäåàë òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà a � ïðîñòîé ýëåìåíò êîëüöà A.
20. Ïóñòü A � êîëüöî ãëàâíûõ èäåàëîâ, a ∈ A, a 6= 0. Äîêàçàòü, ÷òî ôàêòîð-

êîëüöî A/(a) ÿâëÿåòñÿ ïîëåì â òî÷íîñòè òîãäà, êîãäà a � ïðîñòîé ýëåìåíò êîëüöà
A. Âåðíî ëè ýòî óòâåðæäåíèå äëÿ ïðîèçâîëüíîé îáëàñòè öåëîñòíîñòè?
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3. Íàèáîëüøèé îáùèé äåëèòåëü è íàèìåíüøåå îáùåå

êðàòíîå ýëåìåíòîâ êîëüöà

Ïóñòü R � öåëîñòíîå êîëüöî. Íàèáîëüøèé îáùèé äåëèòåëü (èëè ïðîñòî ÍÎÄ)
äâóõ ýëåìåíòîâ a, b ∈ R åñòü ýëåìåíò, îáîçíà÷àåìûé ñèìâîëîì (a, b) è îáëàäàþùèé
äâóìÿ ñâîéñòâàìè:

1) d|a, d|b;
2) c|a, c|b⇒ c|d.
ßñíî, ÷òî âìåñòå ñ ýëåìåíòîì d ñâîéñòâàìè 1), 2) îáëàäàåò ëþáîé àññîöèèðî-

âàííûé ñ íèì ýëåìåíò. Îáðàòíî, åñëè c è d � äâà íàèáîëüøèõ îáùèõ äåëèòåëÿ
ýëåìåíòîâ a è b, òî áóäåì èìåòü c|d, d|c, òàê ÷òî c è d àññîöèèðîâàíû. Îáîçíà÷åíèå
(a, b) îòíîñèòñÿ ê ëþáîìó èç íèõ, ò.å. â ýòîé çàïèñè àññîöèèðîâàííûå ýëåìåíòû íå
ðàçëè÷àþòñÿ. Ñ ó÷åòîì ýòîãî ñîãëàøåíèÿ ê îïðåäåëÿþùèì ñâîéñòâàì 1), 2) íàè-
áîëüøåãî îáùåãî äåëèòåëÿ äîáàâÿòñÿ ñëåäóþùèå:

3)(a, b) = a⇔ a|b;
4)(a, 0) = a;
5)(ta, tb) = t(a, b);
6)((a, b), c) = (a, (b, c)).
Ñâîéñòâî 6) ïîçâîëÿåò ðàñïðîñòðàíèòü ïîíÿòèå íà ïðîèçâîëüíîå êîíå÷íîå ÷èñ-

ëî ýëåìåíòîâ.
Ïî àíàëîãèè ñ ÍÎÄ ââîäèòñÿ ââîäèòñÿ äóàëüíîå ïîíÿòèå íàèìåíüøåãî îáùå-

ãî êðàòíîãî m = [a, b] ýëåìåíòîâ a, b ∈ R, òàêæå îïðåäåëåííîãî ñ òî÷íîñòüþ äî
àññîöèèðîâàííîñòè äâóìÿ ñâîéñòâàìè:

1') a|m, b|m;
2') a|c, b|c⇒ m|c.
Â ÷àñòíîñòè, ïîëàãàÿ c = ab, ïîëó÷àåì, ÷òî m|ab.

Òåîðåìà 3.1. Ïóñòü äëÿ ýëåìåíòîâ a, b öåëîñòíîãî êîëüöà R ñóùåñòâóþò (a, b)
è [a, b]. Òîãäà

a) [a, b] = 0⇔ a = 0 ∨ b = 0;
b) {a 6= 0, b 6= 0,m = [a, b], ab = dm} ⇒ d = (a, b).

Èç ñâîéñòâ 1), 2), 1'), 2') èëè òåîðåìû 3.1 íåëüçÿ èçâëå÷ü íè ñïîñîáà âû÷èñëåíèÿ,
íè äîêàçàòåëüñòâà ñóùåñòâîâàíèÿ (a, b) è [a, b]. Â òåîðåìå 3.1 â b) óñòàíàâëèâàåòñÿ
ëèøü ñîîòíîøåíèå ìåæäó íèìè.

Òåîðåìà 3.2. Ïóñòü R � îáëàñòü öåëîñòíîñòè ñ ðàçëîæåíèåì íà ïðîñòûå ìíî-
æèòåëè. Îäíîçíà÷íîñòü ðàçëîæåíèÿ â R (ôàêòîðèàëüíîñòü R) èìååò ìåñòî
òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà ëþáîé ïðîñòîé ýëåìåíò p ∈ R, äåëÿùèé ïðîèçâåäå-
íèå ab ∈ R, äåëèò ïî êðàéíåé ìåðå îäèí èç ìíîæèòåëåé a, b.

Ïóñòü R � ôàêòîðèàëüíîå êîëüöî. Îáîçíà÷èì ÷åðåç P òàêîå ìíîæåñòâî ïðî-
ñòûõ ýëåìåíòîâ â R, ÷òî âñÿêèé ïðîñòîé ýëåìåíò èç R àññîöèèðîâàí ñ îäíèì è
òîëüêî îäíèì ýëåìåíòîì èç P (òàêîå ðàçáèåíèå âîçìîæíî, òàê êàê îòíîøåíèå àññî-
öèèðîâàííîñòè ÿâëÿåòñÿ îòíîøåíèåì ýêâèâàëåíòíîñòè). Ðàññìàòðèâàÿ ðàçëîæåíèÿ
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äâóõ ýëåìåíòîâ a, b ∈ R óäîáíî ñ÷èòàòü, ÷òî â íèõ âõîäÿò îäèíàêîâûå ýëåìåíòû èç
P , íî íåêîòîðûå, âîçìîæíî, ñ íóëåâûìè ïîêàçàòåëÿìè, ò.å.

a = upk11 . . . pkss , b = νpl11 . . . p
ls
s , (∗)

ãäå u|1, ν|1; ki ≥ 0, li ≥ 0; pi ∈ P ; 1 ≤ i ≤ r.
Ïðè ïîìîùè òåîðåìû 3.2 ïîëó÷àåòñÿ ëåãêî çàïîìèíàåìûé
Ïðèçíàê äåëèìîñòè: Ïóñòü a, b � ýëåìåíòû ôàêòîðèàëüíîãî êîëüöà R, çàïè-

ñàííûå â âèäå (*). Ñïðàâåäëèâû óòâåðæäåíèÿ:
1) a|b òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà ki ≤ li, i ∈ {1, 2, . . . , s};
2) (a, b) = pt11 . . . p

ts
s , ãäå ti = min{ki, li}, i ∈ {1, 2, . . . , s};

3) [a, b] = ph11 . . . phss , ãäå hi = max{ki, li}, i ∈ {1, 2, . . . , s};
Òàêèì îáðàçîì, â êà÷åñòâå ti íóæíî áðàòü íàèìåíüøèé èç äâóõ ïîêàçàòåëåé ,

à â êà÷åñòâå h � ìàêñèìàëüíûé. Â ÷àñòíîñòè ýëåìåíòû a, b ∈ R âçàèìíî ïðîñòû
(ò.å. (a, b) = 1) â òî÷íîñòè òîãäà, êîãäà ïðîñòûå ìíîæèòåëè, âõîäÿùèå â ðàçëîæå-
íèå îäíîãî ýëåìåíòà, íå âõîäÿò â ðàçëîæåíèå äðóãîãî. Íåäîñòàòîê ýòîãî ïðèçíàêà
äåëèìîñòè çàêëþ÷àåòñÿ â òîì, ÷òî íà ïðàêòèêå áûâàåò âåñüìà òðóäíî ïîëó÷èòü
ðàçëîæåíèå âèäà (*). Äàæå â ñëó÷àå R = Z ïðèõîäèòñÿ äîâîëüñòâîâàòüñÿ íåçíà÷è-
òåëüíûìè âàðèàöèÿìè ìåòîäà ïðÿìîãî ïåðåáîðà ïðîñòûõ ÷èñåë, ìåíüøèõ äàííîãî
÷èñëà n. Òåì áîëåå ïðèÿòíî, ÷òî â åâêëèäîâûõ êîëüöàõ (êîòîðûå ôàêòîðèàëü-
íû) èìååòñÿ ýôôåêòèâíûé ñïîñîá âû÷èñëåíèÿ (a, b) è [a, b]. Â åâêëèäîâûõ êîëüöàõ
ñóùåñòâóåò ñïîñîá íàõîæäåíèÿ (a, b), íàçûâàåìûé àëãîðèòìîì Åâêëèäà è çàêëþ-
÷àþùèéñÿ â ñëåäóþùåì.

Ïóñòü äàíû íåíóëåâûå ýëåìåíòû a, b åâêëèäîâîãî êîëüöà R. Ïðèìåíÿÿ äîñòà-
òî÷íî áîëüøîå (íî êîíå÷íîå) ÷èñëî ðàç àëãîðèòì äåëåíèÿ ñ îñòàòêîì, ìû ïîëó÷èì
ñèñòåìó ðàâåíñòâ ñ ïîñëåäíèì íóëåâûì îñòàòêîì:

a = q1b+ r1, ϕ(r1) < ϕ(b)

b = q2r1 + r2, ϕ(r2) < ϕ(r1)

r1 = q3r2 + r3, ϕ(r2) < ϕ(r3)

.................................................

rk−2 = qkrk−1 + rk, ϕ(rk) < ϕ(rk−1)

rk−1 = qk+1rk, rk+1 = 0

Ïîñëåäíèé îòëè÷íûé îò íóëÿ îñòàòîê rk ÿâëÿåòñÿ íàèáîëüøèì îáùèì äåëèòåëåì
ýëåìåíòîâ a è b.

Òåîðåìà 3.3. Â åâêëèäîâîì êîëüöå R ëþáûå äâà ýëåìåíòà a è b èìåþò íàè-
áîëüøèé îáùèé äåëèòåëü è íàèìåíüøåå îáùåå êðàòíîå. Ïðè ïîìîùè àëãîðèò-
ìà Åâêëèäà ìîæíî íàéòè òàêèå u, ν ∈ R, ÷òî áóäåò âûïîëíåíî ñîîòíîøåíèå
(a, b) = au+ bν. Â ÷àñòíîñòè, ýëåìåíòû a, b ∈ R âçàèìíî ïðîñòû òîãäà è òîëüêî
òîãäà, êîãäà ñóùåñòâóþò ýëåìåíòû u, ν ∈ R äëÿ êîòîðûõ au+ bν = 1.
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Ñëåäñòâèå 3.1. Ïóñòü a, b, c � ýëåìåíòû åâêëèäîâîãî êîëüöà R.
(i) Åñëè (a, b) = 1 è (a, c) = 1, òî (a, bc) = 1.
(ii) Åñëè a|bc è (a, b) = 1, òî a|c.
(iii) Åñëè b|a, c|a è (b, c) = 1, òî bc|a.

Ïðèìåðû ðåøåíèÿ çàäà÷

1. Íàéäèòå íàèáîëüøèé îáùèé äåëèòåëü è íàèìåíüøåå îáùåå êðàòíîå ÷èñåë
1500, −1224, −1440.

Ðåøåíèå. Äëÿ ðåøåíèÿ çàäà÷è ðàçëîæèì êàæäîå èç ÷èñåë 1500, 1224 è 1440
íà ïðîñòûå ìíîæèòåëè. Ëåãêî óáåäèòüñÿ â òîì, ÷òî 1500 = 22 · 31 · 53, 1224 =
23·32·171, 1440 = 25·32·51. Âûáèðàÿ ìèíèìàëüíûå çíà÷åíèÿ ïîêàçàòåëåé âõîäÿùèõ â
ðàçëîæåíèÿ ïðîñòûõ ÷èñåë, ìû ïîëó÷èì, ÷òî (1500,−1224,−1440) = 22 ·31 ·50 ·170 =
22 · 3 = 12.

Àíàëîãè÷íî, âçÿâ ìàêñèìàëüíûå çíà÷åíèÿ ïîêàçàòåëåé âõîäÿùèõ â ðàçëîæåíèÿ
ïðîñòûõ ÷èñåë, íàõîäèì [1500,−1224,−1440] = 25 · 32 · 53 · 171 = 612000.

2. Â êîëüöå Z[i] âû÷èñëèòü (α, β) è íàéòè ëèíåéíîå ïðåäñòàâëåíèå d = uα+ νβ,
ãäå α = 14 + 18i, β = 13− 19i.

Ðåøåíèå. Ðàçäåëèì åâêëèäîâî ýëåìåíò α íà β. Ïîëó÷èì: α = βq + r, ãäå q = i,
r = −5 + 5i; ò.ê. r 6= 0, òî äåëèì äàëåå β íà r:

β

r
=

13− 19i

−5 + 5i
=

(13− 19i)(−5− 5i)

50
= −

16

5
+

3

5
i = (−3 + i) +

(
−

1

5
−

2

5
i

)
.

Òîãäà

β = (−3 + i)(−5 + 5i) +

(
−

1

5
−

2

5
i

)
(−5 + 5i);

ò.å. β = (−3+i)r+(3+i). Îáîçíà÷èì 3+i ÷åðåç r1. Îòêóäà íàõîäèì: β = r(−3+i)+r1.
Ò.ê. r1 6= 0, òî äåëåíèå ïðîäîëæàåì:

r

r1
=
− 5 + 5i

3 + i
=

5(−1 + i)(3− i)
10

=
(−1 + i)(3− i)

2
= −1 + 2i.

Òàêèì îáðàçîì, r2 = 0, ïîýòîìó d = (14+18i, 13−19i) = r1 = 3+i. Äëÿ íàõîæäåíèÿ
ëèíåéíîãî ïðåäñòàâëåíèÿ (α, β) = d âûðàçèì r1 èç ðàâåíñòâà β = r(−3 + i) + r1.
Ïîëó÷èì: r1 = β − r(−3 + i). Â ñâîþ î÷åðåäü, r âûðàçèì èç óñëîâèÿ α = βq + r.
Òîãäà ïîëó÷èì, ÷òî d = r1 = β − (−3 + i)(α − iβ) = α(3 − i) + β(−3i). Îòêóäà
d = (3− i)α + (−3i)β, ò.å. u = 3− i, ν = −3i.
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Óïðàæíåíèÿ

Â çàäà÷àõ 1 � 3 à) èñïîëüçóÿ ïðèçíàê äåëèìîñòè è b) ñ ïîìîùüþ àëãîðèòìà
Åâêëèäà íàéòè:

1. (607, 477).
2. (343, 246).
3. (6494, 6303).
4. Íàéäèòå ëèíåéíîå ïðåäñòàâëåíèå íàèáîëüøèõ îáùèõ äåëèòåëåé â çàäà÷àõ 1

� 3.
5. Íàéòè (420, 126, 525) è [420, 126, 525].
6. Íàéòè (529, 1541, 1817) è [529, 1541, 1817].
7. Â êîëüöå Z ïðèâåñòè ïðèìåð n ≥ 3 âçàèìíî ïðîñòûõ ÷èñåë, íèêàêèå äâà èç

êîòîðûõ íå âçàèìíî ïðîñòûå.
8. Íàéòè ÍÎÄ äâóõ ïîñëåäîâàòåëüíûõ ÷åòíûõ ÷èñåë.
9. Íàéòè ÍÎÄ äâóõ ïîñëåäîâàòåëüíûõ íå÷åòíûõ ÷èñåë.
10. Äîêàçàòü, ÷òî åñëè (a, b) = 1, òî ëèáî (a+ b, a− b) = 1, ëèáî (a+ b, a− b) = 2.

11. Áóäåò ëè íåñîêðàòèìîé äðîáü
a

a+ b
, åñëè äðîáü

a

b
íåñîêðàòèìà?

12. Ïóñòü d = (a, b), m = [a, b]. Íàéòè (d,m); (ab,m); (a+ b,m).
13. Ïóñòü (a, b) = 1. Íàéòè (a+ b, ab).
14. Íàéòè (n, 2n+ 1).
15. Íàéòè (10n+ 9, n+ 1).
16. Íàéòè (3n+ 1, 10n+ 3).
17. Äîêàçàòü, ÷òî (a, b) = (5a+ 3b, 13a+ 8b).
18. Ïðè ëþáîì íàòóðàëüíîì n íàéäèòå íàèìåíüøåå îáùåå êðàòíîå ÷èñåë:
à) n3 + 11n è 6;
á) n5 + 4n è 10.
19. Äîêàæèòå, ÷òî (a, b) · [a, b] = ab äëÿ ëþáûõ a, b ∈ N .
20. Íàéòè íàèìåíüøåå íàòóðàëüíîå ÷èñëî, êîòîðîå êðàòíî ÷èñëàì 2, 3, 4, 5, 6,

7, 8, 9 è 10.
21. Ïóñòü A � êîëüöî ãëàâíûõ èäåàëîâ, a, b ∈ A è d = (a, b). Äîêàæèòå, ÷òî èìå-

åò ìåñòî ðàâåíñòâî èäåàëîâ (a, b) = (d). Äîêàæèòå, ÷òî äëÿ ïðîèçâîëüíîé îáëàñòè
öåëîñòíîñòè ýòî óòâåðæäåíèå, âîîáùå ãîâîðÿ, íåâåðíî.

22. Ïóñòü A � êîëüöî ãëàâíûõ èäåàëîâ. Äîêàæèòå, ÷òî äëÿ ýëåìåíòîâ a, b ∈ A
ðàâåíñòâî A = (a, b) âûïîëíÿåòñÿ òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà (a, b) = 1. Âåðíî ëè
ýòî óòâåðæåíèå äëÿ ýëåìåíòîâ ïðîèçâîëüíîé îáëàñòè öåëîñòíîñòè?

23. Íàéòè ýëåìåíò, ïîðîæäàþùèé èäåàë (a, b) â Z[i]:
a) a = 13 + 2i, b = −5− 3i;
b) a = 5 + i, b = −4 + 7i;
c) a = 7 + 2i, b = 2− 7i.
24. Ïóñòü A � ôàêòîðèàëüíîå êîëüöî, a, b ∈ A, m = [a, b], d = (a, b). Äîêàæèòå,

÷òî ab, md � àññîöèèðîâàííûå ýëåìåíòû.
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25. Äîêàæèòå, ÷òî â êîëüöå Z[i
√

5] ÷èñëà 2 è 1 + i
√

5 ÿâëÿþòñÿ âçàèìíî ïðî-
ñòûìè.

26. Äîêàæèòå, ÷òî â Z[i
√

5] íå ñóùåñòâóåò (2, 1 + i
√

5), (6, 2 + 2i
√

5).
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4. Âàæíåéøèå ÷èñëîâûå ôóíêöèè

Ôóíêöèÿ π(x) îïðåäåëÿåòñÿ äëÿ âñåõ íàòóðàëüíûõ x è ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé êî-
ëè÷åñòâî ïðîñòûõ ÷èñåë â íàòóðàëüíîì ðÿäó, íå ïðåâîñõîäÿùèõ x. Çíà÷åíèå π(x)
íàõîäèòñÿ òî÷íî íåïîñðåäñòâåííûì ïîäñ÷åòîì ïðîñòûõ ÷èñåë â íàòóðàëüíîì ðÿäó
(îáû÷íî ñ èñïîëüçîâàíèåì òàáëèöû ïðîñòûõ ÷èñåë) èëè, ïðè áîëüøèõ çíà÷åíèÿõ ,
ïðèáëèæåííî ïî ôîðìóëàì:

π(x) ≈ x
lnx

è π(x) ≈
∫ x
2

du
lnu
.

Ôóíêöèÿ [x] îïðåäåëÿåòñÿ äëÿ âñåõ âåùåñòâåííûõ x è ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé íàè-
áîëüøåå öåëîå ÷èñëî, íå ïðåâîñõîäÿùåå x. Äðóãèìè ñëîâàìè, [x] � òàêîå öåëîå
÷èñëî, ÷òî [x] ≤ x < [x] + 1. Ýòà ôóíêöèÿ íàçûâàåòñÿ öåëîé ÷àñòüþ. Äðîáíîé
÷àñòüþ ÷èñëà x íàçûâàåòñÿ ÷èñëî {x} = x− [x].

Èìåþò ìåñòî ñëåäóþùèå óòâåðæäåíèÿ.

1) Ïóñòü a, b ∈ Z. Òîãäà

[
a

b

]
= qt(a, b).

2) Ïóñòü a, d ∈ N. Êîëè÷åñòâî íàòóðàëüíûõ ÷èñåë, íå ïðåâîñõîäÿùèõ a è äåëÿ-

ùèõñÿ íà d, ðàâíî

[
a

d

]
.

3) Ïóñòü a, d ∈ N. Òîãäà

[
[a]

d

]
=

[
a

d

]
.

4) Ïîêàçàòåëü, ñ êîòîðûì ïðîñòîå ÷èñëî p âõîäèò â êàíîíè÷åñêîå ðàçëîæåíèå
÷èñëà n!, ðàâåí [

n

p

]
+

[
n

p2

]
+

[
n

p3

]
+ . . .

Ðàññìîòðèì ôóíêöèè, îïðåäåëåííûå íà ìíîæåñòâå íàòóðàëüíûõ ÷èñåë.
Ôóíêöèåé Ì¼áèóñà íàçûâàåòñÿ ôóíêöèÿ µ : N→ {−1, 0, 1}, îïðåäåëåííàÿ óñëî-

âèåì µ(1) = 1, µ(n) = 0, åñëè n íå ñâîáîäíî îò êâàäðàòîâ, è µ(p1p2 . . . pl) = (−1)l, ãäå
pi � ðàçëè÷íûå ïðîñòûå ÷èñëà. Ôóíêöèÿ Ì¼áèóñà èìååò ìíîãî÷èñëåííûå ïðèìåíå-
íèÿ. Â ÷àñòíîñòè, ýòà ôóíêöèÿ èñïîëüçóåòñÿ äëÿ îïðåäåëåíèÿ ÷èñëà íåïðèâîäèìûõ
ìíîãî÷ëåíîâ äàííîé ôèêñèðîâàííîé ñòåïåíè â k[x], ãäå k � êîíå÷íîå ïîëå. Íàïðè-
ìåð, ðàññìîòðèì ïîëå Zp. Â Zp[x] èìååòñÿ êîíå÷íîå ÷èñëî ìíîãî÷ëåíîâ çàäàííîé
ñòåïåíè. Ïóñòü Fd(x) � ïðîèçâåäåíèå âñåõ ïðèâåä¼ííûõ íåïðèâîäèìûõ ìíîãî÷ëå-
íîâ â Zp[x] ñòåïåíè d.

Òåîðåìà 4.1. xp
n − x =

∏
d|n
Fd(x).

Ïóñòü Nd � ÷èñëî ïðèâåäåííûõ íåïðèâîäèìûõ ìíîãî÷ëåíîâ ñòåïåíè d â Zp[x].

Ñëåäñòâèå 4.1. pn =
∑
d|n
dNd.
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Ñëåäñòâèå 4.2. Nn = n−1
∑
d|n
µ

(
n

d

)
pd.

Ñëåäñòâèå 4.3. Äëÿ êàæäîãî öåëîãî ÷èñëà n ≥ 1 â Zp[x] ñóùåñòâóåò íåïðèâîäè-
ìûé ìíîãî÷ëåí ñòåïåíè n.

Ôóíêöèåé Ýéëåðà ϕ(a) íàçûâàåòñÿ ôóíêöèÿ ϕ : N→ N, ãäå ϕ(a) � êîëè÷åñòâî
íàòóðàëüíûõ ÷èñåë, íå ïðåâîñõîäÿùèõ è âçàèìíî ïðîñòûõ ñ a.

Ôóíêöèÿ Θ : N→ N íàçûâàåòñÿ ìóëüòèïëèêàòèâíîé, åñëè Θ 6= 0 è èç (a, b) = 1
ñëåäóåò Θ(ab) = Θ(a)Θ(b), è íàçûâàåòñÿ âïîëíå ìóëüòèïëèêàòèâíîé, åñëè Θ 6= 0
è Θ(ab) = Θ(a)Θ(b) äëÿ ëþáûõ a, b.

Èçâåñòíî, ÷òî ôóíêöèè Ì¼áèóñà è Ýéëåðà ìóëüòèïëèêàòèâíû. Òàêæå ÿâëÿþòñÿ
ìóëüòèïëèêàòèâíûìè ôóíêöèè τ(a) è s(a), ãäå τ(a) � êîëè÷åñòâî íàòóðàëüíûõ
äåëèòåëåé íàòóðàëüíîãî ÷èñëà, s(a) � èõ ñóììà.

Òåîðåìà 4.2. Ïóñòü n = pα1
1 p

α2
2 . . . pαkk � êàíîíè÷åñêîå ðàçëîæåíèå ÷èñëà n è Θ

� ìóëüòèïëèêàòèâíàÿ ôóíêöèÿ. Òîãäà∑
d|n

Θ(d) = (1 + Θ(p1) + . . .+ Θ(pα1
1 )) · . . . · (1 + Θ(pk) + . . .Θ(pαkk ))

(Çäåñü â ëåâîé ÷àñòè ñòîèò ñóììà çíà÷åíèé ôóíêöèè ïî âñåì äåëèòåëÿì ÷èñëà)

Òåîðåìà 4.3. Åñëè Θ � ìóëüòèïëèêàòèâíàÿ ôóíêöèÿ, òî è ôóíêöèÿ ψ(n) =∑
d|n Θ(d) � òîæå ìóëüòèïëèêàòèâíàÿ ôóíêöèÿ.

Òåîðåìà 4.4 (Ãàóññ). ∑
d|n

ϕ(d) = n.

Òåîðåìà 4.5. Ïóñòü n = pα1
1 p

α2
2 . . . pαkk � êàíîíè÷åñêîå ðàçëîæåíèå ÷èñëà n. Òîãäà

ϕ(n) = n

(
1− 1

p1

)(
1− 1

p2

)
. . .

(
1− 1

pk

)
.

Ïðèìåðû ðåøåíèÿ çàäà÷

1. Ðåøèòå óðàâíåíèå [x] = 1 + 2{x}.
Ðåøåíèå. Äîñòàòî÷íî çàìåòèòü, ÷òî ÷èñëî 1 + 2{x} îáÿçàíî áûòü öåëûì è, ñëå-

äîâàòåëüíî, {x} = 0 èëè {x} = 0, 5. Â ïåðâîì ñëó÷àå [x] = 1, òî åñòü x = [x]+{x} =
1 + 0 = 1. Âî âòîðîì ñëó÷àå [x] = 2, òî åñòü x = [x] + {x} = 2 + 0, 5 = 2, 5. Òàêèì
îáðàçîì, ðåøåíèÿìè óðàâíåíèÿ [x] = 1 + 2{x} ÿâëÿþòñÿ ÷èñëà 1 è 2,5.

2. Ðåøèòå óðàâíåíèå ϕ(x) = 2.
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Ðåøåíèå. Î÷åâèäíî, ÷òî x 6= 1. Èìååì:

x = pα1
1 p

α2
2 . . . pαkk , ϕ(x) = pα1−1

1 pα2−1
2 . . . pαk−1k (p1 − 1) . . . (pk − 1).

Ïóñòü ϕ(x) = 2ml, ãäå l íå÷åòíî. Ïîñêîëüêó äëÿ íå÷åòíîãî ïðîñòîãî ÷èñëà p âåëè-
÷èíà p − 1 ÷åòíà, òî â êàíîíè÷åñêîì ðàçëîæåíèè x èìååòñÿ íå áîëåå m íå÷åòíûõ
ïðîñòûõ ìíîæèòåëåé. Äðóãèìè ñëîâàìè, k ≤ m + 1, ïðè÷åì åñëè k = m + 1, òî
p1 = 2. Â íàøåì ñëó÷àå m = 1, òî åñòü k ≤ 2, ïðè÷åì åñëè k = 2, òî p1 = 2.

Ïóñòü k = 1, òî åñòü x = pα. Åñëè p = 2, òî ϕ(x) = ϕ(2α) = 2α−1, è íàøå
óðàâíåíèå ïðèíèìàåò âèä 2α−1 = 2, îòêóäà ñëåäóåò, ÷òî α = 2 è x = 22 = 4.
Åñëè p 6= 2, òî ϕ(x) = ϕ(pα) = pα−1(p − 1), è íàøå óðàâíåíèå ïðèíèìàåò âèä
pα−1(p − 1) = 2, îòêóäà ñëåäóåò, ÷òî p − 1 = 2 è pα−1 = 1. Òàêèì îáðàçîì, p = 3,
α = 1 è x = 3.

Ïóñòü k = 2, òî åñòü x = 2αpβ. Òîãäà ϕ(x) = ϕ(2αpβ) = 2α−1pβ−1(p − 1), è
íàøå óðàâíåíèå ïðèíèìàåò âèä 2α−1pβ−1(p− 1) = 2, îòêóäà ñëåäóåò, ÷òî p− 1 = 2,
2α−1 = 1 è pβ−1 = 1. Òàêèì îáðàçîì, p = 3, α = β = 1, è x = 2 · 3 = 6. Èòàê,
ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ ϕ(x) = 2 � ýòî íàòóðàëüíûå ÷èñëà 3, 4 è 6.

3. Íàéòè ÷èñëî íåïðèâîäèìûõ ìíîãî÷ëåíîâ íà ïîëåì Z2 ñòåïåíåé 2, 3, 4, 5.
Ðåøåíèå. Äëÿ n = 2, ïðèìåíèâ ôîðìóëó ñëåäñòâèÿ 4.2, èìååì:

N1 = 2, N2 =
1

2
(22 − 2) = 1, N3 =

1

3
(23 − 2) = 2, N4 =

1

4
(24 − 22) = 3, N5 =

1

5
(25 − 2) = 6.

Óïðàæíåíèÿ

1. Íàéòè òî÷íûå çíà÷åíèÿ π(10), π(25), π(50).
2. Íàéòè öåëûå è äðîáíûå ÷àñòè ñëåäóþùèõ ÷èñåë: 1) 3,14; 2) -3,14; 3) π; 4) -3;

5) 5; 6) 2 + 3
√

987; 7)
7−
√

21

2
; 8)

10

3 +
√

3
; 9) 0; 10) 1, 33 + 2tg

π

4
; 11) log25; 12) sin 10;

13) sin 1; 14) −e.
3. Ïîñòðîèòü ãðàôèêè ôóíêöèé y = [x] è y = {x}.
4. Âûðàçèòü [x+ y] ÷åðåç öåëûå è äðîáíûå ÷àñòè ÷èñåë x è y.
5. Ñêîëüêî íàòóðàëüíûõ ÷èñåë, ìåíüøèõ 1000, íå äåëÿòñÿ íè íà 5, íè íà 7?
6. Íàéòè êîëè÷åñòâî íàòóðàëüíûõ ÷èñåë, íå ïðåâîñõîäÿùèõ 100 è âçàèìíî ïðî-

ñòûõ ñ 36.
7. Ñ êàêèì ïîêàçàòåëåì ñòåïåíè ÷èñëî 7 âõîäèò â êàíîíè÷åñêîå ðàçëîæåíèå

÷èñëà 100! ?
8. Íàéòè êàíîíè÷åñêîå ðàçëîæåíèå ÷èñëà 11!
9. Ñ êàêèì ïîêàçàòåëåì ñòåïåíè ïðîñòîå ÷èñëî p âõîäèò â êàêîíè÷åñêîå ðàçëî-

æåíèå ÷èñëà (pn)! ?
10. Ðåøèòå óðàâíåíèÿ à) [2x] = 2; á) [x] + 5 = {x}.
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11. Íàéòè ìíîæåñòâî çíà÷åíèé ôóíêöèè y = [x]− 2

[
x

2

]
.

12. Äîêàæèòå ôîðìóëó Ýðìèòà:

[x] +

[
x+

1

n

]
+

[
x+

2

n

]
+ . . .+

[
x+

n− 1

n

]
= [nx],

ãäå n ∈ N.
13. Ñîñòàâèòü òàáëèöó çíà÷åíèé ôóíêöèè Ì¼áèóñà äëÿ 1 ≤ a ≤ 20.
14. Âû÷èñëèòü µ(61), µ(100), µ(997), µ(1000).
15. Äîêàçàòü ìóëüòèïëèêàòèâíîñòü ôóíêöèè Ì¼áèóñà.
16. ßâëÿþòñÿ ëè ìóëüòèïëèêàòèâíûìè (âïîëíå ìóëüòèïëèêàòèâíûìè) ôóíêöèè

f(n) = sinn, f(n) =
1

n2
, f(n) = nα, f(n) = n2 ?

17. Äîêàæèòå, ÷òî ìóëüòèïëèêàòèâíîé ÿâëÿåòñÿ ôóíêöèÿ Ëèóâèëëÿ l(n), îïðå-
äåëÿåìàÿ êàê l(n) = (−1)ω(n), ãäå ω(n) � ÷èñëî ïðîñòûõ äåëèòåëåé n, ñ÷èòàåìûõ ñ
ïîâòîðåíèÿìè. ßâëÿåòñÿ ëè îíà âïîëíå ìóëüòèïëèêàòèâíîé?

18. Âû÷èñëèòü ϕ(61), ϕ(100), ϕ(997), ϕ(1000), ϕ(125), ϕ(360).
19. Äîêàçàòü, ÷òî ϕ(nα) = nα−1ϕ(n).
20. Äîêàçàòü, ÷òî ϕ(4n) = 2ϕ(n), åñëè (n, 2) = 1, è ϕ(4n) = 2ϕ(2n) åñëè (n, 2) =

2.
Ïóñòü n = pα1

1 p
α2
2 . . . pαkk � êàíîíè÷åñêîå ðàçëîæåíèå ÷èñëà n ∈ N.

21. Äîêàçàòü, ÷òî τ(n) = (α1 + 1)(α2 + 1) · . . . · (αk + 1).
22. Âûâåñòè ôîðìóëó äëÿ âû÷èñëåíèÿ s(n) ïî çàäàííîìó êàíîíè÷åñêîìó ðàç-

ëîæåíèþ ÷èñëà n.
23. Âû÷èñëèòü: 1) τ(61); 2) τ(100); 3) τ(997); 4) τ(125).
24. Âû÷èñëèòü: 1) s(61); 2) s(100); 3) s(1257); 4) s(4000).
25. Ïóñòü N = pαqβ, ãäå p 6= q � ïðîñòûå ÷èñëà. N2 èìååò 15 ðàçëè÷íûõ äåëè-

òåëåé. Ñêîëüêî ðàçëè÷íûõ äåëèòåëåé èìååò N3?
26. Îïðåäåëèì ôóíêöèþ s2(n) êàê ñóììó êâàäðàòîâ âñåõ íàòóðàëüíûõ äåëèòå-

ëåé íàòóðàëüíîãî ÷èñëà n : s2(n) =
∑
d|n
d2. Äîêàæèòå ôîðìóëó

s2(p
α1
1 p

α2
2 . . . pαkk ) =

p
2(α1+1)
1

p1 − 1
· p

2(α2+1)
2

p2 − 1
· . . . · p

2(αk+1)
k

pk − 1
.

27. Äîêàçàòü áåñêîíå÷íîñòü ìíîæåñòâà ïðîñòûõ ÷èñåë ñ ïîìîùüþ ôóíêöèè Ýé-
ëåðà (Óêàçàíèå. Ïðåäïîëîæèâ, ÷òî ìíîæåñòâî ïðîñòûõ ÷èñåë êîíå÷íî è ñîñòîèò
èç ÷èñåë p1, p2,. . . , ps, ðàññìîòðåòü èõ ïðîèçâåäåíèå).

28. Ïðîèçâåäåíèåì Äèðèõëå ôóíêöèé f(n) è g(n) íàçûâàåòñÿ ôóíêöèÿ

f ◦ g(n) =
∑
d|n

f(d)g
(n
d

)
.
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Ââåäåì ôóíêöèè E(n) = 1 ∀ n, I(n) = n ∀ n, à òàêæå

J(n) =

{
1, åñëè n = 1;

0, åñëè n > 1.

Äîêàçàòü, ÷òî
1) J ◦ f = f äëÿ ëþáîé ôóíêöèè f(n);
2) E ◦ E = τ ;
3) I ◦ E = s;
4) I ◦ I(n) = nτ(n);
5) µ ◦ E = J .
29. Äîêàçàòü ðàâåíñòâà:
1) µ ◦ τ = µ ◦ E ◦ E = J ◦ E = E;
2) µ ◦ s = µ ◦ E ◦ I = J ◦ I = I.
30. Äîêàçàòü, ÷òî èç ìóëüòèïëèêàòèâíîñòè ôóíêöèé f(n) è g(n) ñëåäóåò ìóëü-

òèïëèêàòèâíîñòü ôóíêöèè f ◦ g(n).
31. Ïðîâåðèòü, ÷òî äëÿ ôóíêöèè f ′(n), îïðåäåëÿåìîé ñîîòíîøåíèÿìè

f ′(1) = 1; f ′(p) = −f(p);

f ′(pn) = −
(
f(pn) + f(pn−1)f ′(p) + . . .+ f(p)f ′(pn−1)

)
,

âûïîëíåíî f ◦ f ′ = J .
32. Äîêàçàòü, ÷òî ìóëüòèïëèêàòèâíûå ôóíêöèè îáðàçóþò àáåëåâó ãðóïïó ñ åäè-

íèöåé J è ïðîèçâåäåíèåì Äèðèõëå â êà÷åñòâå ãðóïïîâîé îïåðàöèè.
33. Íàéòè ÷èñëî íåïðèâîäèìûõ ìíîãî÷ëåíîâ íà ïîëåì Z3 ñòåïåíåé 2, 3, 4, 5.
34. Ïóñòü p è q � ðàçëè÷íûå íå÷åòíûå ïðîñòûå ÷èñëà. Ïîêàçàòü, ÷òî ÷èñëî

ïðèâåäåííûõ íåïðèâîäèìûõ ìíîãî÷ëåíîâ ñòåïåíè q â Zp ðàâíî q−1(pq − p).
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5. Öåïíûå äðîáè

Âûðàæåíèå âèäà

β = a0 +
1

a1 +
1

a2 +
1

. . . an−1 +
1

an

ãäå ai ∈ Z, a1, a2, . . . , an−1 ≥ 1, ïðè÷¼ì an > 1, íàçûâàåòñÿ êîíå÷íîé öåïíîé äðîáüþ.
×èñëà ai íàçûâàþòñÿ íåïîëíûìè ÷àñòíûìè, n � äëèíîé öåïíîé äðîáè. Öåïíàÿ
äðîáü, êàê ÷èñëîâîå âûðàæåíèå, ðàâíà íåêîòîðîìó ðàöèîíàëüíîìó ÷èñëó, êîòîðîå
íàçûâàåòñÿ çíà÷åíèåì äðîáè. Íåïîëíûå ÷àñòíûå îäíîçíà÷íî îïðåäåëÿþò öåïíóþ
äðîáü, ïîýòîìó äëÿ çàïèñè öåïíîé äðîáè ÷àñòî èñïîëüçóþò ñîêðàù¼ííóþ ôîðìó
çàïèñè:

β = [a0, a1, a2, . . . , an].

Äëÿ êàæäîé öåïíîé äðîáè ìîæíî ðàññìàòðèâàòü ïîäõîäÿùèå äðîáè. À èìåííî, k-
òîé ïîäõîäÿùåé äðîáüþ(k ≤ n) ê äàííîé öåïíîé äðîáè íàçûâàåòñÿ ÷èñëî (öåïíàÿ
äðîáü)

Ak = a0 +
1

a1 +
1

a2 +
1

. . . ak−1 +
1

ak

Áåñêîíå÷íàÿ öåïíàÿ äðîáü � ýòî âûðàæåíèå âèäà:

Ak = a0 +
1

a1 +
1

a2 +
1

. . . ak +
1

. . .

ãäå âñå ai � öåëûå ÷èñëà, ïðè÷¼ì ai ≥ 1 íà÷èíàÿ ñ i = 1. Çíà÷åíèåì áåñêîíå÷íîé
öåïíîé äðîáè ïî îïðåäåëåíèþ ïîëàãàåòñÿ lim

k→∞
Ak. Ìíîãèå ñâîéñòâà ÿâëÿþòñÿ îá-

ùèìè äëÿ êîíå÷íûõ è áåñêîíå÷íûõ öåïíûõ äðîáåé, ïîýòîìó â äàëüíåéøåì, åñëè
íå îãîâîðåíî ïðîòèâíîå, ðàññìàòðèâàþòñÿ ñðàçó îáà ñëó÷àÿ.

Îïðåäåëèì ÷èñëà Pk è Qk ïî èíäóêöèè ïðè ïîìîùè ñëåäóþùèõ ñîîòíîøåíèé:

P0 = a0, P1 = a0a1 + 1, Pk = Pk−1ak + Pk−2, k ≥ 2;

Q0 = 1, Q1 = a1, Qk = Qk−1ak +Qk−2, k ≥ 2.
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Òåîðåìà 5.1 (ñâîéñòâà ïîäõîäÿùèõ äðîáåé). Ïóñòü äàíà öåïíàÿ äðîáü [a0, a1, ak, . . .]
, òîãäà èìåþò ìåñòî ñëåäóþùèå ñâîéñòâà.

1) Ak =
Pk

Qk

.

2) PkQk−1 − Pk−1Qk = (−1)k−1.
3) (Pk, Qk) = 1.

4)
Pk

Qk

−
Pk−1

Qk−1
=

(−1)k−1

QkQk−1
,

5) ×èñëà Qi îáðàçóþò ìîíîòîííî âîçðàñòàþùóþ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü:

1 = Q0 ≤ Q1 < Q2 < Q3 < . . . .

6) PkQk−2 − Pk−2Qk = (−1)kak.
7) ×¼òíûå ïîäõîäÿùèå äðîáè îáðàçóþò âîçðàñòàþùóþ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü,

íå÷¼òíûå ïîäõîäÿùèå äðîáè îáðàçóþò óáûâàþùóþ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü. Âñÿêàÿ
÷¼òíàÿ ïîäõîäÿùàÿ äðîáü ìåíüøå ëþáîé íå÷¼òíîé.

8) Ìîäóëü ðàññòîÿíèÿ ìåæäó ñîñåäíèìè ïîäõîäÿùèìè äðîáÿìè ìîíîòîííî
óìåíüøàåòñÿ è ñòðåìèòñÿ ê 0, åñëè äðîáü áåñêîíå÷íà.

Òåîðåìà 5.2. Âñÿêîå ðàöèîíàëüíîå ÷èñëî ïðåäñòàâèìî â âèäå êîíå÷íîé öåïíîé
äðîáè, ïðè÷¼ì òàêîå ïðåäñòàâëåíèå åäèíñòâåííî. Íåïîëíûå ÷àñòíûå öåïíîé äðî-
áè ðàâíû ÷àñòíûì â àëãîðèòìå Åâêëèäà. Äëèíà öåïíîé äðîáè ðàâíà äëèíå àëãî-
ðèòìà Åâêëèäà.

Áåñêîíå÷íûå öåïíûå äðîáè ÿâëÿþòñÿ äîñòàòî÷íî óäîáíûì è òî÷íûì èíñòðóìåí-
òîì äëÿ ïðèáëèæ¼ííîãî ïðåäñòàâëåíèÿ ÷èñåë.

Ïóñòü β = [a0, a1, a2, . . .] � öåïíàÿ äðîáü (êîíå÷íàÿ èëè áåñêîíå÷íàÿ). Ïîëíû-
ìè ÷àñòíûìè ýòîé äðîáè íàçûâàþòñÿ ÷èñëà β0, β1, β2, . . ., êîòîðûå îïðåäåëÿþòñÿ
ñîîòíîøåíèÿìè

β = a0 +
1

a1 +
1

a2 +
1

. . . ak−1 +
1

βk

, k > 0, β0 = β.

Äàííûå ÷èñëà îïðåäåëåíû îäíîçíà÷íî, ò.ê. îíè îäíîçíà÷íî âûðàæàþòñÿ ÷åðåç ÷èñ-
ëà β, a0, a1,. . ., ak−1. Äëÿ êîíå÷íûõ öåïíûõ äðîáåé î÷åâèäíî, ÷òî

βk = [ak, ak+1, . . . , an] = ak +
1

ak+1 +
1

. . . an−1 +
1

an

, k ≤ n,

ò.å. k-òîå ïîëíîå ÷àñòíîå � ýòî ÷àñòü öåïíîé äðîáè, íà÷èíàÿ ñ ak .
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Òåîðåìà 5.3. Ïóñòü β = [a0, a1, a2, . . .] � öåïíàÿ äðîáü è bk+1 � ïîëíîå ÷àñòíîå,
òîãäà âûïîëíÿþòñÿ ñëåäóþùèå ðàâåíñòâà.

1) β =
Pkβk+1 + Pk−1

Qkβk+1 +Qk−1
, k ≥ 1;

2) βk = [ak, ak+1, ak+2, . . .];
3) ak = [βk].

Åñëè áåñêîíå÷íàÿ öåïíàÿ äðîáü ÿâëÿåòñÿ ïåðèîäè÷åñêîé, òî å¼ çíà÷åíèå ìîæ-
íî íàéòè, èñïîëüçóÿ ñâîéñòâà ïîëíûõ ÷àñòíûõ. Êðîìå òîãî, ýòî çíà÷åíèå ìîæíî
íàéòè, âîñïîëüçîâàâøèñü ïåðèîäè÷íîñòüþ (ñì. ïðèìåð 2).

Òåîðåìà 5.4. Âñÿêîå äåéñòâèòåëüíîå ÷èñëî åäèíñòâåííûì îáðàçîì ïðåäñòàâèìî
â âèäå öåïíîé äðîáè. Åñëè ÷èñëî ðàöèîíàëüíîå, òî äðîáü êîíå÷íàÿ. Åñëè ÷èñëî
èððàöèîíàëüíîå, òî äðîáü áåñêîíå÷íàÿ.

Àëãîðèòì ðàçëîæåíèÿ â öåïíóþ äðîáü ñîñòîèò â ñëåäóþùåì. Ïîëàãàåì a0 = [β]

è ðàññìàòðèâàåì ÷èñëî x1 =
1

β − a0
⇒ β = a0 +

1

x1
. Ñîãëàñíî îïðåäåëåíèþ β1 = x1.

Äàëåå ïðîäîëæàåì àíàëîãè÷íî.

a1 = [β1], x2 =
1

β1 − a1
⇒ β1 = a1 +

1

x2
⇒

⇒ β = a0 +
1

a1 +
1

x2

⇒ β2 = x2;

a2 = [β2], x3 =
1

β2 − a2
⇒ . . . .

Êàæäûé øàã àëãîðèòìà ñîñòîèò èç äâóõ äåéñòâèé.
1) Íàõîæäåíèå k-ãî íåïîëíîãî ÷àñòíîãî êàê öåëîé ÷àñòè ñîîòâåòñòâóþùåãî ïîë-

íîãî ÷àñòíîãî: βk = [ak].
2) Íàõîæäåíèå ñëåäóþùåãî ïîëíîãî ÷àñòíîãî ïî ôîðìóëå

βk+1 =
1

βk − ak
.

Íà êàæäîì øàãå àëãîðèòìà ïîëó÷àåòñÿ ðàâåíñòâî âèäà

β = a0 +
1

a1 +
1

a2 +
1

. . . ak +
1

βk+1

= [a0, a1, a2, . . . , ak, βk+1].

Îíî äà¼ò íà÷àëüíóþ ÷àñòü ðàçëîæåíèÿ ÷èñëà β â öåïíóþ äðîáü. Åñëè ÷èñëî β
ÿâëÿåòñÿ èððàöèîíàëüíûì, òî ïðîöåññ ðàçëîæåíèÿ ïðîäîëæàåòñÿ áåñêîíå÷íî (ñì.
ïðèìåð 3).
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Òåîðåìà 5.5 (Ëàãðàíæ). ×èñëî β ïðåäñòàâèìî â âèäå ïåðèîäè÷åñêîé öåïíîé äðîáè
òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà β � êâàäðàòè÷íàÿ èððàöèîíàëüíîñòü (ò.å. èððàöè-
îíàëüíûé êîðåíü íåêîòîðîãî êâàäðàòíîãî óðàâíåíèÿ ñ öåëûìè êîýôôèöèåíòàìè).

Ïóñòü β ðàâíî çíà÷åíèþ öåïíîé äðîáè [a0, a1, a2, . . .]. Äëÿ äîñòàòî÷íî áîëüøèõ

çíà÷åíèé k äðîáü
Pk

Qk

ìîæíî ñ÷èòàòü ïðèáëèæ¼ííûì çíà÷åíèåì ÷èñëà β. Â äîêà-

çàòåëüñòâå òåîðåìû î ñóùåñòâîâàíèè çíà÷åíèÿ äðîáè ïîëó÷åíà îöåíêà òî÷íîñòè
ýòîãî ïðèáëèæåíèÿ: ∣∣∣∣β − Pk

Qk

∣∣∣∣ < 1

Q2
k

, ò.å. β = lim
n→∞

Pk
Qk

.

Ñ ïîìîùüþ öåïíûõ äðîáåé ìîæíî ðåøàòü íåîïðåäåëåííûå óðàâíåíèÿ, â ÷àñò-
íîñòè, óðàâíåíèå Ïåëëÿ x2−Dy2 = ±1, ãäå D - íàòóðàëüíîå ÷èñëî, íå ÿâëÿþùååñÿ
ïîëíûì êâàäðàòîì. Äëÿ ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ x2 −Dy2 = ±1 ðàçëîæèì ÷èñëî

√
D

â öåïíóþ äðîáü. Èçâåñòíî, ÷òî äàííîå ðàçëîæåíèå èìååò âèä
√
D = [a0, (a1, a2, . . . , ak−1, 2a0)],

òî åñòü ïîëó÷åííàÿ öåïíàÿ äðîáü ÿâëÿåòñÿ ïåðèîäè÷åñêîé. Ïóñòü k � äëèíà ïå-
ðèîäà óêàçàííîé öåïíîé äðîáè. Íåòðóäíî äîêàçàòü, ÷òî âñå íàòóðàëüíûå ðåøåíèÿ
óðàâíåíèÿ x2 − Dy2 = 1 ìîãóò áûòü íàéäåíû ïî ôîðìóëàì x = Pkn−1, = Qkn−1,
ãäå n ∈ N, ïðè÷åì kn � ÷åòíî. Äðóãèìè ñëîâàìè, óðàâíåíèå x2 − Dy2 = 1 èìå-
åò áåñêîíå÷íî ìíîãî ðåøåíèé. Àíàëîãè÷íî, âñå íàòóðàëüíûå ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ
x2 −Dy2 = −1 ìîãóò áûòü íàéäåíû ïî ôîðìóëàì x = Pkn−1, y = Qkn−1, ãäå n ∈ N,
ïðè÷åì kn � íå÷åòíî. Â ýòîì ñëó÷àå x2 −Dy2 = −1 óðàâíåíèå íå èìååò ðåøåíèé
ïðè ÷åòíîì k.

Ïðèìåðû ðåøåíèÿ çàäà÷

1. Ïðåäñòàâèòü â âèäå öåïíîé äðîáè ÷èñëî β =
18

7
.

Ðåøåíèå.
18 = 7 · 2 + 4,

7 = 4 · 1 + 3,

4 = 3 · 1 + 1,

3 = 1 · 3.

Òàêèì îáðàçîì,
18

7
= [2, 1, 1, 3] = 2 +

1

1 +
1

1 +
1

3

.
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Èñïîëüçóÿ ðåêóððåíòíûå ñîîòíîøåíèÿ èç îïðåäåëåíèÿ ïîäõîäÿùèõ äðîáåé, ìîæ-
íî äîñòàòî÷íî áûñòðî âû÷èñëÿòü âñå ïîäõîäÿùèå äðîáè. Ïî îïðåäåëåíèþ P0 = a0,
Q0 = 1. Åñëè ôîðìàëüíî ââåñòè P−1 = 1, Q−1 = 0, òî âû÷èñëåíèå Pn è Qn ìîæíî
îôîðìèòü â âèäå òàáëèöû

a0 a1 a2 . . . an
1 a0 P1 P2 . . . Pn
0 1 Q1 Q2 . . . Qn

Äëÿ ïîëó÷åíèÿ Pk íàäî ÷èñëî â ïîñëåäíåé çàïîëíåííîé êëåòêå Pk−1 óìíîæèòü
íà ak è ïðèáàâèòü ñîäåðæèìîå ïðåäïîñëåäíåé êëåòêè Pk−2. Ñòðîêà çíàìåíàòåëåé
ïîäõîäÿùèõ äðîáåé çàïîëíÿåòñÿ àíàëîãè÷íî. Äëÿ ïðèâåäåííîãî ïðèìåðà ïîëó÷èì:

2 1 1 3
1 2 3 5 18
0 1 1 2 7

Â ðåçóëüòàòå âû÷èñëåíû âñå äðîáè, ïîäõîäÿùèå ê äàííîé öåïíîé äðîáè:

A0 =
2

1
= 2, A1 =

3

1
= 3, A2 =

5

2
, A3 =

18

7
.

Ïîñëåäíÿÿ ïîäõîäÿùàÿ äðîáü, åñòåñòâåííî, ñîâïàäàåò ñ èñõîäíûì ÷èñëîì. Åñëè
ïîäõîäÿùèå äðîáè íå íóæíû, òî ìîæíî èñïîëüçîâàòü óïðîùåííóþ ñõåìó âû÷èñëå-
íèé: ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ýëåìåíòîâ öåïíîé äðîáè çàïèñûâàåì â îáðàòíîì ïîðÿäêå,
à äàëüøå ïðîâîäèì âû÷èñëåíèÿ ïî ïðåæíåé ñõåìå. Çíà÷åíèå äðîáè ðàâíî îòíîøå-
íèþ ïîñëåäíåé ñêîáêè ê ïðåäïîñëåäíåé:

3 1 1 2
1 3 4 7 18

2. Íàéòè β = [3, 1, 2, 1, 2, 1, 2, . . .].
Ðåøåíèå. Ðàññìîòðèì ïåðâîå ïîëíîå ÷àñòíîå, êîòîðîå ÿâëÿåòñÿ ÷èñòî ïåðèîäè-

÷åñêèì α = β1 = [1, 2, 1, 2, 1, . . .]. Äëÿ íåãî âûïîëíÿåòñÿ ðàâåíñòâî

β = 3 +
1

α
.

Âîñïîëüçîâàâøèñü ïåðèîäè÷íîñòüþ α, ïîëó÷àåì

α = 1 +
1

2 +
1

α

.

×èñëî α ëåãêî íàõîäèòñÿ èç ýòîãî óñëîâèÿ:

α = 1 +
1

2 +
1

α

= 1 +
α

2α + 1
=

3α + 1

2α + 1
⇔ 2α2 + α = 3α + 1⇔
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⇔ 2α2 − 2α− 1 = 0⇔ α =
1±
√

3

2

Îòðèöàòåëüíîå çíà÷åíèå íå ïîäõîäèò, ò.ê. ïî îïðåäåëåíèþ α > 0, ïîýòîìó α =
1 +
√

3

2
.

Ïîäñòàâëÿåì ýòî ÷èñëî â ïåðâóþ ôîðìóëó è íàõîäèì

β = 3 +
1

α
= 3 +

2

1 +
√

3
=

5 + 3
√

3

1 +
√

3
=

(5 + 3
√

3)(1−
√

3)

(1 +
√

3)(1−
√

3)
= 2 +

√
3.

3. Ðàçëîæèòü â öåïíóþ äðîáü ÷èñëî β = 2 +
√

3.
Ðåøåíèå. Ïðèìåíÿåì àëãîðèòì.
1-É ØÀÃ.

a0 = [β] = [2 +
√

3] = 3,

β1 =
1

β − a0
=

1

(2 +
√

3)− 3
=

√
3 + 1

(
√

3− 1)(
√

3 + 1)
=

√
3 + 1

2
.

2-É ØÀÃ.

a1 = [β1] =

[√
3 + 1

2

]
= 1,

β2 =
1

β1 − a1
=

1√
3 + 1

2
− 1

=
2√

3− 1
=

2(
√

3 + 1)

(
√

3− 1)(
√

3 + 1)
=
√

3 + 1.

3-É ØÀÃ.
a2 = [β2] = [

√
3 + 1] = 2,

β3 =
1

β2 − a2
=

1√
3 + 1− 2

=
1√

3− 1
=

√
3 + 1

(
√

3− 1)(
√

3 + 1)
=

√
3 + 1

2
.

Ïîëíîå ÷àñòíîå ïîâòîðèëîñü: β1 = β3, ïîýòîìó äàëüøå è ïîëíûå è íåïîëíûå ÷àñò-
íûå áóäóò ïîâòîðÿòüñÿ ñ ïåðèîäîì 2:

1 = a1 = a3 = a5 = . . . ,

2 = a2 = a4 = a6 = . . . .

Â ðåçóëüòàòå 2 +
√

3 = [3, 1, 2, 1, 2, . . .] , êàê áûëî çàðàíåå èçâåñòíî èç ïðåäûäóùåãî
ïðèìåðà.

4. Íàéòè ïåðâûå ÷åòûðå ýëåìåíòà â ðàçëîæåíèè β = 3
√

2 â öåïíóþ äðîáü.
Ðåøåíèå. Èìååì:

β3 − 2 = 0. (1)
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Äàëåå, a0 = [β] = 1. Ñëåäîâàòåëüíî,

β = 1 +
1

β1
.

Ïîäñòàâèâ ýòî âûðàæåíèå â (1), ïîëó÷èì óðàâíåíèå äëÿ β1:

1

β3
1

+
3

β2
1

+
3

β1
− 1 = 0.

Óìíîæèâ íà β3
1 è ñìåíèâ çíàê, ïðèõîäèì ê óðàâíåíèþ

β3
1 − 3β2

1 − 3β1 − 1 = 0. (2)

Ëåãêî âèäåòü, ÷òî ïîëîæèòåëüíûé êîðåíü óðàâíåíèÿ (2) ëåæèò ìåæäó 3 è 4 (îí
åäèíñòâåííûé, òàê êàê óðàâíåíèå (1) èìååò åäèíñòâåííûé ïîëîæèòåëüíûé êîðåíü),
ò.å. a1 = [β1] = 3, è

β1 = 3 +
1

β2
.

Ïîäñòàâèì ýòî âûðàæåíèå â (2) è, ïîñëå ïðåîáðàçîâàíèé ïîëó÷èì óðàâíåíèå äëÿ
β2:

10β3
2 − 6β2

2 − 6β2 − 1 = 0, (3)

Ïîëîæèòåëüíûé êîðåíü ýòîãî óðàâíåíèÿ ëåæèò ìåæäó 1 è 2, ò.å.

β2 = 1 +
1

β3
, a2 = [β2] = 1.

Ïîäñòàâèì âûðàæåíèå äëÿ β2 â (3) è ïðèäåì ê óðàâíåíèþ äëÿ β3:

3β3
3 − 12β2

3 − 24β3 − 10 = 0,

Ïîëîæèòåëüíûé êîðåíü ýòîãî óðàâíåíèÿ ëåæèò ìåæäó 5 è 6, ò.å. a3 = [β3] = 5.
Èòàê,

3
√

2 =< 1, 3, 1, 5, . . . > .

Âû÷èñëèì ïîäõîäÿùèå äðîáè

1 3 1 5
P 1 1 4 5 29
Q 0 1 3 4 23

Òàêèì îáðàçîì, 3
√

2 ≈
29

23
, ïðè÷åì îøèáêà íå ïðåâîñõîäèò

1

232
=

1

529
.
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Óïðàæíåíèÿ

1. Ðàçëîæèòü ñëåäóþùèå ðàöèîíàëüíûå ÷èñëà â öåïíûå äðîáè:

1)
127

52
; 2)

24

35
; 3)1, 23; 4)

95122

53808
; 5)2, 3547; 6)

99

170
.

2. Ñâåðíóòü íåïðåðûâíûå äðîáè:

1) < 1, 1, 2, 1, 2, 1, 2 >; 2) < 0, 1, 2, 3, 4, 5 >;

3) < 5, 4, 3, 2, 1 >; 4) < a, a, a, a, a >; 5) < a, b, a, b, a > .

3. Ðåøèòü óðàâíåíèÿ:

1) < x, 2, 3, 4 >=
73

30
; 2) < 2, x, 3, 4 >=

73

30
;

3) < 2, 3, x, 4 >=
73

30
; 4) < 2, 3, 4, x >=

73

30
.

Êàê áûëî îòìå÷åíî, ïðè ëþáîì k ≥ 1 (Pk, Qk) = 1, ò.å. âñå ïîäõîäÿùèå äðîáè
íåñîêðàòèìû. Ýòî äàåò âîçìîæíîñòü ñîêðàùàòü äðîáè.

4. Ïðè ïîìîùè öåïíûõ äðîáåé ñîêðàòèòü äðîáè:

1)
3587

2743
; 2)

1043

3427
; 3)

1491

2247
.

5. Ñëåäóþùèå ÷èñëà çàìåíèòü ïîäõîäÿùèìè äðîáÿìè ñ âîçìîæíî ìåíüøèìè
çíàìåíàòåëÿìè òàê, ÷òîáû ïîãðåøíîñòü íå ïðåâîñõîäèëà 10−4:

1)
1261

881
; 2)

587

103
; 3)3, 14159.

6. Ðàçëîæèòü â ïåðèîäè÷åñêèå öåïíûå äðîáè è âû÷èñëèòü ñ òî÷íîñòüþ äî 10−4

ñëåäóþùèå êâàäðàòè÷íûå èððàöèîíàëüíîñòè:

1)
√

5; 2)
√

13; 3)
√

42; 4)
√

59; 5)

√
5− 1

2
;

6)
2−
√

3

5
; 7)

5 +
√

2

2
.

7. Íàéòè êâàäðàòè÷íóþ èððàöèîíàëüíîñòü, êîòîðàÿ ðàçëàãàåòñÿ â ñëåäóþùóþ
öåïíóþ äðîáü:

1) < (2, 3) >; 2) < (1, 1, 2, 2) >; 3) < (3, 4, 5, 2, 1) >;
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4) < 1, 2, 3, (4) >; 5) < a, a, (2a) >;

6) < 0, 1, 1, 1, 1, (2) >; 7) < 2, 1, 2, (1, 1, 3) >; 8) < 4, (1, 1, 2, 1, 1, 8) > .

8. Íàéòè 5 ïåðâûõ ýëåìåíòîâ â ðàçëîæåíèè ñëåäóþùèõ ÷èñåë â öåïíóþ äðîáü.
Îöåíèòü ïîãðåøíîñòü, êîòîðàÿ ïîëó÷àåòñÿ ïðè çàìåíå äàííîãî ÷èñëà ïîäõîäÿùåé
äðîáüþ: 1) 3

√
6; 2) 3

√
3; 3) íàèáîëüøèé ïîëîæèòåëüíûé êîðåíü óðàâíåíèÿ x3 −

x2 − 2x+ 1 = 0; 4) ïîëîæèòåëüíûé êîðåíü óðàâíåíèÿ x4 − x− 1 = 0.
9. Íàéòè òðè ïåðâûõ ýëåìåíòà â ðàçëîæåíèè log2 5 â öåïíóþ äðîáü.
10. Íàéòè ïåðâûå ïÿòü ïîäõîäÿùèõ äðîáåé â ðàçëîæåíèè â öåïíóþ äðîáü ÷èñëà

π = 3, 1415926535897 . . .

11. Íàéòè ïåðâûå ïÿòü ïîäõîäÿùèõ äðîáåé â ðàçëîæåíèè â öåïíóþ äðîáü ÷èñëà

e = 2, 71828182845904 . . .

12. ßâëÿåòñÿ ëè δ = −
39

16
ïîäõîäÿùåé äðîáüþ ê α =

√
17− 9

2
? Åñëè äà, îöåíèòå

òî÷íîñòü ïðèáëèæåíèÿ α ÷èñëîì δ. Êàêîå èç íåðàâåíñòâ âåðíî: α > δ èëè α < δ?

13. ßâëÿåòñÿ ëè δ = −
13

7
ïîäõîäÿùåé äðîáüþ ê α =

√
10− 4

2
ñ òî÷íîñòüþ 10−2?

Êàêîå èç íåðàâåíñòâ âåðíî: α > δ èëè α < δ?
12. Óêàæèòå ïåðâûå ÷åòûðå íàòóðàëüíûõ ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ

a)x2 − 3y2 = 1; x2 − 3y2 = −1;

b)x2 − 5y2 = 1; x2 − 5y2 = −1.

13. Óêàæèòå íàèìåíüøåå íàòóðàëüíîå ðåøåíèå óðàâíåíèÿ:

a)x2 − 41y2 = 1; x2 − 41y2 = −1;

b)x2 − 13y2 = 1; x2 − 13y2 = −1.

28



6. Îòíîøåíèå ñðàâíèìîñòè. Êëàññû âû÷åòîâ

Äâà öåëûõ ÷èñëà a è b íàçûâàþòñÿ ñðàâíèìûìè ïî ìîäóëþ n, n ∈ N, åñëè a è
b èìåþò îäèíàêîâûå îñòàòêè ïðè äåëåíèè íà n, èëè, ÷òî òî æå, åñëè n|(a − b). Â
ýòîì ñëó÷àå ïèøóò a ≡ b (modn) èëè êîðîòêî a ≡ b (n).

Ñâîéñòâà îòíîøåíèÿ ñðàâíèìîñòè:
1. Îòíîøåíèå ñðàâíèìîñòè ≡ ÿâëÿåòñÿ îòíîøåíèåì ýêâèâàëåíòíîñòè;
2. Åñëè a ≡ b (modn), òî f(a) ≡ f(b) (modn) äëÿ ëþáîãî ìíîãî÷ëåíà f(x) ñ

öåëûìè êîýôôèöèåíòàìè;
3. a ≡ b (modn)⇔ ka ≡ kb (mod kn), ãäå k ∈ N;
4. a ≡ b (modn)⇔ ka ≡ kb (modn), ãäå k ∈ Z, (k, n) = 1;
5. 

a ≡ b (modn1)

a ≡ b (modn2) ⇔ a ≡ b (modM), ãäå M = [n1, n2, . . . nk].

−−−−−−
a ≡ b (modnk)

Ìíîæåñòâî a+nZ = {x ∈ Z : x ≡ a (modn)} = {..., a−2n, a−n, a, a+n, a+2n, . . .}
âñåõ öåëûõ ÷èñåë, ñðàâíèìûõ ñ äàííûì ÷èñëîì a ïî ìîäóëþ n, íàçûâàåòñÿ êëàññîì
âû÷åòîâ ÷èñëà a ïî ìîäóëþ n. Ïðè ðàáîòå ñ êîíêðåòíûì ìîäóëåì n âìåñòî çàïèñè
a + nZ ÷àñòî èñïîëüçóþò çàïèñü a. Ñëîæåíèå è óìíîæåíèå íà ìíîæåñòâå Z/nZ =
{0, 1, 2, . . . , n− 1} âñåõ êëàññîâ âû÷åòîâ îïðåäåëÿþòñÿ òàê: a+b = a+ b, è a·b = a · b.
Â ýòîì ñëó÷àå Z/nZ = Zn ïðåâðàùàåòñÿ â êîììóòàòèâíîå êîëüöî, ñîäåðæàùåå n
ýëåìåíòîâ. Ýëåìåíò a ∈ Zn îáðàòèì â òî÷íîñòè òîãäà, êîãäà (a, n) = 1. Òàêèì
îáðàçîì, îáðàòèìûå ýëåìåíòû êîëüöà Zn îáðàçóþò ãðóïïó ïîðÿäêà ϕ(n). Îòñþäà
ñëåäóåò

Òåîðåìà 6.1 (Òåîðåìà Ýéëåðà). Åñëè (a, n) = 1, òî aϕ(n) ≡ 1 (modn).

Äëÿ ïðîñòîãî ÷èñëà ìíîæåñòâî Zp îáðàçóåò ïîëå. Ñëåäîâàòåëüíî èìååò ìåñòî
ñëåäóþùàÿ

Òåîðåìà 6.2 (Ìàëàÿ òåîðåìà Ôåðìà). Ïóñòü p � ïðîñòîå ÷èñëî è p - a. Òîãäà
ap−1 ≡ 1 (mod p).

Ïîëíîé ñèñòåìîé âû÷åòîâ ïî ìîäóëþ n íàçûâàåòñÿ ëþáîé íàáîð ÷èñåë, ñîäåð-
æàùèõ ïî îäíîìó ÷èñëó èç êàæäîãî êëàññà âû÷åòîâ Zn. Íàáîð ÷èñåë, âçÿòûõ èç
ïîëíîé ñèñòåìû âû÷åòîâ ïî ìîäóëþ n è âçàèìíî ïðîñòûõ ñ n, íàçûâàåòñÿ ïðèâå-
äåííîé ñèñòåìîé âû÷åòîâ ïî ìîäóëþ n.

Ñâîéñòâà êëàññîâ âû÷åòîâ:
1. a = {a+ nt : t ∈ Z};
2. a = b⇔ a ≡ b (modn);
3. ×èñëî êëàññîâ âû÷åòîâ ïî ìîäóëþ n ðàâíî n;
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4. Âñå ÷èñëà îäíîãî êëàññà âû÷åòîâ ïî ìîäóëþ n èìåþò ñ ìîäóëåì n îäèí è òîò
æå íàèáîëüøèé îáùèé äåëèòåëü: åñëè x ∈ a, òî (x, n) = (a, n);

5. ×èñëî êëàññîâ âû÷åòîâ ïî ìîäóëþ n, âçàèìíî ïðîñòûõ ñ n, ðàâíî ϕ(n), ãäå
ϕ � ôóíêöèÿ Ýéëåðà.

6. ×èñëî êëàññîâ âû÷åòîâ ïî ìîäóëþ n, ÿâëÿþùèõñÿ äåëèòåëÿìè íóëÿ, ðàâíî
n− ϕ(n)− 1.

Ïðèìåðû ðåøåíèÿ çàäà÷

1. Íàéäèòå îñòàòîê îò äåëåíèÿ f(86) íà 11, åñëè f(x) = 15x3 − 33x2 + 7.
Ðåøåíèå. Äëÿ ðåøåíèÿ çàäà÷è çàìåíèì âñå ÷èñëà îñòàòêàìè îò äåëåíèÿ íà 11

èëè, ÷òî åùå óäîáíåå, íàèìåíüøèìè ïî àáñîëþòíîé âåëè÷èíå ÷èñëàìè, ñðàâíèìûìè
ñ íèìè ïî ìîäóëþ 11: 86 ≡ −2(mod 11); 15 ≡ 4 (mod 11); 33 ≡ 0 (mod 11), è 7 ≡
−4 (mod 11). Òîãäà f(86) ≡ −2 (mod 11), è ìû ïîëó÷àåì öåïî÷êó ñðàâíåíèé f(−2) ≡
4(−2)3 − 0 · (−2)2 − 4 ≡ −32− 4 ≡ −36 ≡ −3 ≡ 8 (mod 11). Òàêèì îáðàçîì, îñòàòîê
îò äåëåíèÿ f(86) íà 11 ðàâåí 8.

2.Êàêèì êëàññàì âû÷åòîâ ïî ìîäóëþ 15 ïðèíàäëåæàò ýëåìåíòû êëàññà âû÷åòîâ
25?

Ðåøåíèå. Êëàññ 25 = {. . . ,−3, 2, 7, . . .} ðàçáèâàåòñÿ íà òðè êëàññà ïî ìîäóëþ
15: 215, 2 + 515 = 715, è 2 + 2 · 515 = 1215. Ïðè ýòîì 215 = {. . . ,−13, 2, 17, . . .}, 715 =
{. . . ,−8, 7, 22, . . .} è 1215 = {. . . ,−3, 12, 27, . . .}.

3. Íàéäèòå îñòàòîê îò äåëåíèÿ 272002 íà 352.
Ðåøåíèå. Ïðåæäå âñåãî çàìåòèì, ÷òî îñòàòêîì îò äåëåíèÿ 272002 íà 352 ÿâëÿåòñÿ

òàêîå öåëîå ÷èñëî x, ÷òî 272002 ≡ x (mod 352), 0 ≤ x < 352. Ïîñêîëüêó 352 =
25 · 11, òî (272002 , 352) = 25. Îòêóäà ñëåäóåò, ÷òî x = 25 · x1. Ðàçäåëèâ âñå òðè ÷àñòè
âûïèñàííîãî âûøå ñðàâíåíèÿ íà 25 , ìû ïîëó÷èì ñðàâíåíèå 272002−5 ≡ x1 (mod 11).

Ïîñêîëüêó (2, 11) = 1, è ϕ(11) = 10, òî 210 ≡ 1 (mod 11). Íàéäåì îñòàòîê îò
äåëåíèÿ ÷èñëà 72002−5 íà 10, òî åñòü òàêîå öåëîå ÷èñëî y, ÷òî 72002−5 ≡ y (mod 10),
0 ≤ y < 10. Â ýòîì ñëó÷àå 272002 ≡ 2y (mod 11), òî åñòü 2y ≡ x1 (mod 11).

Ïîñêîëüêó (7, 10) = 1 è ϕ(10) = 4, òî 74 ≡ 1 (mod 10). Òàê êàê 2002 = 4 · 500 + 2,
òî 72002 − 5 ≡ (74)500 · 72 − 5 = 72 − 5 = 9− 5 ≡ 4 (mod 10). Òàêèì îáðàçîì, y = 4, è
ìû ïîëó÷àåì ñðàâíåíèå 24 ≡ x1 (mod 11). Ïîñêîëüêó 24 ≡ 5 (mod 11), òî x1 = 5, è
x = 25 · x1 = 32 · 5 = 160.

Óïðàæíåíèÿ

1. Ïî êàêîìó ìîäóëþ âñå öåëûå ÷èñëà ñðàâíèìû ìåæäó ñîáîé? Ñêîëüêî èìååòñÿ
êëàññîâ âû÷åòîâ ïî ýòîìó ìîäóëþ? Ïî êàêîìó ìîäóëþ ñðàâíèìû ÷èñëà îäèíàêîâîé
÷åòíîñòè?

2. Âåðíû ëè ñëåäóþùèå ñðàâíåíèÿ:
1) 1 ≡ −5 (6); 2) 546 ≡ 0 (13); 3) 8 ≡ 1 (4);
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4) 121 ≡ 13145 (2); 5) 121347 ≡ 92817 (10); 6) 31 ≡ −9 (10);
7) 0 ≡ 15 (4); 8) −3 ≡ −6 (2).
3. Äîêàçàòü, ÷òî a ≡ 0 (m)⇔ m|a.
4. Äîêàçàòü, ÷òî a ≡ rem(a,m) (modm).
5. Äîêàçàòü, ÷òî ñëåäóþùèå òðè óñëîâèÿ ðàâíîñèëüíû:
1) a ≡ b (m);
2) m|(a− b);
3) ñóùåñòâóåò òàêîå t ∈ Z, ÷òî a = b+mt.
6. Äîêàçàòü, ÷òî îòíîøåíèå ñðàâíåíèÿ ÿâëÿåòñÿ îòíîøåíèåì ýêâèâàëåíòíîñòè.
7. Âåðíû ëè ñðàâíåíèÿ:
1) 3m ≡ −1 (m); 2) (m− 1)2 ≡ 1 (m); 3) 51812 ≡ 1992 (10);
4) 2m+ 1 ≡ (m+ 1)2(m); 5) 7103 ≡ 3(27); 6) 41965 ≡ 25 (10);
7) (2n+ 1)(2m+ 1) ≡ 2k (6); 8) 2 + 4 + 6 + . . .+ 2m ≡ 0 (m).
8. Äîêàçàòü, ÷òî åñëè ad ≡ bd(m) è (d,m) = 1, òî a ≡ b (m). Áóäåò ëè âåðíûì

ýòî óòâåðæäåíèå áåç óñëîâèÿ (d,m) = 1?
9. Äîêàçàòü, ÷òî ad ≡ bd (md)⇔ a ≡ b (m).
10. Íàéäèòå îñòàòîê îò äåëåíèÿ f(75) íà 11, åñëè f(x) = x10 + 4x7 − 22x4 + 101.
11. Íàéäèòå îñòàòîê îò äåëåíèÿ f(55) íà 17, åñëè f(x) = 35x5−50x4 +87x+177.
12. Äîêàæèòå, ÷òî 24n+1 + 24n− 3n+1 ≡ 0 (13) äëÿ ëþáîãî íàòóðàëüíîãî ÷èñëà n.
13. Äîêàæèòå, ÷òî 33n+2 + 2n+4 ≡ 0 (25) äëÿ ëþáîãî íàòóðàëüíîãî ÷èñëà n.
14. Äîêàçàòü, ÷òî
à) 26 ∪ 46 = 23;
á) 512 ∪ −112 = 56.
15. Äîêàçàòü, ÷òî ðåçóëüòàò îïåðàöèè íàä êëàññàìè âû÷åòîâ íå çàâèñèò îò âû-

áîðà ïðåäñòàâèòåëåé â êëàññàõ, ó÷àâñòâóþùèõ â îïåðàöèè.
16. Ñîñòàâèòü òàáëèöû ñëîæåíèÿ è óìíîæåíèÿ â Z2, Z5, Z6, Z8, Z11. Âûïèñàòü

äëÿ êàæäîãî èç êîëåö îáðàòèìûå ýëåìåíòû è äåëèòåëè íóëÿ.
17. Íàéòè íàèìåíüøèé íåîòðèöàòåëüíûé âû÷åò êëàññà 1004; íàèìåíüøèé ïîëî-

æèòåëüíûé âû÷åò êëàññà 1004; íàèáîëüøèé îòðèöàòåëüíûé âû÷åò êëàññà 1004.
18. Ïóñòü M = {−5, 12,−25, 34,−46, 15}. Äîêàçàòü, ÷òî M � ïîëíàÿ ñèñòåìà

âû÷åòîâ ïî ìîäóëþ 6. Âûäåëèòü èç M ïðèâåäåííóþ ñèñòåìó âû÷åòîâ ïî ìîäóëþ 6.
19. Íàïèñàòü ïðèâåäåííóþ ñèñòåìó âû÷åòîâ ïî ìîäóëþ 10, ïî ìîäóëþ 12, ïî

ìîäóëþ 14, ïî ìîäóëþ 20.
20. Ïî êàêîìó ìîäóëþ ñèñòåìà {1, 5, 7, 11} ÿâëÿåòñÿ ïðèâåäåííîé ñèñòåìîé âû-

÷åòîâ?
21. Äîêàçàòü, ÷òî íàáîð ÷èñåë {2, 4, 5, 7} íå ÿâëÿåòñÿ ïðèâåäåííîé ñèñòåìîé

âû÷åòîâ íè ïî êàêîìó ìîäóëþ.
22. Âûïèñàòü âñå îáðàòèìûå ýëåìåíòû â êîëüöàõ Z5, Z7, Z8, Z12, Z13 è óêàçàòü

îáðàòíûå ê íèì.
23. Âûïîëíèòü âû÷èñëåíèÿ â ïîëå Z7:

1)
1

3
; 2)

2

5
; 3) 1−

3

4
; 4)

5
2

+ 4
3

2− 6
.
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24. Ðåøèòü óðàâíåíèÿ â ïîëå Z13:

1) 2x+ 3 = 0; 2)−11x+ 12 = 2x+ 10; 3)
1

3
x− 7

5
=

2

11
+

4

10
.

25. Ðåøèòü ñèñòåìû óðàâíåíèé â ïîëå Z13:

1)

{
2x+ 3y = 5
3x+ 4y = 2

2)

{
2x− 3y = 5
3x− y = 2

3)

{
2x− 3y = 5
3x− y = 4

4)

{
6x− 2y = 1
3x+ y = 4

5)

{
6x− 2y = 1
3x+ 6y = 3

6)

{
6x− 2y = 1
3x+ 6y = 4

26. Íàéäèòå îñòàòîê îò äåëåíèÿ:

1) 1010 íà 13; 2) 17852 íà 11; 3) 19671968 íà 11;

4) 2816 íà 5; 5) 3100 íà 16; 6) 31200 íà 28.

27. Íàéäèòå äâå ïîñëåäíèå öèôðû äåñÿòè÷íîé çàïèñè ÷èñëà:

1) 2999; 2) 52011; 3) 1232010;

4) 3999; 5) 72011; 6) 5552012.

28. Íàéäèòå îñòàòîê îò äåëåíèÿ:

1) 551000 íà 325; 2) 453000 íà 208; 3) 531000 íà 275.

29. Ïóñòü R � êîëüöî, charR = n 6= 0. Äîêàæèòå, ÷òî R ñîäåðæèò ïîäêîëüöî,
èçîìîðôíîå êîëüöó Zn.

30. Äîêàçàòü, ÷òî ëþáîå ïîëå F õàðàêòåðèñòèêè p ñîäåðæèò ïîäïîëå K, èçî-
ìîðôíîå ïîëþ Zp è F ìîæíî ðàññìàòðèâàòü êàê âåêòîðíîå ïðîñòðàíñòâî íàä K.

31. Íàéäèòå âñå èäåàëû â êîëüöå Z, Z8, Z25.
32. Äîêàæèòå, ÷òî äëÿ ëþáîãî öåëîãî ÷èñëà k èäåàë kZn ñîâïàäàåò ñ dZn, ãäå

d = (n, k).
33. Îïèøèòå âñå èäåàëû êîëüöà Zn.
34. Óêàæèòå âñå öåëûå ÷èñëà, âõîäÿùèå â èäåàëû 6Z + 8Z, 3Z + 5Z, 3Z + 6Z.

Âñåãäà ëè âûïîëíÿåòñÿ ðàâåíñòâî J1 + J2 = J1 ∪ J2?
35. Êàêèå èç ÷èñåë 3− 5i, 4 + 6i, −15 + 9i, 5− 2i ïðèíàäëåæàò èäåàëó (3 + 5i)

êîëüöà öåëûõ ãàóññîâûõ ÷èñåë? Êàêèå èç íèõ ïîðîæäàþò ýòîò èäåàë?
36. Óêàæèòå ÷èñëà, ïðèíàäëåæàùèå îäíîìó ñìåæíîìó êëàññó ïî èäåàëó (2) â

êîëüöå Z[i]: −3 + 5i; 7− 8i; 25 + 3i; 47 + 10i; −2; 1 + i; 1− i; 3i; 1; −1; 2 + i; −2 + 3i.
37. Êàêèå èç ñëåäóþùèõ ðàâåíñòâ èìåþò ìåñòî â ôàêòîðêîëüöå Z[i]/(2):
a) 1 + 2i+ (2) = 1− 2i+ (2); d) 18− 4i+ (2) = 0 + (2);
b) 1 + (2) = i+ (2); e) 3− i+ (2) = 3 + i+ (2);
c) 3i+ (2) = 18− i+ (2); f) 3i+ (2) = 2 + i+ (2)?
38. Íàéäèòå âñå ýëåìåíòû ôàêòîðêîëüöà Z[i]/(2). Ñîñòàâüòå òàáëèöû ñëîæåíèÿ

è óìíîæåíèÿ. Ïîêàæèòå, ÷òî ýòî ôàêòîðêîëüöî íå ÿâëÿåòñÿ îáëàñòüþ öåëîñòíîñòè.
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7. Ðåøåíèå ëèíåéíûõ ñðàâíåíèé è íåîïðåäåëåííûõ

óðàâíåíèé

Ëèíåéíîå ñðàâíåíèå ñ îäíèì íåèçâåñòíûì ýòî ñðàâíåíèå âèäà

ax ≡ b (m) (1)

Åñëè ÷èñëî k óäîâëåòâîðÿåò (1), òî è ëþáîå l òàêîå, ÷òî l ≡ k (m), óäîâëåòâîðÿåò
(1). Ïîýòîìó ðåøåíèåì ñðàâíåíèÿ (1) íàçûâàåòñÿ ëþáîé êëàññ âû÷åòîâ ïî ìîäóëþ
m, ýëåìåíòû êîòîðîãî óäîâëåòâîðÿþò (1). Ðåøåíèå ñðàâíåíèÿ (1) çàïèñûâàåòñÿ â
âèäå x ≡ x0 (m).

Òåîðåìà 7.1. 1) Åñëè (a,m) = 1, òî ñðàâíåíèå (1) èìååò åäèíñòâåííîå ðåøåíèå,
êîòîðîå íàõîäèòñÿ ïî ôîðìóëå

x ≡ aϕ(m)−1b (m)

èëè ïî ôîðìóëå
x ≡ (−1)n−1 · Pn−1 · b (m),

ãäå Pn−1 � ÷èñëèòåëü ïðåäïîñëåäíåé ïîäõîäÿùåé äðîáè â ðàçëîæåíèè
m

a
â öåïíóþ

äðîáü (ìû ìîæåì ñ÷èòàòü, ÷òî a < m, ò.ê. a è b ìîæíî çàìåíèòü ëþáûìè
÷èñëàìè, ñðàâíèìûìè ñ íèìè ïî ìîäóëþ m).

2) Åñëè (a,m) = d > 1 è d|b, òî ñðàâíåíèå (1) èìååò d ðåøåíèé, êîòîðûå
íàõîäÿòñÿ ïî ôîðìóëå

x ≡ x0 (m), x ≡ x0 +
m

d
(m), x ≡ x0 +

2m

d
(m), . . . , x ≡ x0 +

(d− 1)m

d
(m),

ãäå x0 � ëþáîå ÷èñëî, óäîâëåòâîðÿþùåå ñðàâíåíèþ

a

d
x ≡ b

d

(
m

d

)
.

3) Åñëè (a,m) = d > 1 è d - b, òî ñðàâíåíèå (1) íå èìååò ðåøåíèé.

Íåïðåäåëåííûì óðàâíåíèåì ïåðâîé ñòåïåíè ñ äâóìÿ íåèçâåñòíûìè íàçûâàåòñÿ
óðàâíåíèå âèäà

ax+ by = c, ãäå a, b, c ∈ Z. (2)

Ðåøåíèåì òàêîãî óðàâíåíèÿ íàçûâàåòñÿ ëþáàÿ óäîâëåòâîðÿþùàÿ åìó ïàðà öåëûõ
÷èñåë (x, y). Åñëè (a, b) - c, òî, î÷åâèäíî, óðàâíåíèå (2) íå èìååò ðåøåíèé. Åñëè
(a, b) | c, òî ñîêðàòèâ íà (a, b), ïðèõîäèì ê óðàâíåíèþ, â êîòîðîì êîýôôèöèåíòû
ïðè x è y âçàèìíî ïðîñòû. Ïîýòîìó ìû ñ ñàìîãî íà÷àëà ìîæåì îòûñêèâàòü ðåøåíèÿ
òàêèõ óðàâíåíèé (2), ó êîòîðûõ (a, b) = 1 .
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Òåîðåìà 7.2. Åñëè (a, b) = 1, òî ëþáîå ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (2) íàõîäèòñÿ ïî
ôîðìóëàì {

x = x0 − bt
y = y0 + at, t ∈ Z

ãäå x0 � ëþáîå ÷èñëî, óäîâëåòâîðÿþùåå ñðàâíåíèþ ax0 ≡ c(b), y0 =
c− ax0

b
. Ëþáàÿ

ïàðà ÷èñåë x, y, óäîâëåòâîðÿþùàÿ ýòèì óñëîâèÿì ïðè íåêîòîðîì t ∈ Z åñòü
ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (2).

Ïðàêòè÷åñêè äëÿ ðåøåíèÿ íåîïðåäåëåííîãî óðàâíåíèÿ (2) ìîæíî èñïîëüçîâàòü
ìåòîä, êîòîðûé ìû ðàññìîòðèì â ïðèìåðå 2.

Òåîðåìà 7.3 (Êèòàéñêàÿ òåîðåìà îá îñòàòêàõ). Åñëè m1,m2, . . . ,mk � ïîïàðíî
âçàèìíî ïðîñòûå ÷èñëà, òî ñèñòåìà

x ≡ c1(m1)

x ≡ c2(m2) (3)

−−−−−
x ≡ ck(mk)

èìååò ðåøåíèå, ïðè÷åì åäèíñòâåííîå, ïî ìîäóëþ M = m1m2 . . .mk. Äëÿ íàõîæ-
äåíèÿ ðåøåíèÿ ýòîé ñèñòåìû íóæíî ñíà÷àëà íàéòè ÷èñëà y1, y2, . . . , yk, óäîâëå-
òâîðÿþùèå ñðàâíåíèÿì

M

m1

y1 ≡ 1(m1),
M

m2

y2 ≡ 1(m2), . . . ,
M

mk

yk ≡ 1(mk).

Òîãäà ðåøåíèå ñèñòåìû (3) èìååò âèä

x ≡ M

m1

y1c1 +
M

m2

y2c2 + . . .+
M

mk

ykck(M).

Â îáùåì ñëó÷àå ðåøåíèåì ñèñòåìû ëèíåéíûõ ñðàâíåíèé
x ≡ c1(m1)

−−−−−
x ≡ ck(mk)

ÿâëÿåòñÿ êëàññ âû÷åòîâ ïî ìîäóëþ N = [m1, . . . ,mk] : x ≡ α(N).
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Ïðèìåðû ðåøåíèÿ çàäà÷

1. Ðåøèòü ñðàâíåíèå 11x ≡ 5 (7).
Ðåøåíèå. Ïðåæäå âñåãî ïåðåïèøåì ñðàâíåíèå â âèäå 4x ≡ −2 (7). Ïîñêîëüêó

(4, 7) = 1, òî ñðàâíåíèå èìååò åäèíñòâåííîå ðåøåíèå � êëàññ âû÷åòîâ ïî ìîäóëþ
7. Äîìíîæàÿ îáå ÷àñòè ñðàâíåíèÿ 4x ≡ −2 (7) íà 4ϕ(7)−1 = 45, ìû ïîëó÷àåì, ÷òî
x ≡ −2 · 45 (7). Ïîñêîëüêó 45 = (−3)5 ≡ 9 · (−27) ≡ 2 · 1 ≡ 2 (7), òî x ≡ −2 · 2 ≡
−4 ≡ 3 (7).

Ðåøèì ñðàâíåíèå ñ ïîìîùüþ öåïíûõ äðîáåé. Äëÿ ýòîãî ðàçëîæèì ÷èñëî
7

4
â

öåïíóþ äðîáü. Èìååì:
7

4
=< 1, 1, 3 >, n = 3. Îòêóäà íàõîäèì P2 = 2. Ñëåäîâàòåëü-

íî, x ≡ (−1)3−1 · 2 · (−2) ≡ 3 (7).

2. Ðåøèòü íåîïðåäåëåííîå óðàâíåíèå

12x+ 7y = 1. (i)

Ðåøåíèå. Ëåâóþ ÷àñòü ðàçäåëèì íà íàèìåíüøèé êîýôôèöèåíò è âîçüìåì íåïîë-
íûå ÷àñòíûå. Ïîëó÷åííîå âûðàæåíèå îáîçíà÷èì íîâîé ïåðåìåííîé z:

x+ y = z

Ýòî âûðàæåíèå óìíîæèì íà 7 è âû÷òåì èç óðàâíåíèÿ (i):

5x = 1− 7z

5x+ 7z = 1 (ii)

Ïîëó÷èëè íîâîå íåîïðåäåëåííîå óðàâíåíèå, â êîòîðîì ìèíèìàëüíûé ýëåìåíò ìåíü-
øå, ÷åì â (i). Òåïåðü ëåâóþ ÷àñòü (ii) äåëèì íà íàèìåíüøèé êîýôôèöèåíò è îáî-
çíà÷àåì áóêâîé t:

x+ z = t

Óìíîæèì íà 5 è âû÷òåì èç (ii):

2z = 1− 5t ⇒ 2z + 5t = 1 (iii)

Àíàëîãè÷íî ïîñòóïàåì ñ óðàâíåíèåì (iii):

z + 2t = u

t = 1− 2u

Äàëåå,
z = u− 2t = 5u− 2
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{
x = t− z = 3− 7u

y = z − x = 12u− 5, u ∈ Z

Ïîëó÷åííûå ôîðìóëû äàþò ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (i).

3. Ðåøèòå ñèñòåìó ñðàâíåíèé ïåðâîé ñòåïåíè{
2x ≡ 14 (10)

15x ≡ 6 (12)

Ðåøåíèå. Ëåãêî âèäåòü, ÷òî [10, 12] = 60. Ïîñêîëüêó 15x ≡ 6 (12), òî 3x ≡ 6 (12)
è x ≡ 2 (4). Äàëåå, åñëè 2x ≡ 14 (10), òî 2x ≡ 4 (10), è x ≡ 2 (5). Òàêèì îáðàçîì,
ïîëó÷èì ñèñòåìó {

x ≡ 2 (5)

x ≡ 2 (4).

Ðåøèì åå. Èìååì: M = 4 · 5 = 20. Äàëåå,
M

m1

=
20

5
= 4;

M

m2

=
20

4
= 5. Îòêóäà

4y1 ≡ 1(5) ⇒ y1 ≡ −1 (5);

5y2 ≡ 1(4) ⇒ y2 ≡ 1 (4).

Òîãäà
x ≡ 4 · (−1) · 2 + 5 · 1 · 2 = 2 (20).

Ïîñêîëüêó îäèí êëàññ x ≡ 2 (20) ïî ìîäóëþ 60 ðàçáèâàåòñÿ íà òðè êëàññà x ≡ 2 (60),
x ≡ 2+20 (60), x ≡ 2+2·20 (60), òî ìû ïîëó÷àåì òðè ðåøåíèÿ x ≡ 2 (60), x ≡ 22 (60),
x ≡ 42 (60) ïåðâîíà÷àëüíîé ñèñòåìû ñðàâíåíèé.

Óïðàæíåíèÿ

1. Ðåøèòü ñðàâíåíèÿ ïåðâîé ñòåïåíè ñ îäíèì íåèçâåñòíûì:

1) 29x ≡ 1 (17); 2) 21x+ 5 ≡ 0 (29); 3) 7x ≡ 15 (9); 4) 7x ≡ 9 (10);

5) (a+ b)x ≡ a2 + b2 (ab), (a, b) = 1; 6) (a2 + b2)x ≡ a− b (ab), (a, b) = 1;

7) (a+ b)2x ≡ a2 − b2 (ab), (a, b) = 1; 8) 2x ≡ 1 (p), ãäå p− ïðîñòîå;

9) 72x ≡ 2 (10); 10) 8x ≡ 20 (12); 11) 6x ≡ 27 (12);

12) 10x ≡ 15 (35); 13) (m− 1)x ≡ 1 (m); 14) (m+ 1)2x ≡ a (m);

15) ax ≡ 1 (p), ãäå p - a, p− ïðîñòîå; 16)(a+ 1) ≡ a2 − 1 (m).

2. Èññëåäîâàòü ñèñòåìó ñðàâíåíèé{
a1x+ b1y ≡ c1 (m)
a2x+ b2y ≡ c2 (m)

36



3. Ðåøèòü â öåëûõ ÷èñëàõ íåîïðåäåëåííûå óðàâíåíèÿ:

1) 5x+ 4y = 3; 2) 17x+ 13y = 1; 3) 91x− 28y = 35;

4) 2x+ 3y = 4; 5) 4x− 3y = 2.

4. Íà ïðÿìîé 8x − 13y + 6 = 0 íàéòè ÷èñëî öåëûõ òî÷åê, ëåæàùèõ ìåæäó
ïðÿìûìè x = −100 è x = 150.

5. Äîêàçàòü, ÷òî âíóòðè ïðÿìîóãîëüíèêà, îãðàíè÷åííîãî ïðÿìûìè x = −2, x =
5, y = −1 , y = 2 íà ïðÿìîé 3x− 7y − 1 = 0 íå ëåæèò íè îäíîé öåëîé òî÷êè.

6. Êàêèå äâå öèôðû ñëåäóåò ïðèïèñàòü ê ÷èñëó 32, ÷òîáû ïîëó÷åííîå ÷èñëî
äåëèëîñü íà 3 è íà 7?

7. Äëÿ ïåðåâîçêè çåðíà èìåþòñÿ ìåøêè ïî 60 êã è ïî 80 êã. Ñêîëüêî íóæíî òåõ
è äðóãèõ ìåøêîâ äëÿ ïåðåâîçêè 440 êã çåðíà?

8. Ñêîëüêî áèëåòîâ ïî 30 ðóá. è ïî 50 ðóá. ìîæíî êóïèòü íà 1490 ðóá.?
9. Ñêîëüêî ïî÷òîâûõ ìàðîê ïî 3$ è ïî 4$ ìîæíî êóïèòü íà 50$?
10. Íà ñòàíöèþ ïðèáûëî 500 ò óãëÿ â 18 âàãîíàõ. Â âàãîíàõ áûëî ïî 15, 20 è 30

ò óãëÿ. Ñêîëüêî âàãîíîâ áûëî ïî 15 ò, ñêîëüêî ïî 20 ò è ñêîëüêî ïî 30 ò?
11. Ó÷åíèêó ïðèñëàëè çàäàíèå, ñîñòîÿùåå èç 20 çàäà÷. Çà êàæäóþ âåðíî ðåøåí-

íóþ çàäà÷ó åìó ñòàâÿò 8 áàëëîâ, çà êàæäóþ íåâåðíî ðåøåííóþ � ìèíóñ 5 áàëëîâ,
çà çàäà÷ó, êîòîðóþ îí íå áðàëñÿ ðåøàòü � 0 áàëëîâ. Ó÷åíèê ïîëó÷èë â ñóììå 13
áàëëîâ. Ñêîëüêî çàäà÷ îí áðàëñÿ ðåøàòü?

12. Ìîæíî ëè ðàçìåíÿòü 25 ðóá. íà ðóáëåâûå, òðåõðóáëåâûå è ïÿòèðóáëåâûå
ìîíåòû òàê, ÷òîáû ïîëó÷èòü âñåãî 10 ìîíåò?

13. Îäèí ìàñòåð äåëàåò íà äëèííîé ëåíòå ïîìåòêè ñèíèì êàðàíäàøîì îò åå
íà÷àëà ÷åðåç êàæäûå 36 ñì, äðóãîé � êðàñíûì êàðàíäàøîì ÷åðåç êàæäûå 25 ñì.
Ìîæåò ëè ñèíÿÿ ïîìåòêà îêàçàòüñÿ íà ðàññòîÿíèè 1 ñì îò êàêîé-íèáóäü êðàñíîé?

14. Ïðî íåêîòîðîþ ôèãóðó íà ïëîñêîñòè èçâåñòíî, ÷òî ïðè ïîâîðîòå âîêðóã
òî÷êè 0 íà óãîë 48o îíà ïåðåõîäèò â ñåáÿ. Ìîæíî ëè óòâåðæäàòü, ÷òî îíà ïåðåõîäèò
â ñåáÿ ïðè ïîâîðîòå âîêðóã òî÷êè 0 íà óãîë a) 90o; b) 72o?

15. Ñòà àáèòóðèåíòàì ðîçäàëè 480 ëèñòîâ áóìàãè, ïðè÷åì êàæäîìó þíîøå äàëè
íà 2 ëèñòà ìåíüøå, ÷åì äåâóøêå. Ñêîëüêî áûëî äåâóøåê è þíîøåé?

16. Íàéòè âñå ÷èñëà, íà êîòîðûå ìîæåò áûòü ñîêðàòèìà äðîáü

5l + 6

8l + 7
, l ∈ Z

Ïðè êàêèõ çíà÷åíèÿõ l äðîáü ìîæåò áûòü ñîêðàòèìà?
17. Çàäà÷à Ëåîíàðäî Ôèáîíà÷÷è (XII â.).
Íåêòî êóïèë 30 ïòèö çà 30 ìîíåò. Çà êàæäûå 3 âîðîáüÿ ïëàòèë 1 ìîíåòó, çà

êàæäûå 2 ñíåãèðÿ � 1 ìîíåòó, çà êàæäîãî ãîëóáÿ � 2 ìîíåòû. Ñêîëüêî áûëî ïòèö
êàæäîãî âèäà?

18. Ðåøèòü ñëåäóþùèå ñèñòåìû ñðàâíåíèé:

1)

{
x ≡ 2 (5)
x ≡ 8 (11)

2)

{
4x ≡ 3 (7)
5x ≡ 4 (6)

3)


17x ≡ 7 (2)
2x ≡ 1 (3)
2x ≡ 2 (5)
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4)


3x ≡ 5 (7)
2x ≡ 3 (5)
3x ≡ 3 (9)

5)


5x ≡ 2 (3)
x ≡ 3 (2)
x ≡ −1 (6)

6)


x ≡ a (7)
x ≡ b (5)
x ≡ c (3)

19. Íàéòè âñå íàòóðàëüíûå ÷èñëà, äàþùèå ïðè äåëåíèè íà 2, íà 3 è íà 4 â
îñòàòêå 1 è äåëÿùèåñÿ íà 5 áåç îñòàòêà.

20. Íàéòè âñå öåëûå ÷èñëà, êîòîðûå ïðè äåëåíèè íà 2, íà 3, íà 4, íà 5, íà 6 è
íà 7 äàþò ñîîòâåòñòâåííî îñòàòêè 1, 2, 3, 4, 5 è 0.

21. Ìåæäó 200 è 500 íàéòè âñå öåëûå ÷èñëà, êîòîðûå ïðè äåëåíèè íà 4, 5 è 7
äàþò ñîîòâåòñòâåííî îñòàòêè 3, 4 è 5.

22. (Ñòàðèííàÿ ôðàíöóçñêàÿ çàäà÷à)
Æåíùèíà íåñëà íà ðûíîê êîðçèíó ÿèö. Ïðîõîæèé íå÷àÿííî òîëêíóë è ðàçáèë

ÿéöà. Æåëàÿ âîçìåñòèòü óùåðá, îí ñïðîñèë, ñêîëüêî áûëî ÿèö. � Òî÷íî íå ïîìíþ.
Êîãäà ÿ âûíèìàëà èç êîðçèíû ïî 2, 3, 4, 5, 6 ÿèö, â êîðçèíå îñòàâàëîñü îäíî ÿéöî,
à êîãäà âûíèìàëà ïî 7 � íè÷åãî íå îñòàâàëîñü. Ñêîëüêî áûëî ÿèö?

23. Ïåðåä íîâûì ãîäîì ïðîôêîì ãîòîâèë ïîäàðêè äëÿ äåòåé. Êîãäà ñòàëè ðàñ-
êëàäûâàòü ìàíäàðèíû â ïàêåòû ïî 10 øòóê � îñòàëîñü 9, ñòàëè ðàñêëàäûâàòü ïî
9 � îñòàëîñü 8, ïî 8 � îñòàëîñü 7, ïî 7 � îñòàëîñü 6, ïî 6 � îñòàëîñü 5, ïî 5 �
îñòàëîñü 4, ïî 4 � îñòàëîñü 3, ïî 3 � îñòàëîñü 2, ïî 2 � îñòàëîñü 1. Ñêîëüêî áûëî
ìàíäàðèíîâ?
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8. Êâàäðàòè÷íûå âû÷åòû

×èñëî a, âçàèìíî ïðîñòîå ñ p, ãäå p � ïðîñòîå íå÷åòíîå ÷èñëî, íàçûâàåòñÿ
êâàäðàòè÷íûì âû÷åòîì ïî ìîäóëþ p, åñëè ñðàâíåíèå x2 ≡ a(p) èìååò ðåøåíèå.
Â ïðîòèâíîì ñëó÷àå a íàçûâàåòñÿ êâàäðàòè÷íûì íåâû÷åòîì ïî ìîäóëþ p. Äëÿ
îïðåäåëåíèÿ, ÿâëÿåòñÿ ëè a êâàäðàòè÷íûì âû÷åòîì ïî ìîäóëþ p, ñëóæèò ñèìâîë
Ëåæàíäðà

(
a

p

)
=


1, åñëè a êâàäðàòè÷íûé âû÷åò ïî ìîäóëþ p;

−1, åñëè a êâàäðàòè÷íûé íåâû÷åò ïî ìîäóëþ p;

0, åñëè p äåëèò a.

Òàêèì îáðàçîì, ñ ïîìîùüþ ñèìâîëà Ëåæàíäðà ëåãêî âûÿñíèòü, ñêîëüêî ðåøåíèé

èìååò ñðàâíåíèå x2 ≡ a(p), ãäå p 6= 2: åñëè

(
a

p

)
= 1, òî ñðàâíåíèå x2 ≡ a(p)

èìååò äâà ðåøåíèÿ: x ≡ ±x0 (p); åñëè

(
a

p

)
= −1, òî ñðàâíåíèå x2 ≡ a(p) íå èìååò

ðåøåíèé; åñëè

(
a

p

)
= 0, òî ñðàâíåíèå x2 ≡ a(p) èìååò îäíî ðåøåíèå: x ≡ 0 (p).

Ñèììâîë Ëåæàíäðà îáëàäàåò ñëåäóþùèìè ñâîéñòâàìè:

1) a ≡ a1(p)⇒

(
a

p

)
=

(
a1

p

)
;

2)

(
ab

p

)
=

(
a

p

)(
b

p

)
;

3)

(
b2

p

)
= 1;

4)

(
− 1

p

)
= (−1)

p−1
2 ,

(
1

p

)
= 1;

5)

(
2

p

)
= (−1)

p2−1
8 ;

6)

(
p

q

)
= (−1)

p−1
2
· q−1

2

(
q

p

)
,

7)

(
a

p

)
≡ a

p−1
2 (p) (Êðèòåðèé Ýéëåðà),

ãäå p � ïðîñòîå íå÷åòíîå ÷èñëî. Ñâîéñòâî (6) íàçûâàåòñÿ êâàäðàòè÷íûì çàêîíîì
âçàèìíîñòè. Ïåðå÷èñëåííûå ñâîéñòâà ïîçâîëÿþò ëåãêî âû÷èñëèòü ñèìâîë Ëåæàíä-
ðà (ñì. ïðèìåð 1).
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Ïóñòü b� íå÷åòíîå ïîëîæèòåëüíîå öåëîå ÷èñëî è a� ïðîèçâîëüíîå öåëîå ÷èñëî.
Ïóñòü b = p1p2 . . . pm, ãäå pi � (íå îáÿçàòåëüíî ðàçëè÷íûå) ïðîñòûå ÷èñëà. Ñèìâîë(
a

b

)
, îïðåäåë¼ííûé ôîðìóëîé

(
a

b

)
=

(
a

p1

)(
a

p2

)
. . .

(
a

pm

)
,

íàçûâàåòñÿ ñèìâîëîì ßêîáè.
Ñâîéñòâà ñèìâîëà ßêîáè î÷åíü áëèçêè ê ñâîéñòâàì ñèìâîëà Ëåæàíäðà, êîòîðûé

îí îáîáùàåò. Áóäåò ïîëåçíî, îäíàêî, ñäåëàòü îäíî ïðåäóïðåæäåíèå. Ñèìâîë

(
a

b

)
ìîæåò áûòü ðàâíûì 1 è òîãäà, êîãäà a íå ÿâëÿåòñÿ êâàäðàòè÷íûì âû÷åòîì ïî

ìîäóëþ b. Íàïðèìåð,

(
2

15

)
=

(
2

3

)(
2

5

)
= (−1) · (−1) = 1, íî 2 íå ÿâëÿåòñÿ

êâàäðàòè÷íûì âû÷åòîì ïî ìîäóëþ 15. Âåðíî, îäíàêî, ÷òî åñëè

(
a

b

)
= −1, òî a íå

áóäåò êâàäðàòè÷íûì âû÷åòîì ïî ìîäóëþ b. Òàêèì îáðàçîì, ñ ïîìîùüþ ñèìâîëà
ßêîáè ìîæíî ïîëó÷èòü ïîäòâåðæäåíèå íåðàçðåøèìîñòè ñðàâíåíèÿ x2 ≡ a(n): åñëè(
a

n

)
= −1, òî ñðàâíåíèå x2 ≡ a(n) íå èìååò ðåøåíèé.

Ñâîéñòâà ñèìâîëà ßêîáè:

1)

(
a1

b

)
=

(
a2

b

)
, åñëè a1 ≡ a2(b);

2)

(
a1a2

b

)
=

(
a1

b

)(
a2

b

)
;

3)

(
a

b1b2

)
=

(
a

b1

)(
a

b2

)
.

Ïðèìåðû ðåøåíèÿ çàäà÷

1. Âû÷èñëèòü

(
37

67

)
.

Ðåøåíèå. Ïî ñâîéñòâó 6)(
37

67

)
= (−1)

37−1
2
· 67−1

2

(
67

37

)
=

(
67

37

)
.
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Ïîñêîëüêó 67 ≡ 30(37), òî ïî ñâîéñòâó 1) èìååì

(
67

37

)
=

(
30

37

)
. Äàëåå, ïðèìåíèâ

ñâîéñòâî 2), ïîëó÷èì (
30

37

)
≡

(
2

37

)
·

(
3

37

)
·

(
5

37

)
.

Îòêóäà ïî ñâîéñòâó 5):

(
2

37

)
= (−1)

372−1
8 = −1. Òåïåðü ïî ñâîéñòâó 6):

(
3

37

)
= (−1)

3−1
2
· 37−1

2

(
37

3

)
=

(
37

3

)
=

(
1

3

)
= 1;

(
5

37

)
= (−1)

5−1
2
· 37−1

2

(
37

5

)
=

(
37

5

)
=

(
2

5

)
= (−1)

52−1
8 = −1.

Èòàê,

(
37

67

)
= (−1) · 1 · (−1) = 1.

2. Âû÷èñëèòü

(
37

67

)
ïðè ïîìîùè ñèìâîëà ßêîáè.

Ðåøåíèå. Èìååì(
37

67

)
=

(
67

37

)
=

(
30

37

)
=

(
2

37

)
·

(
15

37

)
= −

(
15

37

)
= −(−1)

37−1
2
· 15−1

2

(
37

15

)
=

= −

(
37

15

)
= −

(
7

15

)
= −(−1)

15−1
2
· 7−1

2

(
15

7

)
=

(
15

7

)
=

(
1

7

)
= 1.

3. Äîêàæèòå, ÷òî ñðàâíåíèå ax2 + bx + c ≡ 0 (p), p 6= 2, (a, p) = 1, èìååò äâà

ðåøåíèÿ, åñëè

(
D

p

)
= 1; îäíî ðåøåíèå, åñëè

(
D

p

)
= 0; íå èìååò ðåøåíèé, åñëè(

D

p

)
= −1, ãäå D = b2 − 4ac.

Ðåøåíèå. Òàê êàê p � íå÷åòíî, òî ìîæíî ïðîâåñòè ðÿä ðàâíîñèëüíûõ ïðåîáðà-
çîâàíèé: ax2 + bx+ c ≡ 0 (p)⇔ 4a2x2 + 4abx+ 4ac ≡ 0 (p)⇔ (2ax+ b)2 − b2 + 4ac ≡
0 (p)⇔ (2ax+ b)2 ≡ b2− 4ac (p). Â èòîãå ñðàâíåíèå ax2 + bx+ c ≡ 0 (p) ðàâíîñèëüíî
ñðàâíåíèþ y2 ≡ b2− 4ac (p), èëè, ÷òî òî æå, ñðàâíåíèþ y2 ≡ D (p). Òàêèì îáðàçîì,

åñëè

(
D

p

)
= 1, òî ñðàâíåíèå y2 ≡ D (p) èìååò äâà ðåøåíèÿ, è èì ñîîòâåòñòâó-

þò äâà ðåøåíèÿ ñðàâíåíèÿ ax2 + bx + c ≡ 0 (p); åñëè

(
D

p

)
= −1, òî ñðàâíåíèå
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y2 ≡ D (p) íå èìååò ðåøåíèé, è ðàâíîñèëüíîå åìó ñðàâíåíèå ax2 + bx + c ≡ 0 (p)

òàêæå íåðàçðåøèìî; íàêîíåö, åñëè

(
D

p

)
= 0, òî ñðàâíåíèå y2 ≡ D (p) èìååò åäèí-

ñòâåííîå íóëåâîå ðåøåíèå è åìó ñîîòâåòñòâóåò åäèíñòâåííîå ðåøåíèå ñðàâíåíèÿ
ax2 + bx+ c ≡ 0 (p).

4. Äëÿ êàêèõ ïðîñòûõ ð ÷èñëî 5 ÿâëÿåòñÿ êâàäðàòè÷íûì íåâû÷åòîì?
Ðåøåíèå. Î÷åâèäíî, ÷òî p 6= 2 è p 6= 5. Äàëåå, äëÿ p 6= 2, 5 èìååò ìåñòî ñîîò-

íîøåíèå

(
5

p

)
=

(
p

5

)
. Åñëè p ≡ 1 (5), òî

(
p

5

)
=

(
1

5

)
= 1. Åñëè p ≡ −1 (5), òî(

p

5

)
=

(
− 1

5

)
= 1. Åñëè p ≡ 2 (5), òî

(
p

5

)
=

(
2

5

)
= −1. Åñëè p ≡ −2 (5), òî(

p

5

)
=

(
− 2

5

)
=

(
− 1

5

)(
2

5

)
= 1 · (−1) = −1. Òàêèì îáðàçîì,

(
p

5

)
= −1 è,

ñëåäîâàòåëüíî, 5 ÿâëÿåòñÿ êâàäðàòè÷íûì íåâû÷åòîì ïî ìîäóëþ ð, äëÿ íå÷åòíûõ
ïðîñòûõ p ≡ ±2 (5), òî åñòü äëÿ p = {3, 7, 13, 17, 23, 37, 43, 47, . . .}.

Óïðàæíåíèÿ

1. Ïðèâåñòè ïðèìåðû, êîãäà ñèìâîë ßêîáè

(
a

m

)
= 1, íî ñðàâíåíèå x2 ≡ a(m)

íå èìååò ðåøåíèé.
2. Âû÷èñëèòü ñèìâîë Ëåæàíäðà

1)

(
13

7

)
, 2)

(
22

13

)
, 3)

(
426

491

)
4)

(
− 125

47

)
.

3. Ïðè ïîìîùè ñèìâîëà Ëåæàíäðà âûÿñíèòü, êàêèå èç ñëåäóþùèõ ñðàâíåíèé
ðàçðåøèìû:

1)x2 ≡ 5 (19); 2)x2 ≡ 5 (29); 3)x2 ≡ 2 (97); 4)x2 ≡ 241 (587);

5)x2 ≡ 151 (587); 6)x2 ≡ 903 (2111); 7)x2 ≡ 219 (383); 8)x2 ≡ 7 (1964).

4. Äîêàçàòü, ÷òî ïðîèçâåäåíèå äâóõ ïîñëåäîâàòåëüíûõ íàòóðàëüíûõ ÷èñåë ïðè
äåëåíèè íà 13 íå ìîæåò äàâàòü â îñòàòêå 1.

5. Äîêàçàòü, ÷òî ñëåäóþùèå ñðàâíåíèÿ ðàçðåøèìû ïðè ëþáîì ïðîñòîì p > 2:
1) (x2 − 13)(x2 − 17)(x2 − 221) ≡ 0 (p);
2) (x2 − 3)(x2 − 5)(x2 − 7)(x2 − 11)(x2 − 1155) ≡ 0 (p).
6. Ðåøèòå ñðàâíåíèå x2 − 6x+ 7 ≡ 0 (31).
7. Óêàæèòå ÷èñëî ðåøåíèé ñðàâíåíèé:
1) 2x2 + 7x+ 5 ≡ 0 (37); 2) 3x2 + 5x+ 7 ≡ 0 (87);
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3) 2x2 − 3x+ 4 ≡ 0 (151); 4)168x2 + 169x+ 84 ≡ 0 (503).
8. Äëÿ êàêèõ ïðîñòûõ ð ÷èñëî 3 ÿâëÿåòñÿ êâàäðàòè÷íûì íåâû÷åòîì?
9. Äëÿ êàêèõ ïðîñòûõ ð ÷èñëî 7 ÿâëÿåòñÿ êâàäðàòè÷íûì íåâû÷åòîì?
10. Åñëè ïðîñòîå ÷èñëî p = 4k + 3, òî èç ÷èñåë a è −a îäíî ÿâëÿåòñÿ êâàäðà-

òè÷íûì âû÷åòîì, à äðóãîå � íåâû÷åòîì ïî ìîäóëþ p; åñëè æå p = 4k + 1, òî ëèáî
a è −a � îáà êâàäðàòè÷íûå âû÷åòû, ëèáî îáà íåâû÷åòû.
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9. Ïåðâîîáðàçíûå êîðíè è èíäåêñû. Ðåøåíèå ñòåïåííûõ

ñðàâíåíèé

Ïóñòü Zn � êîëüöî âû÷åòîâ ïî ìîäóëþ n, U(Zn) � ãðóïïà îáðàòèìûõ ýëåìåíòîâ
êîëüöà Zn.

Òåîðåìà 9.1. Ýëåìåíò a ∈ Zn îáðàòèì òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà (a, n) = 1. Â
Zn èìååòñÿ â òî÷íîñòè ϕ(n) îáðàòèìûõ ýëåìåíòîâ. Êîëüöî Zn ÿâëÿåòñÿ ïîëåì
â òîì è òîëüêî òîì ñëó÷àå, êîãäà n � ïðîñòîå ÷èñëî.

Ñëåäñòâèå 9.1 (Òåîðåìà Ýéëåðà). Åñëè (a, n) = 1, òî aϕ(n) ≡ 1 (n).

Èç êèòàéñêîé òåîðåìû îá îñòàòêàõ, ïðèìåíèòåëüíî ê òåîðèè êîëåö ñëåäóåò

Òåîðåìà 9.2.

U(Zn) ∼= U(Zpα11
)× . . .× U(Zpαmm ),

ãäå n = pα1
1 . . . pαmm .

Ñëåäîâàòåëüíî, äëÿ îïðåäåëåíèÿ ñòðóêòóðû ãðóïïû U(Zn) äîñòàòî÷íî ðàññìîò-
ðåòü ñëó÷àé U(Zpα), ãäå p � ïðîñòîå ÷èñëî.

Òåîðåìà 9.3. Åñëè p � íå÷åòíîå ïðîñòîå ÷èñëî è n ∈ Z+, òî U(Zpn) � öèêëè-
÷åñêàÿ ãðóïïà. Ãðóïïà U(Z2n) äëÿ n > 2 ÿâëÿåòñÿ ïðÿìûì ïðîèçâåäåíèåì äâóõ
öèêëè÷åñêèõ ãðóïï, îäíîé ïîðÿäêà 2, äðóãîé ïîðÿäêà 2m−2.

Ïóñòü a, n ∈ Z. ×èñëî a íàçûâàåòñÿ ïåðâîîáðàçíûì êîðíåì ïî ìîäóëþ n, åñëè
êëàññ âû÷åòîâ a ïî ìîäóëþ n ïîðîæäàåò ãðóïïó U(Zn). Ýòî ýêâèâàëåíòíî òðåáî-
âàíèþ, ÷òîáû a è n áûëè âçàèìíî ïðîñòû è ÷òîáû ϕ(n) áûëî íàèìåíüøèì ïîëî-
æèòåëüíûì öåëûì ÷èñëîì, äëÿ êîòîðîãî aϕ(n) ≡ 1 (n).

Èç òåîðåì 9.2 è 9.3 ïîëó÷àåòñÿ ðÿä ñëåäñòâèé.

Ñëåäñòâèå 9.2. ×èñëî n îáëàäàåò ïåðâîîáðàçíûìè êîðíÿìè â òî÷íîñòè òîãäà,
êîãäà îíî èìååò âèä 2, 4, pα èëè 2pα, ãäå p � íå÷åòíîå ïðîñòîå ÷èñëî.

Ñëåäñòâèå 9.3. Ïóñòü a ÿâëÿåòñÿ ïåðâîîáðàçíûì êîðíåì ïî ìîäóëþ n. Òîãäà
{1, a, a2, . . . , aϕ(n)−1} � ïðèâåäåííàÿ ñèñòåìà âû÷åòîâ ïî ìîäóëþ n.

Ñëåäñòâèå 9.4. Åñëè a � ïåðâîîáðàçíûé êîðåíü ïî ìîäóëþ n, òî

am1 ≡ am2 ⇔ m1 ≡ m2 (ϕ(n)).

Ïóñòü a � ïåðâîîáðàçíûé êîðåíü ïî ìîäóëþ n è (b, n) = 1. Ïî ñëåäñòâèþ 9.3
ñóùåñòâóåò òàêîå s ∈ {0, 1, 2, . . . , ϕ(n) − 1}, ÷òî as ≡ b (n). Ïî ñëåäñòâèþ 9.4 ýòî
÷èñëî s åäèíñòâåííî. Îíî íàçûâàåòñÿ èíäåêñîì b ïî îñíîâàíèþ a è îáîçíà÷àåòñÿ
indnab. Òàì ãäå ýòî íå âåäåò ê íåäîðàçóìåíèÿì, ñèìâîëû a è n â ýòîì îáîçíà÷åíèè
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îïóñêàþòñÿ. Äëÿ ñðàâíèòåëüíî íåáîëüøèõ n âèäà pα ñîñòàâëåíû òàáëèöû èíäåêñîâ,
êîòîðûå ìîæíî íàéòè â ó÷åáíèêàõ.

Êàê âèäíî èç îïðåäåëåíèÿ, èíäåêñû ÿâëÿþòñÿ àíàëîãàìè ëîãàðèôìîâ. Èõ ñâîé-
ñòâà òàêæå àíàëîãè÷íû ñâîéñòâàì ëîãàðèôìîâ:

1) Åñëè a ≡ b (n), òî ind a ≡ ind b (ϕ(n));
2) ind (bc) ≡ ind b+ ind c (ϕ(n));
3) ind bm ≡ m · ind b (ϕ(n)).
Ýòà òåîðåìà øèðîêî èñïîëüçóåòñÿ ïðè ðåøåíèè ñòåïåííûõ è ïîêàçàòåëüíûõ

ñðàâíåíèé, â òîì ÷èñëå ñðàâíåíèÿ âèäà xn ≡ b (m), ãäå m � ïðîèçâîëüíîå íå÷åòíîå
÷èñëî (íå îáÿçàòåëüíî èìåþùåå âèä pα). Ðåøåíèå òàêèõ ñðàâíåíèé îñíîâàíî íà
ñëåäóþùåé òåîðåìå.

Òåîðåìà 9.4. Ïóñòü m1,m2, . . . ,mk � ïîïàðíî âçàèìíî ïðîñòûå ÷èñëà, m = m1 ·
m2 · . . . ·mk, F (x) � ìíîãî÷ëåí ñ öåëûìè êîýôôèöèåíòàìè. Ïóñòü x1, x2, . . . , xk �
ðåøåíèÿ ñðàâíåíèé

F (x) ≡ 0 (m1), F (x) ≡ 0 (m2), . . . , F (x) ≡ 0 (mk)

ñîîòâåòñòâåííî, y � ðåøåíèå ñèñòåìû ñðàâíåíèé
y ≡ x1(m1)

y ≡ x2(m2)

−−−−−
y ≡ xk(mk)

(òàêîå ðåøåíèå ñóùåñòâóåò â ñèëó êèòàéñêîé òåîðåìû îá îñòàòêàõ). Òîãäà y �
ðåøåíèå ñðàâíåíèÿ

F (x) ≡ 0 (m) (1)

è âñÿêîå ðåøåíèå ñðàâíåíèÿ (1) ïîëó÷àåòñÿ òàêèì îáðàçîì.

Ïðèìåðû ðåøåíèÿ çàäà÷

1. Ñîñòàâèòü òàáëèöû èíäåêñîâ ïî ìîäóëþ 3, ïî ìîäóëþ 9, ïî ìîäóëþ 5, ïî
ìîäóëþ 25.

Ðåøåíèå.
1) Ïóñòü n = 3, òîãäà ϕ(3) = 2. Î÷åâèäíî, ÷òî 2 � ïåðâîîáðàçíûé êîðåíü ïî

ìîäóëþ 3:
20 ≡ 1 (3), 21 ≡ 2(3), ò.å. ind321 = 0, ind322 = 1.

Â âåðõíåé ñòðîêå òàáëèöû âûïèñûâàþòñÿ âñå ÷èñëà âçàèìíî ïðîñòûå ñ ìîäóëåì, â
íèæíåé � èõ èíäåêñû

(n = 3, a = 2)
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b 1 2
ind b 0 1

2) Ïóñòü n = 9, òîãäà ϕ(9) = 6. Èìååì

20 ≡ 1 (9), 21 ≡ 2 (9), 22 ≡ 4 (9), 23 ≡ 8 (9), 24 ≡ 7 (9), 25 ≡ 5 (9),

ò.å. ïðè 1 ≤ k < ϕ(9) 2k 6≡ 1 (9) Òàêèì îáðàçîì, 2 � ïåðâîîáðàçíûé êîðåíü ïî
ìîäóëþ 9.

(n = 9, a = 2)

b 1 2 4 5 7 8
ind b 0 1 2 5 4 3

3) Ïóñòü n = 5, òîãäà ϕ(5) = 4.

20 ≡ 1 (5), 21 ≡ 2 (5), 22 ≡ 4 (5), 23 ≡ 3 (5).

Ñëåäîâàòåëüíî, 2 � ïåðâîîáðàçíûé êîðåíü ïî ìîäóëþ 5.

(n = 5, a = 2)

b 1 2 3 4
ind b 0 1 3 2

4) Ïóñòü n = 25, òîãäà ϕ(25) = 20. Èìååì 20 ≡ 1 (25), 21 ≡ 2 (25), 22 ≡ 4 (25),
23 ≡ 8 (25), 24 ≡ 16 (25), 25 ≡ 7 (25), 26 ≡ 14 (25),
27 ≡ 3 (25), 28 ≡ 6 (25), 29 ≡ 12 (25), 210 ≡ −1 (25), 211 ≡ −2 (25),
212 ≡ −4 (25), 213 ≡ −8 (25), 214 ≡ 9 (25), 215 ≡ 18 (25), 216 ≡ 11 (25), 217 ≡
22 (25), 218 ≡ 19 (25), 219 ≡ 13 (25).

Ñëåäîâàòåëüíî, 2 � ïåðâîîáðàçíûé êîðåíü ïî ìîäóëþ 25.
Òàáëèöà èíäåêñîâ èìååò âèä

(n = 25, a = 2)

b 1 2 3 4 6 7 8 9 11 12 13 14 16
ind b 0 1 7 2 8 5 3 14 16 9 19 6 4

17 18 19 21 22 23 24
13 15 18 12 17 11 10

2. Ðåøèòü ñðàâíåíèå 3x5 ≡ 4 (25).
Ðåøåíèå. Ïåðåõîäèì ê èíäåêñàì: ind (3x5) = ind 4. Ïî ñâîéñòâàì èíäåêñîâ

ind 3 + 5 · ind x ≡ ind 4 (20).
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Îáîçíà÷èì ind x = y, ind 3 è ind 4 íàéäåì ïî òàáëèöå èç ïðåäûäóùåãî ïðèìåðà:
ind 3 = 7, ind 4 = 2. Ïîëó÷àåì ñðàâíåíèå 7 + 5y ≡ 2 (20) èëè 5y ≡ 15 (20). Îòñþäà
y ≡ 3 (4), ò.å.

y ≡ 3 (20), y ≡ 7 (20), y ≡ 11 (20), y ≡ 15 (20), y ≡ 19 (20).

Òîãäà
ind x = 3, ind x = 7, ind x = 11, ind x = 15, ind x = 19.

Èç òàáëèöû èíäåêñîâ íàõîäèì

x ≡ 8 (25), x ≡ 3 (25), x ≡ 23 (25), x ≡ 18 (25), x ≡ 13 (25).

3. Ðåøèòü ñðàâíåíèå 3x ≡ 12 (25).
Ðåøåíèå. Ïåðåõîäÿ ê èíäåêñàì, ïîëó÷àåì

x · ind 3 ≡ ind 12 (20) ⇒ 7x ≡ 9 (20) ⇒ x ≡ 7 (20).

Îòìåòèì, ÷òî åñëè ïîëó÷åííîå äëÿ èíäåêñîâ ñðàâíåíèå íå èìååò ðåøåíèÿ, òî íå
èìååò ðåøåíèÿ è èñõîäíîå ñðàâíåíèå.

4. Ðåøèòü ñðàâíåíèå x3 ≡ 8 (225).
Ðåøåíèå. Èìååì 225 = 32 · 52. Ïîýòîìó ðàññìîòðèì ñíà÷àëà ñëåäóþùèå ñðàâíå-

íèÿ:
x3 ≡ 8 (9), x3 ≡ 8 (25)

a)
x3 ≡ 8 (9) ⇒ 3 · ind x ≡ ind 8 (6), ind x = z,⇒ 3z ≡ 3 (6), ⇒ z ≡ 1 (2),

ò.å. z = 1, z = 3, z = 5 è x ≡ 2 (9), x ≡ 8 (9), x ≡ 5 (9).
b)

x3 ≡ 8 (25) ⇒ 3 · ind x ≡ ind 8 (20), ind x = 1,⇒ x ≡ 2 (25).

Òåïåðü, ââèäó òåîðåìû 9.4, íóæíî ðàññìîòðåòü òðè ñëåäóþùèå ñèñòåìû ñðàâíåíèé:

1)

{
x ≡ 2(9)
x ≡ 2(25)

2)

{
x ≡ 8(9)
x ≡ 2(25)

3)

{
x ≡ 5(9)
x ≡ 2(25)

Ðåøàÿ ýòè ñèñòåìû ïðè ïîìîùè êèòàéñêîé òåîðåìû îá îñòàòêàõ, ïîëó÷àåì ñëå-
äóþùèå ðåøåíèÿ èñõîäíîãî ñðàâíåíèÿ:

x ≡ 2(225), x ≡ 152(225), x ≡ 77(225).

5. Íàéòè îñòàòîê îò äåëåíèÿ 19851985 íà 9.
Ðåøåíèå. Ïóñòü x ≡ 19851985 (9), òîãäà

x ≡ 51985 (9) ⇒ ind x ≡ 1985 · ind 5 (6) ⇒

⇒ ind x ≡ −ind 5 (6) ⇒ ind x ≡ −5 (6),

ò.å. ind x ≡ 1 (6), x ≡ 2 (9). Òàêèì îáðàçîì, îñòàòîê îò äåëåíèÿ 19851985 íà 9 ðàâåí
2.
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Óïðàæíåíèÿ

1. Íàéòè ïåðâîîáðàçíûå êîðíè è ñîñòàâèòü òàáëèöû èíäåêñîâ ïî ìîäóëÿì 7, 11,
13, 49.

2. Äîêàæèòå, ÷òî ïåðâîîáðàçíûõ êîðíåé ïî ìîäóëþ 12 íå ñóùåñòâóåò.
3. Ïóñòü G � ìóëüòèïëèêàòèâíàÿ ãðóïïà êëàññîâ âû÷åòîâ, âçàèìíî ïðîñòûõ ñ

ïðîñòûì ÷èñëîì p, è C � àääèòèâíàÿ ãðóïïà êëàññîâ âû÷åòîâ ïî ìîäóëþ p − 1.
Ïîêàæèòå, ÷òî îòîáðàæåíèå amod p → ind amod (p − 1) ÿâëÿåòñÿ èçîìîðôèçìîì
ãðóïïû G íà ãðóïïó C.

4. Ïîëüçóÿñü òàáëèöàìè èíäåêñîâ, íàéäèòå
à) ïîðÿäîê 7 ïî ìîäóëþ 29;
á) ïîðÿäîê 13 ïî ìîäóëþ 47;
â) ïîðÿäîê 18 ïî ìîäóëþ 41.
(Óêàçàíèå. Âñïîìíèòå ôîðìóëó ord gk = ord g

(k,ord g)
äëÿ âû÷èñëåíèÿ ïîðÿäêà ýëå-

ìåíòà â ãðóïïå).
5. Äîêàçàòü, ÷òî ïðîèçâåäåíèå äâóõ ïåðâîîáðàçíûõ êîðíåé ìîäóëÿ p > 2 íå

ìîæåò áûòü ïåðâîîáðàçíûì êîðíåì ýòîãî ìîäóëÿ.
6. Ìîæíî ëè íàïèñàòü 12 ÷èñåë 1, 2, 3, .... , 12 ïî îêðóæíîñòè òàê, ÷òîáû äëÿ

ëþáûõ òðåõ ÷èñåë a, b, c, ñòîÿùèõ ïîäðÿä, ÷èñëî b2 − ac äåëèëîñü íà 13?
7. Ðåøèòü ñëåäóþùèå ñðàâíåíèÿ:

1) 3x12 ≡ 4 (5); 2)x2 ≡ 3 (11); 3) 13x21 ≡ 5 (9);

4) 3x5 ≡ 7 (25); 5)x5 ≡ 25 (13); 6) 3x15 ≡ 4 (25);

7)x5 ≡ 20 (7); 8)x6 ≡ 9 (11); 9) 3x8 ≡ 5 (13);

8. Ðåøèòü ñëåäóþùèå ñðàâíåíèÿ:

1) 4x ≡ 1 (3); 2) 5x ≡ 1 (9); 3) 3x ≡ 1 (25);

4) 6x ≡ 1 (49); 5) 213x ≡ 215 (29); 6) 13x ≡ 5 (11).

9. Ðåøèòü ñðàâíåíèÿ:

1)x13 ≡ 47 (105); 2)x4 ≡ 7 (225); 3) 2x6 ≡ 5 (13).

10. Íàéòè îñòàòîê îò äåëåíèÿ:

1010 íà 13; 17852 íà 11; 19671968 íà 11; 2816 íà 5.
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