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Введение 

 

 

Данное учебно-методическое пособие предназначено для студентов 

очной формы обучения, изучающих математику по учебной программе 

дисциплины «Математический анализ», составленной в соответствии с 

требованиями ФГОС ВО с учетом рекомендаций и ОПОП ВО по направлению 

«Бизнес-информатика». Пособие направлено на формирование компетенции 

ПК-18 «Способность использовать соответствующий математический аппарат и 

инструментальные средства для обработки, анализа и систематизации 

информации по теме исследования». 

В учебном пособии рассматриваются приемы и методы интегрирования и 

содержатся основные теоретические сведения: понятия, определения и 

теоремы, необходимые для вычисления интегралов. В данном пособии имеется 

достаточное количество как разобранных примеров, так и примеров для 

самостоятельного решения. Завершают материал задания для контрольных 

работ по теме «Интегралы».  
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1. Справочные сведения 

 

1.1.Первообразная и неопределенный интеграл. 

 

Одной из основных задач дифференциального исчисления является 

нахождение производной или дифференциала от заданной функции 

 
   

)(lim 00

0
0 xf

x

xFxxF
xF

x







  
или .)()()( dxxfdxxFxdF   

В интегральном исчислении основной является обратная задача – отыскание 

функции )(xF по заданной еѐ производной )(xf или дифференциалу dxxf )( . То 

есть, для данной функции )(xf надо найти такую функцию )(xF , что

)()( xfxF  или .)()( dxxfxdF   

Определение 1. Пусть в некотором промежутке X задана функция )(xf . 

Функция )(xF , производная которой во всех точках промежутка X равна )(xf , 

то есть )()( xfxF  (или, что то же самое, dxxfxdF )()(  ), называется 

первообразной по отношению к )(xf  на промежутке X. 

 Примеры: 

1) для функции xxf 2)(  первообразной является функция
2)( xxF  ; 

2) для функции xxf cos)(  первообразной является функция xxF sin)(  .

 Однако функция 3)( 2  xxF также будет первообразной для функции

xxf 2)(  , а 100sin)(  xxF  будет первообразной для xxf cos)(  . 

В связи с этими рассуждениями возникают следующие вопросы: 

1) всегда ли можно найти первообразную; 2) сколько их; 3) как их находить? 

Ответ на первый вопрос дает 

 Теорема. Всякая непрерывная на промежутке X функция )(xf имеет 

первообразную. 

Эта теорема доказана, например, в книге [8]. 

На второй вопрос отвечает 

Лемма (основная лемма интегрального исчисления). 1) Если )(xF есть какая-то 

первообразная для функции )(xf на промежутке X , то при любой постоянной 

C  все функции CxF )(  также являются первообразными, причем 

2) любая другая первообразная той же функции )(xФ отличается от )(xF на 

некоторую постоянную C , то есть CxFxФ  )()( . 

 

Доказательство. 
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1) Так как )()( xfxF  , то )()())(( xfCxFСxF  . 

2) пусть )(xФ тоже является первообразной для )(xf , то есть ).()( xfxФ 

Имеем: 

.0)()()()())()((  xfxfxFxФxFxФ
 

Следовательно constCxFxФ  )()(( , так что CxFxФ  )()( . 

Определение 2.Выражение CxF )( , constC  , содержащее все функции, 

производные которых совпадают с )(xf на промежутке X , называется 

неопределенным интегралом от функции )(xf на промежутке X  и 

обозначается символом .)( dxxf  

Таким образом, по определению CxFdxxf  )()( , где ( ) ( )F x f x  , 

.constCXx   
При этом )(xf называется подынтегральной функцией, dxxf )(

подынтегральным выражением, x  – переменной интегрирования, символ – 

знаком интеграла.  

Подчеркнем, что неопределенный интеграл - это не функция, а множество 

(семейство) функций CxF )( ; они отличаются друг от друга на постоянное 

слагаемое. Поэтому иногда возникают недоразумения, когда при разных 

способах вычисления интеграла получаются разные выражения, а 

произвольную постоянную обозначают одной и той же буквой. То есть, если 

)()( xgxf  , то нельзя утверждать, что для их первообразных  )(xF  и )(xG   

сохраняется )()( xGxF  , где )(xG  - первообразная для )(xg ; однако, 

существует constC  1  такая, что 1)()( CxFxG  . При этом 

  dxxgdxxf )()(  - это есть равенство (совпадение) двух множеств функций:

,, 2CC  такая, что 2)()( CxGCxF   или наоборот CC  ,2 . 

 Употребляется также запись   ))(()()()( xudxdxxux  . В этом случае 

говорят, что здесь произведено "внесение функции под знак дифференциала": 

))(()( xuddxxu  . Например, )(ln
1

xddx
x

 0x или )(cossin xdxdx  . 

     Нахождение первообразной и вместе с тем неопределенного интеграла от 

данной функции )(xf называется интегрированием функции )(xf . Это есть 

операция, обратная дифференцированию. Следовательно, результат 

интегрирования можем проверить дифференцированием. 

 

 

1.2.Свойства неопределенного интеграла 

 

Исходя из определения, получаем следующие простейшие свойства 

неопределенных интегралов, которые позволяют их вычислять: 
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1. Если функция )(xf имеет первообразную, то   )()( xfdxxf 


 , а

  dxxfdxxfd )()(  . 

2. Если )(xf – дифференцируемая функция, то .)()(  Cxfdxxf

  Cxfxfd )()( . 

3. Если функции )(xf и )(xg имеют  первообразные на некотором 

промежутке, то функция )()( xgxf  также имеет первообразную на этом 

промежутке, причем   .)()()()(   dxxgdxxfdxxgxf  

4. Если )(xf имеет первообразную, и Ra , то функция )(xaf также 

имеет первообразную, причем при 0a верно равенство   dxxfaxfa )()( . 

5.   ,)()()()(   dxxgBdxxfAdxxBgxAf .0 BA  

Доказательство третьего и четвертого свойств основано непосредственно на 

определении 2. 

Пусть (x)F  и (x)G - первообразные для функций соответственно )(xf  
и )(xg : )()( xfxF  , )()( xgxG  . Тогда 

  )()()()()()( xgxfxGxFxGxF 


  

и   )()()( xafxFaxaF 


. Поэтому: 

а)    CxGxFdxxgxf )()()()( , constC  , 

    CxGxFCxGCxFdxxgdxxf   )()()()()()( 21 , где

21 CCC   - произвольная постоянная (вместе с 
1C и 2C ). Результаты 

совпадают. 

б) аналогично: 

  CxaFxfa )()( , constC  , 

  CxaFCxFaxfa )())(()( 1 , 1aCC   - произвольная постоянная  

(вместе с 1C ), так как 0a . 

Свойство 5 называется свойством линейности. Оно следует из свойств 3 и 4, 

которые, в свою очередь, являются его частными случаями. 

6. Если   CxFdxxf )()( и )(xuu  - какая-либо непрерывно 

дифференцируемая функция от x , то  

  CxuFdxxuxuf ))(()())(( ,                                                              (1.2.1) 

то есть 

  duufxudxuf )())(())(( .                                                                      (1.2.2) 
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Доказательство. 

Дано: )()( xfxF  . По правилу дифференцирования сложной функции имеем 

  )())(()())(())(( xuxufxuxuFxuF u



 - это есть подынтегральная функция в 

формуле (1.2.1), а ))(( xuF  - еѐ первообразная. Следовательно, формула верна. 

Говорят: в интегралах, стоящих слева в формулах (1.2.1) и (1.2.2), произвели 

замену переменной интегрирования по формуле )(xuu  , приводящей к 

интегралу в правой части формулы (2), который равен CuF )( . 

 

1.3.Таблица основных интегралов 

 

Пользуясь сказанным выше, составим таблицу неопределенных интегралов. 

Для нижеследующих пунктов 1-10 это означает всего лишь «обратить»  

таблицу производных. 

Пусть )(xuu  - какая-либо функция от x , в частности, возможно xu  (то 

есть  u – независимая переменная) 

 

1.     Сdu0 .
 

2. а)   





1   
1

1

nС
n

u
duu

n
n

;  б)   Сudu . 

3.      Сu
u

du
||ln . 

4. а)   1,0,
ln

aaС
a

a
dua

u
u

;      б)   Сedue uu
. 

5.      Сuudu cossin . 

6.     Сuudu sincos . 

7.      Сu
u

du
tg

cos2 . 

8.      Сu
u

du
ctg

sin 2 . 

9. а)  


Сu
u

du
arcsin

1 2
;  б)  


0,arcsin

22
aС

a

u

ua

du
. 

10.а)  


Сu
u

du
arctg

12 ; б)  


0,arctg
1

22
aС

a

u

aau

du
. 

11.    






0,ln

2

1
22

aС
au

au

aau

du
. 
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12.    


0,ln 22

22
aСauu

au

du
. 

13.    Сutgudu cosln . 

14.    Сuctgudu sinln . 

15.      Сchushudu . 

16.     Сshuchudu . 

17.      Сthu
u

du
2ch

. 

18.      Сcthu
ush

du
2 . 
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2. Основные методы интегрирования 

 

2.1. Непосредственное интегрирование 

 

 Метод непосредственного интегрирования связан с приведением 

подынтегрального выражения к табличной форме путем преобразований и 

применения свойств неопределѐнного интеграла. 

Примеры 

1)   .7
3

4
4

5745745 
34

2323 Cx
xx

dxdxxdxxdxxx      

2)  










dx

x
xxdx

x

xxx 2
5  

25 23

2

45

   
x

dx
dxxdxx 25 23

.ln2
3

5

4

1 34 Cxxx   

3) Cx
x

xdxdxxdxxdx
x

x 







   

 2
3

22632
6

3 
2

332/1

3 . 

4)     




















.

11

1
1

1

11

1 222

2

2

2

Carctgxx
x

dx
dxdx

x
dx

x

x
dx

x

x
 

5)    Cxtgxdx
x

dx
dx

x
xdxtg

22

2

cos
)1

cos

1
( . 

6) найти  xdxe x cossin3

 
Решение: 

Умножим и разделим на 3, чтобы использовать внесение под дифференциал. 

Запишем подробно. 

   xuxdexdxexdxe xxx sin3)sin3(
3

1
cos3

3

1
cos sin3sin3sin3

 

  CeCedue xuu sin3

3

1

3

1

3

1
. 

Функцию xu sin3 внесли здесь под знак дифференциала. 

7) найти  xdx15cos  

Решение: 

Воспользуемся снова внесением под знак дифференциала. Для этого умножим 

и разделим интеграл на 15. 

Cxxxdxdxxdx   15sin
15

1
)15(15cos

15

1
15cos15

15

1
15cos . 

8)найти  dx
x

x

2

cos
 

Решение: 
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Вспомним, что )(
2

1
xddx

x
 . Тогда 

Cxxdxdx
x

x
  sin)(cos

2

cos
. 

9) найти 
 
 



1

12
2 xx

dxx

 
Решение: 

Заметим, что числитель дроби равен дифференциалу знаменателя. 

Следовательно  
    Cxx

xx

xxd

xx

dxx










 1ln

1

)1(

1

12 2

2

2

2 . 

10) 
 

 
 

C
arctgx

arctgxdarctgx
x

dxarctgx


  4
)(

1

4
3

2

3

. 

 

 

Примеры для самостоятельного решения: 

 

1) dx
x

xx 














3

3
3

; 2) dx
x

xx 














4

5 2
2

;         3) dx
xxx

 















32

25

1

2
; 

4) dx
xxx 











3

52

1

3
42 ;  5) dx

x

xex

 






 
2

2 1
;           6) 

 
dx

x

x



2

2
32

; 

7) dx
x

x
 


2

2

1

1
;                    8)   dxxx 

2
cossin ;             9) dx

x

x



2

3

sin

1sin
; 

10) dx
x

 2
cos2 2

;                 11)   dxctgxx 
2

tg ;              12) 
xx

dx
22 cossin  ; 

13) dx
x

x



2

3

sin

8sin
;               14) dx

x

x
 


2

2

1

2
;                      15) dx

x

x
 



9

72
2 ; 

16)
xx

xdx
22 cossin

2cos

 ;            17) dx
x

x
 



1

3
2

2

;          18) dx
xx

 









2

2
cos

2
sin ; 

19)   752 2 xx

dx
;                  20) dx

x

xx
 



4

54
2

3

;            21) 
12x

xdx
; 

22) 
 

dx
x

x



7

23
;                  23) 

 
dx

e

e

x

x




3
2

;              24) 
3 4

3

72x

dxx
; 

25) dxxx


15 2

2 ;                  26) dx
x

e x




2

2

;                      27) 
  1ln2 xx

dx
; 

28)   dxx 
7

23 ;                  29) dx
x

x
 5cos

sin
;                     30) 

   6ln xx

dx
. 
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2.2. Интегрирование методом замены переменной (метод подстановки) 

 

Часто бывает так, что предлагаемый для вычисления интеграл не содержится в 

таблице интегралов и не сводится к табличным интегралам. Тогда 

применяются другие методы интегрирования, одним из которых является 

метод замены переменной. 

 Пусть имеет место неопределенный интеграл      dххxf  )( , где 

подынтегральная функция непрерывна. Применив подстановку )(xt   и 

вычислив дифференциал  dххdt  , получим 

      dttfdххxf )()(   

 формулу замены переменной в неопределѐнном интеграле. 

 От выбора удачной подстановки для замены переменной зависит его 

сведение к табличному. Общее правило для выбора хорошей подстановки дать 

невозможно, но некоторые частные правила для важнейших типов интегралов 

даются ниже. 

Примеры: 

1)   57x

dx
. 

Решение: 

Обозначим tx 57 . Дифференцируя обе части этого равенства, найдѐм, чему 

равно dx , т.е.
7

7
dt

dxdtdx  .  

Тогда CxCt
t

dt

t

dt

x

dx


  57ln
7

1
ln

7

1

7

1

757
. 

2) 
 1362 xx

dx
. 

Решение: 

Выделим в знаменателе подынтегрального выражения 1362  xx  полный 

квадрат, получим 

    431393133332136
222222  xxxxxx , тогда 

 













  4

3

43136 222 t

dt

dtdx

tx

x

dx

xx

dx   CxCt  3arctg
2

1
arctg

2

1
. 

3) 
 xx

dx

1
. 

Решение: 
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
 xx

dx

1
=

dttdx

tx

tx

2

2







= .arcsin2arcsin2
1

2
1

2

22
CxCt

t

dt

tt

dtt






  

4)   5

2
4x

xdx
. 

Решение: 

.
55

1

55

1

525

2 2

2

2

4
C

x
arctgC

t
arctg

t

dt

dtxdx

tx

x

xdx










  

5) 
 x

xdx

cos21

sin
. 

Решение: 

  












tCCtdtt
t

dt

dttdxx

dtxdx

tx

x

xdx
2

1

2

1

2
2

1

2

1

2

1

2

1
sin

sin2

cos21

cos21

sin

.cos21 xC   

6)   .172
9

54 dxxx   

Решение: 

   
100

172

10010

1

10

1

10

1

10

172

172

10510
99

4

4

5

954 








 
x

C
t

dttdtt

dtdxx

dtdxx

tx

dxxx . 

 

 

Примеры для самостоятельного решения: 

 

1)  dxx 2cos ;  2)  dxxx 12sin 32
;       3) dxe

x


 2

3 ; 

4) dx
x

e x


4

;                      5)   dxx 
4

65 ;  6)   dxxx  cossin52
5 ; 

7) 
 321 x

dx


 ;  8) 

 637 
 x

x

e

dxe
;                  9) 

7
sin 2 x

dx
 ;  
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10) 

3
cos2 x

dx
 ;               11)   dxxx  243 3 ;  12) dx

e

e

x

x


 21

; 

13) dxx tg ;                   14) dxxctg ;                     15)  dxxe xx
  12

2
; 

16) dxxe x
 cossin ;        17) dx

xx

x






57

73
3

2

;           18) dx
x

x


 2

5

1

arcsin
; 

19) dx
x

etgx

 2cos
;               20) 

xx

dx

ln
 ;                      21) dx

x

x


4ln
; 

22) dxee xx
 1 ;        23) dxxx 

3 2 1 ;              24) dxxx sincos5 ; 

25) dxxx 1sincos ; 26) 
1


x

xdx
;                   27) 

 1


xx

dx
; 

28) 
  xx

dx
22 arctg1

 ;    29) dx
e

e

x

x


 21

;              30) dx
x

x
 4cos

sin
. 

 

 

2.3. Интегрирование по частям 

 

Пусть функции )(xuu   и )(xvv  дифференцируемы м имеют непрерывную 

производную на промежутке X . Известно правило дифференцирования 

произведения двух функций: vuvuvu  )( . Тогда uvvuvu  )( и 

  dxuvdxvudxvu )( . Таким образом, 

  vduvudvu                                                                                   (2.3.1) 

(произвольная постоянная входит в состав последнего интеграла).  

 Формула (2.3.1) называется формулой интегрирования по частям. Иногда 

бывает, что новый интеграл в правой части формулы (2.3.1) проще исходного. 

При этом надо удачно определить, что взять за  u и, соответственно, все 

остальное за dv . 

Необходимо отметить также следующий факт. Несмотря на то, что по 

дифференциалу dxvdv   восстанавливается бесконечно много функций, и все 

они имеют вид Av , постоянная A  в конечный результат не входит. Это легко 

проверить, подставляя Av  в (1), поэтому примем 0A .  

Укажем некоторые группы интегралов, берущихся с помощью формулы 

интегрирования по частям. 

I группа 

Если имеем интегралы вида:  axdxxPn sin)( ,  axdxxPn cos)( ,  dxexP ax

n )( , 
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 dxbxP ax

n )( , где )(xPn  - многочлен степени n, то за функцию u принимаем 

многочлен )(xPn , за dv  – оставшееся выражение. Метод интегрирования 

применяется n раз. 

Примеры: 

1)  xdxxsin . 

Решение:  

Так как данный интеграл относится к группе I, то имеем в предлагаемом 

интеграле   xxu  ; тогда   xdxxdv sin ,   dxxdu  ,   Cxxdxxv   cossin . 

Из всей совокупности полученных функций  xv  выберем какую-нибудь одну; 

пусть, например, 0C . Тогда 

  Cxxxxdxxxxdxx sincoscoscossin . 

2)  dxex x2
. 

Решение:  

Положим   2xxu  ,   dxexdv x . Тогда   xdxxdu 2 ,   xexv  . По формуле (1) 

имеем   dxxeexdxex xxx 222
. В правой части равенства содержится 

интеграл, который снова нужно брать по частям. Пусть xu  , dxedv x . 

Тогда dxdu  ,   xexv  . По той же формуле (1) получим 

  Cexedxexedxxe xxxxx 22)(22 . Поэтому Cexeexdxex xxxx  2222
. 

II группа 

Если имеем интегралы вида:  axdxxPn arccos)( ,  axdxxPn arcsin)(

 axdxxPn ln)( ,  axdxxP bn log)( ,  dxaxxPn arctg)( ,  dxaxxPn arcctg)( , то 

dxxPxdv n )()(  , а за функцию )(xu принимаем оставшуюся функцию xarccos , 

xarcsin , xln , xarctg , xarcctg . В случае если 1)( xPn , то dxxdv )( . 

Пример. 

Найти интеграл  dxxx ln . 

Решение: 

Так как данный интеграл относится к группе II, то   xxu ln , тогда 

  xdxxdv  ,  
x

dx
xdu  ,   C

x
xdxxv  

2

2

. Из всей совокупности 

полученных функций  xv  выберем какую-нибудь одну; пусть, например,  

0C . Тогда 

   C
x

x
x

xdxx
x

x

dxx
x

x
xdxx

4
ln

22

1
ln

22
ln

2
ln

22222

. 



17 

 

Иногда удается взять интеграл, комбинируя метод интегрирования 

подстановкой и по частям. 

Пример. 

Найти интеграл  dxxcos . 

Решение: 

 







 tdtt

dttdx

tx

tx

dxx cos2

2

cos 2   tvdtdutdtdvtu sin,,cos,

CxxxCttttdttt   )cossin(2)cossin(2)sinsin(2 . 

Обратим также внимание на так называемые циклические интегралы, такие, как 

 dxbxeA ax cos ,  dxbxeB ax sin . После двукратного применения формулы 

интегрирования по частям они могут быть найдены из алгебраического 

уравнения. Пусть dxedv ax , 
axe

a
v

1
 . Тогда 

  bxe
a

bxdxe
a

b
bxe

a
dxbxeA axaxaxax cos

1
sincos

1
cos  

.cossin
1

Cdxbxe
a

b
bxe

aa

b axax 







   

Приравнивая левую и правую части, получим уравнение относительно 

интеграла .A  Из него находим ,A  затем B : 

,
cossin

cos 122
Ce

ba

bxabxb
dxbxe axax 




  

.
cossin

sin 222
Ce

ba

bxbbxa
dxbxe axax 




  

При вычислении интегралов  A  и B  можно было брать bxdxdv cos  или 

bxdxdv sin .  

Аналогично можно найти  .)cos(ln,)sin(ln dxxdxx  

Пример. 

Найти интеграл 
 dxxe x

2

1
cos . 

Решение: 

Так как под знаком интеграла присутствуют и 
xe

, и x
2

1
cos , то, на первый 

взгляд, можно в качестве u взять любую их этих функций. Пусть, например, 

xeu  , xdxdv
2

1
cos . Тогда dxedu x , 

2
sin2

22
cos2

2

1
cos

xx
d

x
dxxv 








  . 

По формуле (2.3.1) имеем  
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dx
x

e
x

edxxeI xxx


 

2
sin2

2
sin2

2

1
cos .                                                     (2.3.2) 

Обозначим 
 dx

x
eI x

2
sin1

и тоже применим к нему интегрирование по  

частям. Полагая 
xeu  , dx

x
dv

2
sin , получим dxedu x , 

2
cos2

22
sin2

2
sin

xx
d

x
dx

x
v 








  . Тогда

   I
x

edx
x

e
x

edx
x

eI xxxx 2
2

cos2
2

cos2
2

cos2
2

sin1 . 

Подставляя этот результат в (2.3.2), получим уравнение с неизвестным 

интегралом I : 









  I

x
e

x
eI xx 2

2
cos22

2
sin2 , откуда находим  

2
cos4

2
sin25

x
e

x
eI xx   , C

x
e

x
eI xx  

2
cos

5

4

2
sin

5

2
. 

Замечание. Если в процессе решения при поиске 1I выбрать 
2

sin
x

u  , 

dxedv x , то получим dx
x

du
2

cos
2

1
 , 

xev  , откуда 

I
x

edx
x

e
x

eI xxx

2

1

2
sin

2
cos

2

1

2
sin1  

 . 

Тогда, подставляя 1I в равенство (2), получим бесполезное тождество  









  I

x
e

x
eI xx

2

1

2
sin2

2
sin2 , 00 . 

 Таким образом, только при удачном выборе частей и повторном 

интегрировании по частям из уравнения можно легко найти I .  

 

 

Примеры для самостоятельного решения: 

 

1) dxex x
  5)3( ;  2) dxxx  3sin)34( ; 3) dxxx  7cos)25( ; 

4) dxxarctg ;  5) dxx arcsin ;  6) dxxx  ln)12( ; 

7) dxex x


22 ;  8) dxex x
  52sin ; 9) dxex x

  43cos ; 

10) dx
x

x
 3

ln
;                    11) dxx arctg ;               12)   dxxx

2ln ; 

13) dxxxtg
2 ;                  14) dxxex

 3sin ;               15) dxxe x

 5cos2 ; 

16) dxx 5log ;                   17) dxx 2arctg ;               18)   dxxx

 2sin2 ; 
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19)   dxx  42 ;              20) dxx  21 ;                21) dxx 32  

22)  dxx)sin(ln ;            23)  dxx)cos(ln ;          24) dxxe x

 4sin2 . 

 

 

2.4. Интегрирование выражений, содержащих квадратный трехчлен 

 

При вычислении интегралов вида dx
cbxax

NMx
 


2 , dx

cbxax

NMx






2
, 

dxcbxax 2
главным преобразованием является выделение полного 

квадрата. Напомним, как это делается: 
































2

22

22

42 a

b

a

c

a

b
xa

a

c
x

a

b
xacbxax . 

Затем чаще всего нужно сделать замену переменной 
a

b
xt

2
 . После этого 

применяют рассмотренные ранее методы интегрирования и формулы. 

Примеры: 

1) 
  









dx

x

x
dx

xx

x

52

3

14

3
22

dtdx

tx

tx







2

2

  











555

1
222 t

dt
dt

t

t
dt

t

t
 

.
52

52
ln

52

1
14ln

2

1

5

5
ln

52

1
5ln

2

1

55

)5(

2

1 22

22

2

C
x

x
xxC

t

t
t

t

dt

t

td


















 

2) dx
xx

xxx
 


2

23

23

12

 
Подынтегральная дробь неправильная (то есть степень знаменателя не больше 

степени числителя). В этом случае выделяют целую часть делением числителя 

на знаменатель (например, «уголком»): 

22

23

23

4

23

12

xx

x
x

xx

xxx







; 

I
x

xx

xdx
xdxdx

xx

x
x 4

223

4

23

4 2

22














   , 

где 
 



2

14 x

xdx
I . Найдем интеграл I . 
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  



2

14 x

xdx
I

dtdx

tx

tx







1

1

 





24

)1(

t

dtt
 




 dt

t

t

4

1
2  


 dt

t

t

42




  dt
t 4

1
2















  C

t

t
t

t

t

t

td

2

2
ln

4

1
4ln

2

1

2

2
ln

4

1

4

)4(

2

1 2

2

2

C
x

x
xx 






1

3
ln

4

1
32ln 2

. 

Следовательно, dx
xx

xxx
 


2

23

23

12

1

3
ln

4

1
32ln

2

2
2






x

x
xx

x
C . 

3)  
























 2

2
2

3

1

9

43

1

3

2

3

1
3

321
x

dx

xx

dx

xx

dx

dtdx

tx




3

1




 
2

9

43

1

t

dt

C
x

C
t





2

13
arcsin

3

1

2

3
arcsin

3

1
. 

4)     dxxdxxx 2112
22

dtdx

tx



1
  dtt 22












 tvdt

t

t
dudtdvtu ,

2
,,2

2

2 


  dt
t

t
ttt

2
2

2

2





  dt

t

t
tt

2

22
2

2

2
2 


  dt

t
dtttt

2

2
22

2

22    dttI 22
 

.2ln22 22  ttItt
 

Получаем уравнение .2ln22 22  ttIttI
 

.22ln222 22 CttttI 
 

.2ln2
2

22 Cttt
t

I 
 

С учетом того, что 1 xt , получаем 

.121ln12
2

1 22 Cxxxxx
x

I 



 

Отметим, что выражения, содержащие
22 xa   или  

22 ax  , можно 

интегрировать и с помощью так называемых тригонометрических подстановок. 

Если содержится  
22 xa  , то применяется подстановка tax sin или 

tax cos ; если содержится 22 ax  , то делают подстановку tgtax   или 
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ctgtax  ; если же содержится 
22 ax  , то используют 

t

a
x

sin
  или 

t

a
x

cos
 . Рассмотрим применение одной из этих подстановок в следующем 

примере. 

4)     dxxdxxx
22 225421

dtdx

tx



2
.25 2 dtt 
 

Применим тригонометрическую подстановку zt sin5 , zdzdt cos5 . 




   dz
z

zdzzdzzdtt
2

2cos1
25cos25cos5sin252525 222  dz

2

25

 

  dzz2cos
2

25
    zzddz 22cos

4

25

2

25
.2sin

4

25

2

25
ICzz 

 

Перейдем к старым переменным
5

sin
t

z  , 
5

arcsin
t

z  . 

25
1

5
2sin1sin2cossin22sin

2
2 tt

zzzzz  . Тогда 

.
25

1
2

5

5
arcsin

2

25 2

C
t

t
t

I 
 

Учитывая, что 2 xt , получаем 

  .4212
2

1

5

2
arcsin

2

25 2 Cxxx
x

I 



 

Если интеграл  dxxf )( выражается в конечном виде через элементарные 

функции, то он называется берущимся интегралом, в противном случае - 

неберущимся. К числу неберущихся интегралов относятся, например,  dxex2

; 

  dxe x2

;  dxx )sin( 2
;  dxx )cos( 2

;  dx
x

xsin
;  dx

x

xcos
;  dx

x

e x

;  x

dx

ln
и 

др. Первообразные для подынтегральных функций неберущихся интегралов не 

являются элементарными функциями; это некие новые функции, которые 

реально существуют и играют важную роль в соответствующих приложениях. 

 

 

Примеры для самостоятельного решения: 

 

1) dx
xx

x
 



52

32
2 ;  2)   289 xx

xdx
; 3) dx

xx

x
 



3

12
2 ; 

4)   283

4
2 xx

dx
;  5) dx

xx

x
 


2

1
; 6) dx

xx

xx
 



43

24
2

2

; 



22 

 

7) 
 xx

dx

32
;  8) 





2443

)3(

xx

dxx
; 9)

 






22

1

xx

dxx
; 

10) dx
xx

x
 



52

1
2 ;  11)   542 xx

dx
; 12)   1362 xx

dx
; 

13) dx
xx

x






4

1

2
;  14) 

 169 2 xx

dx
; 15) 




dx

xx

x

243

3
; 

16) dxxx  42
;  17)   12 xx

xdx
; 18)  


dx

x

x

5

54
2

; 

19) 
 322 xx

dx
;            20) 

 123 2 xx

dx
;  21) 

 221 xx

dx
; 

22) dxxx  62
 ;             23)  dxxx  22 ; 24) dxxx  223 . 

 

 

2.5. Интегрирование рациональных выражений 

 

Дробно-рациональная функция 
)(

)(

xP

xQ
, где )(xP и )(xQ  -  многочлены, называется 

правильной рациональной дробью, если степень числителя меньше степени 

знаменателя; старший коэффициент у )(xP  будем считать равным единице 

)1( 0 c  - его всегда можно отнести к числителю )(xQ . 

1. Основная теоремао разложении правильных дробей на простейшие. Пусть 

многочлен )(xP  степени n имеет разложение: 

...)()()()()( 22  srxxqpxxbxaxxP    

Тогда правильная дробь 
)(

)(

xP

xQ
 может быть однозначно разложена на сумму 

простейших дробей по формуле 


)(

)(

xP

xQ


 ax

A1

 



2

2

ax

A

 









ax

A
... 

bx

B1

 



2

2

bx

B

 



 ......





bx

B

 







qpxx

NxM
2

11

 





22

22

qpxx

NxM

 











qpxx

NxM

2
 





qpxx

SxR
2

11  

 







22

22

qpxx

SxR

 
......

2











qpxx

SxR
,                                                              (2.5.1) 

где ,...,...,,...,,,...,,...,,,...,,,...,, 11112121  SSRRNNMMBBBAAA  - действительные 

числа; их столько же, какова степень многочлена )(xP . 

Дроби входящие в это разложение, называются простейшими или 

элементарными рациональными дробями, поскольку на более простые дроби их 

разложить невозможно. 
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Этапы разложения дробей: 

1. Если дробь 
)(

)(

xP

xE
неправильная ( степень числителя больше или равна 

степени знаменателя), выделим целую часть делением числителя на 

знаменатель, представим неправильную дробь в виде суммы целой части и 

правильной рациональной дроби
)(

)(
)(

)(

)(

xP

xQ
xR

xP

xE
 . Следующие пункты 

алгоритма посвящены разложению правильной дроби. 

2. Разложить знаменатель дроби на простейшие множители вида 

  qpxxbxax  2)()(  , где корни трехчлена комплексные. 

3. Представить дробь в виде суммы простейших дробей, в знаменателях 

которых стоят всевозможные множители знаменателя, а в числителях 

соответствующей степени многочлены с неопределенными 

коэффициентами. При этом множителю знаменателя кратности k будут 

соответствовать k простейших дробей, в знаменателях которых будут все 

степени множителя. 

Проверка. Число неопределенных коэффициентов должно равняться степени 

многочлена в знаменателе исходной дроби. 

Для фактического вычисления коэффициентов в этом разложении обычно 

применяют метод неопределенных коэффициентов. Он состоит в следующем: 

а) пусть дана правильная рациональная дробь 
)(

)(

xP

xQ
. Знаменатель этой дроби 

разлагаем на простые действительные множители и по виду этого разложения 

пишем для данной дроби разложение с неопределенными коэффициентами 

(2.5.1); 

б) в правой части этого разложения приводим простые дроби к общему 

знаменателю, которым будет )(xP , складываем их, после чего знаменатель )(xP  

в левой и правой частях отбрасываем. Получим тождество (2.5.2), в левой части 

которого многочлен )(xQ , а в правой многочлен с неопределенными 

коэффициентами 0

2

2

1

1 ...)( axaxaxQ n

n

n

n  





 ;                                     (2.5.2) 

в) приравнивая коэффициенты при одинаковых степенях x в левой и правой 

частях тождества (2.5.2), получаем систему из n  уравнений с n  неизвестными. 

Решив еѐ, найдем искомые коэффициенты. 

Примеры: 

1) dx
xx

x
 



6

1
2

 
Решение: 

Данная подынтегральная дробь - правильная. Раскладываем еѐ знаменатель на 

простые множители. Знаменатель имеет корни 21 x и 32 x , значит 
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  3262  xxxx . 

Запишем разложение подынтегральной дроби с неопределенными 

коэффициентами 
326

1
2 









x

B

x

A

xx

x
.                                                 (2.5.3) 

Дроби приводим к общему знаменателю и, освободившись от него, находим: 

      BAxBAxBxAx 23231  . 

Приравнивая коэффициенты при одинаковых степенях x в левой и правой 

частях тождества, получаем систему из двух уравнений с двумя неизвестными:    

x         1BA  

     
0x     123  BA , 

откуда 
5

1
A , 

5

4
B . 

Подставляя найденные коэффициенты в равенство (3), получаем искомое 

разложение  

3

5

4

2

5

1

6

1
2 









xxxx

x
. 

Следовательно  

    









5 4

2
32lnln3ln

5

4
2ln

5

1

3

5

4

2

5

1

6

1
xxCCxxdx

x
dx

x
dx

xx

x
. 

2) dx
xx

x
 



43

52
23

 
Решение: 

Разложим знаменатель дроби на простые множители. Заметим, что 2x  - 

корень знаменателя, поэтому разделив 43 23  xx  на 2x , получим 

  2243 223  xxxxx . Трехчлен 22  xx  имеет корни 2x  и 1x . 

Поэтому окончательно имеем    1243
223  xxxx . 

Запишем разложение подынтегральной дроби 

  12243

52
2

21

23 












x

B

x

A

x

A

xx

x
. 

Приводим дроби к общему знаменателю и, освободившись от него, находим: 

            xBAAxBAxBxAxxAx 4211252 12

2

1

2

21  
BAA 42 12  . 

Из этого тождества определяем BAA ,, 21 , приравнивая коэффициенты при 

одинаковых степенях x  слева и справа: 

2x          01  BA  
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x  2412  BAA  

      
0x   542 12  BAA ,  

откуда 
9

7
1 A , 

3

1
2 A , 

9

7
B . Окончательно имеем 

     19

7

23

1

29

7

43

52
223 












xxxxx

x
. 

Следовательно dx
xx

x
 



43

52
23      










  19

7

23

1

29

7
2

x

dx

x

dx

x

dx

 

 



 Cx

x
x 1ln

9

7

23

1
2ln

9

7

 
.

1

2
ln

9

7

23

1
C

x

x

x







  

3) dx
x

xx
 



8

5
3

23

 
Решение: 

Подынтегральная дробь неправильная. Выделим целую часть  

8

3
1

8

5
3

2

3

23










x

x

x

xx
. 

Разложим знаменатель дроби на простые множители: 

  4228 23  xxxx . 

Запишем разложение
4228

3
23

2













xx

CBx

x

A

x

x
. 

Откуда          .24222423 222 CAxCBAxBAxCBxxxAx   

Напишем систему уравнений 

2x             1BA
 

x     022  CBA
 

0x        324  CA ,     

откуда 
12

7
A , 

12

5
B , 

3

1
C . 

Окончательно получим 

   
.

4212

45

212

7
1

8

5
23

23













xx

x

xx

xx
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Следовательно,  













 dx

xx

x

x

dx
dxdx

x

xx

42

45

12

1

212

7

8

5
23

23

;
12

1
2ln

12

7
Ixx                                                                                     (2.5.4) 

  








 dx

x

x
dx

xx

x
I

31

45

42

45
22

dtdx

tx

tx







1

1

 



 dt

t

t

3

95
2   





dt

t
dt

t

t

3

9

3

5
22

  1

2

33

9
3ln

2

5
C

t
arctgt    1

2

3

1
3342ln

2

5
C

x
arctgxx 


 . 

Подставляя значение I  в равенство (2.5.4), получим  





 dx

x

xx

8

5
3

23

  .
3

1

4

3
42ln

24

5
2ln

12

7 2 C
x

arctgxxxx 




 

4)  


dx

xx

x

)2(

3
2

 
Решение: 

Подынтегральная дробь правильная, и знаменатель уже разложен на простые 

множители. Запишем разложение подынтегральной дроби на простейшие 

22 2)2(

3

x

C

x

B

x

A

xx

x








.                                                                              (2.5.5) 

Замечание. Множитель
kx в знаменателе часто вызывает затруднения при 

разложении дроби на простейшие. Обращаем внимание, что в этом случае надо 

поступать, как с множителем  k
ax  , считая, что 0a .Так как множитель

 k
ax  в знаменателе дает при разложении k  штук дробей вида i

i

ax

A

)( 
, ki ,1  , 

то и множитель 
kx даст k  штук дробей вида i

i

x

A
, ki ,1 . 

     Теперь приведем правую часть (2.5.5) к общему знаменателю и затем  

отбросим знаменатели 

    .22)2()2(3 22 CxCBxBAxCxBxAxx   

2x           0BA
 

x           12 CB
 

0x              32 C ,  
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откуда 
4

1
A , 

4

1
B , 

2

3
C . Тогда получим 

22 2

3

4

1

)2(4

1

)2(

3

xxxxx

x








. 

Значит  






22 2

3

4

1

24

1

)2(

3

x

dx

x

dx

x

dx
dx

xx

x
 



  dxx
x

dx

x

xd 2

2

3

4

1

2

)2(

4

1

.
2

3
ln

4

1
2ln

4

1
C

x
xx 

 
 

 

Примеры для самостоятельного решения: 

 

1)   xx

dx

22 ;  2)   24 xx

dx
; 3)   xx

dx

43 ; 

4) dx
xx

x
 



32

23
2 ;  5)  



xxx

x

22

2
23 ; 6)  



23

12
2 xx

x
; 

7)  


dx

xx

x

43

2
2

;  8)  


dx

xx

xx

65

95
2

2

;9)   23 xx

dx
; 

10) dx
xxx

x
 



52

157
23 ; 11)   942 xx

xdx
; 12) 

 


2
1xx

dx
. 

13) dx
xx

x
 


23

4 1
;  14) 

 
dx

x

x



4

2

1
; 15)  



xxx

x
232

14
; 

16) dx
xx

xx
 



12

32
2

2

; 17)   562 2 xx

xdx
; 18)    


dx

xx

x

21

13
2 ; 

19)  


dx

xx

x
23

5 1
;  20)  


dx

xx

xx

12

12
2

2

;21)  12x

xdx
; 

22) dx
xxx

x
 



52

1
23 ; 23)   442 xx

xdx
; 24) 

 


2
1xx

xdx
. 

 

 

2.6. Интегрирование некоторых иррациональных выражений 

 

Интегралы вида dx
dcx

bax

dcx

bax
xR

t

s

q

p

 





































,...,, ,                                            (2.6.1) 

где R - рациональная функция, tsqp ,,...,, - целые числа, находятся с помощью 

подстановки m

dcx

bax
t




 , где m  - наименьшее общее кратное чисел tq,..., . 
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Рассмотрим два частных случая: 

1) если в интеграле (2.6.1) 0c , то он будет иметь вид 

    dxxxxR t

s

q

p

 





  ,...,, , где 

d

a
 , 

a

b
 ;                                      (2.6.2) 

2) если 0 cb , 1 da , то интеграл (1) примет вид 

dxxxxR t

s

q

p















,...,, .                                                                                  (2.6.3) 

Интегралы вида (2.6.2) или (2.6.3) находятся с помощью подстановки 

m xt    или m xt  . 

Примеры: 

1) dx
xx

x


12 . 

Решение: 

Это интеграл вида (2.6.1). Применим подстановку 
1


x

x
t , откуда 

,
12

2




t

t
x

 22 1

2






t

tdt
dx . Тогда dx

xx

x


12
dx

x

x

x 


1

1
2

 
 





  dt

tt

ttt
224

22

1

21
.

1
2

2
2

2 2

2
C

x

x
C

t
dttdt

t



 



 

2) dx
x

xx





3 1

1
. 

Решение: 

Это интеграл вида (2.6.2). Наименьшее кратное показателей корней 

подынтегрального выражения 6m , следовательно применим подстановку 
6 1 xt  , откуда ,16  tx dttdx 56 . 

  






dttttdtt

t

tt
dx

x

xx 6395

2

36

3
66

1

1

1

  .
7

1

4

1

10

1
16

7410
6 3 2

7410

C
xx

xC
ttt














 














 

3) 
 4 xx

dx
. 

Решение: 

Это интеграл вида (2.6.3). Применим подстановку 
4 xt  , откуда ,4tx 

dttdx 34 . Тогда 
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


















   dt

t
t

t

dtt

tt

dtt

xx

dx

1

1
14

1
4

4 2

2

3

4

    .1ln421ln
2

4 44

2

CxxxCtt
t











 
Примеры для самостоятельного решения: 

 

1)  




x

dx

x

x

1

1
;  2) 


dx

x

x1
; 3)   dxxx

2
4 3 1  ; 

4) dx
x

x






12

1
;  5) 


dx

x

x

4 31
; 6) 

 3 1212 xx

dx
; 

7) 



dx

x

x
3 13

1
;  8) 

 xx

dx
3

; 9) dxxx 22 4  ; 

10) 
12xx

dx
;  11) 


dx

x

x
2

2 1
; 12) 




dx

x

x

12

1
; 

13) 



dx

x

xx

453

573
;      14) 

 43433 xx

dx
;      15) 


dx

x

x

4
. 

 

 

2.7. Интегрирование тригонометрических выражений 

 

1. Интегралы вида dxbxax cossin , dxbxax sinsin , dxbxax coscos  ba 
 

находятся с помощью формул 

    xbaxbabxax  sinsin
2

1
cossin

 

    xbaxbabxax  coscos
2

1
sinsin

 

    xbaxbabxax  coscos
2

1
coscos

 
Пример: 

 dxxx 3cos5sin         xdxxdxdxxx 8sin
2

1
2sin

2

1
35sin35sin

2

1

 

)8(
8

8sin

2

1
)2(

2

2sin

2

1
xd

x
xd

x
  .8cos

16

1
2cos

4

1
Cxx 

 

2. Интегралы вида dxxn


12sin , dxxn


12cos , n  - натуральное число берутся 

внесением под дифференциал (или заменой переменной) множителя xsin  
или xcos . 

Примеры: 
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1)  dxx5sin dxxx sinsin 4     xdxx sincos1
2

2     )(coscos1 2 xdx

    )(coscoscos21 42 xdxx Cxxx  52 cos
5

1
cos

3

2
cos ; 

2)  dxx3cos dxxx coscos2     xdxx cossin1 2    )(sinsin1 2 xdx

.sin
3

1
sin 3 Cxx 

 

3.Для вычисления интегралов вида dxxn


2sin , dxxn


2cos

 
удобно пользоваться 

формулами 
2

2cos1
sin 2 x

x


 , 
2

2cos1
cos2 x

x


 , затем заменять переменную (или 

вносить под дифференциал). 

Пример: 

 dxx4cos    






 
xdxxdxdxdx

x
2cos

4

1
2cos

2

1

4

1

2

2cos1 2

2

 


 dx
x

xd
x

x
2

4cos1

4

1
)2(

2

2cos

2

1

4

1    dxxxx 4cos1
8

1
2sin

4

1

4

1

 Cxxxx 4sin
32

1

8

1
2sin

4

1

4

1
.4sin

32

1
2sin

4

1

8

3
Cxxx   

Здесь формула понижения степени использовалась дважды. 

4. Интегралы вида xdxx nm cossin легко вычисляются, если хотя бы одно из 

чисел m и n целое нечетное; другое при этом может быть и нецелым. 

а) пусть  n  - нечетное, 12  kn . Имеем 

 xdxx km 12cossin

xdxxx km coscossin 2

   )(sinsin1sin 2 xdxx
km   ; 

б) если m  - нечетное, 12  lm , то получим 


 xdxx nl cossin 12    xxdx n coscoscos1 2

  . 

В обоих случаях идея состояла в том, чтобы функцию xsin  или xcos  

подвести под знак дифференциала. 

 в) оба числа m и n  - четные неотрицательные, kn 2 , lm 2 . Тогда под 

знаком интеграла находится тригонометрический многочлен степени 

)(2 lkn  ; еѐ можно уменьшить вдвое, используя формулы понижения 

степени. 

 xdxx kl 22 cossin dxxx kl

lk
)2cos1()2cos1(

2

1
   - под знаком интеграла 

получили многочлен степени )( lk  . Здесь могут снова представиться все три 

случая а), б), в). 

г) если m и n  - оба четные и хотя бы одно из них отрицательное, то может 
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быть удобна подстановка ttgx  или tctgx  как результат подведения под 

дифференциал: 

)(
cos2

tgxd
x

dx
 , )(

sin 2
ctgxd

x

dx
 . 

 

Примеры: 

1)   


xdxx 3
1

cossin      


xdxx sinsin1sin 2
1   Cxx 

5

sin
5

2
sin2 ; 

2) C
x

xdx
x

dxx 










  2

2sin

2

1

2

2cos1
cos2

; 

3)  xdxx 42 cossin    xdxxx 2
2

coscossin    dxx
x

2cos1
2

1

4

2sin 2

     dxxxx 2cos2sin24cos1
16

1 2      xxddxx 2sin2sin
8

1
4cos1

16

1 2

Cxxx 







 2sin

3

1
4sin

4

1

16

1 3
; 

4)   Cxtgtgxtgxdxtg
x

dx

xx

dx
  32

224 3

1
)(1

coscos

1

cos
. 

5. Интеграл xdxx nm cossin , где m и n  - рациональные числа, с помощью 

подстановки xt sin или xt cos сводится к интегралу от дифференциального 

бинома и в зависимости от структуры последнего берется или нет (см.теорему 

Чебышева, [7]). 

 

 

Примеры для самостоятельного решения: 

 

1) xdxxcos6sin ;  2) dx
xx

3
cos

2
cos ; 3) dxxx cossin3

 ; 

4) dx
x

x
 sin

cos2

;  5)  x

dx
4sin

; 6)  xdxx 23 cossin . 

7) xdxx 4sin6sin ;  8) dx
x

x



3sin

cos1
; 9) dxxx sincos3

 ; 

10) dx
x

x
 2

4

sin

cos
;  11)  dx

x

x
4sin

2cos
;       12)  x

dx

sin
; 

13)  xx

dx

3cos3sin 22
;  14)  dx

x

x
4sin

cos
;       15)  x

dx
5sin

. 

 16) dx
x

x
 cos

sin 2

;  17)  x

dx
4cos

;           18)  xdxx 25 cossin . 
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3. Определѐнный интеграл 

 

3.1. Задача о площади криволинейной трапеции 

 

Будем рассматривать непрерывную в каждой точке промежутка  bax ,  

функцию  xfy   такую, что   0xf . Поставим задачу: вычислить площадь 

криволинейной трапеции ABCD (см. рис. 1). Для этой цели разобьем 

произвольно промежуток  ba,  на n  частей точками 

bxxxxa nn  110 ... .  

   y
                               y=f(x)          C

        B

        A   1  2    3              n-1    n D
   O  a=x0   x1     x2   x3                              xn-1   xn=b

 
На каждом интервале (xk-1, xk) выберем произвольную точку k и рассмотрим 

прямоугольники, образуемые интервалами (xk-1, xk) по оси Ох и (0, f(k)) по оси 

Оу. Фигуру, образованную совокупностью таких прямоугольников, будем 

называть ступенчатой фигурой. 

Обозначим   длину самого большого из промежутков (xk-1, xk) и будем 

называть еѐ мелкостью разбиения отрезка  ba, . Очевидно, что чем меньше  , 

тем больше площадь ступенчатой фигуры близка к площади криволинейной 

трапеции ABCD. А именно:

           

  .

......

1

1

11122011ст.фиг.












n

k

kkk

nnnkkkABCD

xxf

xxfxxfxxfxxfSS





 
Отметим, что суммы, образующиеся в данном соотношении, называются 

интегральными суммами. 

Пусть мелкость разбиения 0 . Тогда можно показать, что 

  .lim
1

1
0







n

k
kkkABCD xxfS 


 

 

Рис.3.1 

х 
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3.2. Понятие определѐнного интеграла 

 

Определение 1.Пусть  xfy   – произвольная, непрерывная в каждой точке 

промежутка  bax ,  функция. Тогда     






n

k
kkk

b

a

xxfdxxf
1

1
0

lim 


 

называется определѐнным интегралом от функции  xfy   на отрезке  ba, , а 

функция  xf называется интегрируемой на отрезке  ba, .  

Число a называют нижним пределом интегрирования,   b - верхним пределом 

интегрирования. Знак  ввел Готфрид Вильгельм Лейбниц – это стилизованная 

буква  S, начальная буква от латинского Summa. Окончательное обозначение 

dxxf

b

a

 )( ввел французский математик и физик Жозеф Фурье (1768-1830). 

     Заметим, что, в отличие от неопределѐнного интеграла определенный 

интеграл по определению является числом. 

Теорема 1. (необходимое условие интегрируемости). Если функция  xf

интегрируема на отрезке  ba, , то она ограничена на нем. 

Доказательство еѐ можно найти, например, в [7]. 

Теорема 2.(достаточные условия существования определенного интеграла). 

     1. Если функция  xf  непрерывна на отрезке  ba, , то она интегрируема. 

     2. Если функция ограничена и имеет конечное число точек разрыва, то она 

интегрируема. 

     3. Монотонные ограниченные функции интегрируемы. 

     Легко видеть, что изменение интегрируемой функции в конечном числе 

точек не изменяет значения интеграла, поэтому неважно, определена функция в 

этих точках или нет. Так, существует, как обычный, определенный интеграл от 

ограниченной функции dx
x

x

1

0

sin
. 

Для вычисления определенного интеграла от функции  xfy  служит 

формула Ньютона-Лейбница: 

)()()()( aFbF
b b

a
xFdxxf

a

 , 

где  xFy   – любая из первообразных функции  xfy  . 

Таким образом, для того, чтобы вычислить определенный интеграл от функции 

 xf  на промежутке  ba, , необходимо найти любую первообразную функцию и 

вычислить разность еѐ значений в верхнем и нижнем пределах интегрирования. 
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3.3.Некоторые свойства определѐнного интеграла 

 

    
b bb

a
dxxgdxxfdxxgxf

aa

;)()()()(      1) 

 

;,)()()2 constk
b

a

b

a
dxxfkdxxkf         

.,)()()(        3) constc

b

a

c

a

b

c
dxxfdxxfdxxf   

 
 

Пример: 

Вычислить определенные интегралы а)   
2

1

3 2 dxxx ;  б)   
2

1

3
23 dxx . 

Решение: 

а) По формуле Ньютона-Лейбница получаем: 

  .
4

3

4

5
212

2

2131
4

1
22

2

2
2

4

1
2

24
2

2
4

24
3

2

1

2

1













































  x

xx
dxxx

б) Введем новую переменную интегрирования с помощью подстановки 

 3x – 2 = t  3dx = dt  dtdx
3

1
 . Находим новые пределы интегрирования. 

Подставляя в соотношение 3x – 2 = t значения 1нх и 2вх , 

соответственно, получим 1213 нt  и 4223 вt .  

Следовательно,   .1514
12

1

43

1

3

13)23(
2

1

4

1

44
4

1

4
3  

t
dttdxx

 
 

 

Примеры для самостоятельного решения: 

 

1)  dxxx 
2

1

23 132 ;  2)  dxxx 
4

1

3 342 ; 

3) dxx
x

 









4

0
2

sin
cos

2



;       4)  dxx
 
1

0

24 ; 

5) dx
xx

 


















1

0
22 1

3

1

2
; 6) dxx

x













3

1

22
; 
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7)   dxe x




3

2

53 ;   8) dx
x

ctgx

2

4

2sin





; 

9) dxxe

x


3

0

2

2

;   10) dxxe x

2

6

sin cos





; 

11) dxxx cossin
3

6

3 





;  12)   dxx 
1

2

1

7
12 ; 

13) dx
x

xe

e


3 2ln
;   14) dx

x

x

3

0
3cos

sin



; 

15)   dxx 
0

2

1

3
42 ;   16) dx

x

x




1

0
2

2

1

arctg

 

 

 

 3.4. Замена переменной в определенном интеграле 
 

Теорема. Пусть функция  xf непрерывна на промежутке  ba; , функция  tx   

имеет непрерывную производную  t  на промежутке   ; , причем 

  ,)(, ba   сложная функция  )(tf  определена и непрерывна на 

промежутке   ; . Тогда  

.)())(()( dtttf

b

dxxf
a






                                                                              (3.4.1) 

Доказательство. 
Пусть  xF  есть первообразная для  xf . Тогда в силу непрерывности функции 

 xf по формуле Ньютона-Лейбница имеем 

)()()()( aFbF
b b

a
xFdxxf

a

 . 

С другой стороны, функция  )(tF   есть первообразная для непрерывной на 

  ;  функции  )(tf   t , так как 

 .))((
))((

ttf
dt

dx

dx

dF

dt

tdF



  
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Поэтому по формуле Ньютона-Лейбница 

).()())(())(())(()())(( aFbFFF

b

tFdtttf
a

 





 

Сравнивая этот результат с формулой Ньютона-Лейбница, убеждаемся в 

справедливости равенства (1). 

 Замечание 1. Преимущество перед соответствующим методом для 

неопределенного интеграла в том, что здесь не требуется возвращаться к старой 

переменной. Вычислив интеграл в правой части равенства (1), мы тем самым 

вычислим интеграл в левой части. На символ dx  можно смотреть как на 

дифференциал функции  tx  , именно, .)( dttdx   Поэтому формула (1) 

вполне естественно запоминается. 

Замечание 2. Новые пределы интегрирования найдутся из уравнений

  .)(, btat    

Замечание 3. Требование "сложная функция  )(tf  определена и непрерывна на 

промежутке   ;  " не лишнее, так как значения промежуточного аргумента 

 tx  могут выходить за пределы  ba; . Пусть они образуют промежуток

   .;, baBA   Тогда данное требование есть требование непрерывности  xf на 

 ba; . Но это условие можно заменить менее общим: потребовать, чтобы 

значения  tx   ba; , в частности, чтобы  tx   была монотонной. 

 

 

3.5. Применение определенного интеграла 

 

3.5.1. Площадь плоской фигуры 

Пусть на отрезке  ba;  задана непрерывная 

неотрицательная функция  xfy   (см. рис. 3). Тогда 

площадь фигуры, ограниченной непрерывной 

функцией  xfy  , прямыми ax  , bx   и отрезком 

оси Ох , вычисляется по формуле 
b

a

dxxfS )( . 

Если функция меняет знак, то получим только алгебраическую сумму 

площадей, в которой площади под осью Ох имеют знак минус. Чтобы получить 

саму площадь, надо устранить влияние знака функции  xfy  , и получим 


b

dxxfS
a

.)(  А площадь криволинейной фигуры, 

ограниченной двумя непрерывными кривыми 

 xfy   и  xy  , где )()( xxf   и a , b -абсциссы 

точек пересечения данных кривых (см. рис. 4), 

х 

у 

а b 

y=f(x) 

Рис.3

.5... 

х 

у 

а b 

y=f(x) 

)(xy   

Рис.4 
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вычисляется по формуле   dxxxfS
b

a

  )()(  . 

 

Пример. 

Вычислить площадь фигуры, ограниченной прямой 1 xy  и параболой 

 

Решение: 

1. Построим на плоскости заданные линии: 

А) Для построения прямой 1 xy , зададим значения для переменной х и 

найдем соответствующие ей значения переменной y 

x  0 1 

y  –1 0 

Следовательно, прямая проходит через точки 

(0; –1) и (1; 0). 

Б) Для построения параболы найдем точки  

пересечения ее с осями координат и вершину параболы: 

Пересечение с осью Ox , значит 0y , то есть 012  x . Решая данное 

уравнение, получаем 1x  и 1x .  

Пересечение с осью Oy , значит 0x , то есть   1100 2 y , получили 

точку (0; 1), которая совпала в нашем случае с вершиной параболы. 

2) Площадь фигуры, ограниченной сверху и снизу непрерывными линиями 

 xfy   и )(xy  , пресекающимися в точках с абсциссами ax   и bx  , 

определяется по формуле   dxxxfS
b

a

  )()(   

Для нахождения точек пересечения линий решаем систему уравнений 









.1

,1

2xy

xy
 

Приравняем правые части данных уравнений . Перенесем 

слагаемые из правой части в левую и приведем подобные, получим 

022  xx . Умножим данное уравнение на (–1), получим 022  xx . 

Решая данное уравнение, найдем корни 2x  и 1x .  

Площадь искомой фигуры равна  

12  xy

112  xx

1 

1 -1 

-1 

y  

x  

Рис.5 
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   
  5,422

2

2

3

2
12

2

1

3

1
2323





















  

 

 

Задачи для самостоятельного решения: 

 

1.Вычислить площади фигур ограниченных указанными линиями: 

1) 
24 xy   и 5y ;   2) 

2xy   и 
2

3x
y  ; 

3) 
x

y
5

  и 6 xy ;   4) 
x

y
2

  и  xy  3 ; 

5) xxy 42   и 0y ;    6) xxy 42   и 4 xy . 

2. Найти площадь фигуры, образуемую кривыми 2

1

x
y  , 1x , 3x , 0y . 

3. Найти площадь фигуры, образуемую кривыми xy  ,  1x , 0y . 

4. Найти площадь фигуры, образуемую кривыми 
x

y
1

 , 1x , ex  , 0y . 

5. Найти площадь фигуры, образуемую кривыми xy  , 4x , 0y . 

6. Найти площадь фигуры, образуемую кривыми 2

1

x
y  , 2x , 3x , 0y . 

7.Найти площадь фигуры, образуемую кривыми 
3 xy  ,  1x , 0y . 

8. Найти площадь фигуры, образуемую кривыми 
4 xy  ,  16x , 0y . 

9. Найти площадь, ограниченную кривыми 
3 xy   и 

3xy   ( 0x ). 

10. Найти площадь фигуры, образуемой линиями xy sin , 0y ,  x0 . 

11. Найти площадь фигуры, образуемую кривыми xy  ,  1x , 0y . 

12. Найти площадь фигуры, образуемую кривыми 
x

y
1

 , 1x , ex  , 0y . 

13. Найти площадь фигуры, образуемую кривыми xy  , 4x , 0y . 

14. Найти площадь фигуры, образуемую кривыми 2

1

x
y  , 1x , 3x , 0y . 

15. Найти площадь фигуры, образуемую кривыми 
4 xy  ,  16x , 0y . 

16. Найти площадь, ограниченную кривыми 
3 xy   и 

3xy   ( 0x ). 

    
1

2

231

2

2

1

2

2 2
23

211











  x

xx
dxxxdxxxS
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17. Найти площадь фигуры, образуемую кривыми 4 xy  ,  81x , 0y . 

18.Найти площадь фигуры, образуемую кривыми xy  ,  1x , 0y . 

19.Найти площадь фигуры, образуемую кривыми 
x

y
1

 , ex  , 
2ex  , 0y . 

20. Найти площадь фигуры, образуемую кривыми 
3 xy  ,  27x , 0y . 

 

 

3.5.2. Вычисление объемов тел вращения 

 

Пусть на отрезке  ba;  задана непрерывная 

знакопостоянная функция  xfy  . Тогда объем тела, 

образованного при вращении вокруг оси абсцисс 

криволинейной трапеции, ограниченной линиями 

 xfy  , 0y , ax  , bx   вычисляется по формуле  


b

a
Ox dxxfV )(2 . 

Пусть на отрезке  dc;  задана непрерывная 

знакопостоянная функция  yx  . Тогда объем тела, 

образованного при вращении вокруг оси ординат 

криволинейной трапеции, ограниченной линиями 

 yx  , 0x , cy  , dy   вычисляется по формуле 


d

c
Oy dyyV )(2 . 

 

Пример. 

Вычислить объем тела, полученного от вращения фигуры, ограниченной 

линиями xey  , 0y , 0x , 1x  вокруг осиОх.  

Решение: 

Применим формулу 
b

a
Ox dxxfV )(2 , 

тогда искомый объем равен  

)(xfy   

а в х 

у 

0 

Рис.6 

)(yx 

с 

d 

х 

у 

0 

Рис.7 

1 х 

у 

0 

Рис. 8 

x
ey



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  .36,1

0

1

2

1 2

1

0

2









 


xx

Ox edxeV   

 

 

Задачи для самостоятельного решения: 

 

1. Вычислить объем тела вращения вокруг оси Ox , ограниченного кривой 

xy sin  в пределах  0;0A  и 







1;

2


B . 

2. Вычислить объем тела вращения вокруг оси Ox , ограниченного кривой 

xy cos  в пределах 







 0;

2


A и 








0;

2


B . 

3. Вычислить объем тела вращения вокруг оси Ox  и оси Oy , ограниченного 

дугой параболы 
23 xy   расположенной в первой четверти. 

4. Вычислить объем тела вращения вокруг оси Ox  и оси Oy , ограниченного 

дугой гиперболы
x

y
3

  в пределах  3;1A  и  1;3B . 

5. Найти объем тела, образованного вращением вокруг оси Ox  фигуры, 

расположенной в первом квадранте и ограниченной заданными кривыми и 

осью Ox .  

5.1. .42;2 2  xyxy    5.2. .2;2  xyxy  

5.3. .4;3 2  xyxy    5.4. .3;
4

1 2  xyxy
 

5.5. .83;
2

1 2  xyxy    5.6. .123;
3

1 2  xyxy
 

5.7. .22;4 2  xyxy    5.8. .2
2

1
;

4

1 2  xyxy
 

5.9. .62;4 2  xyxy    5.10. .3;2  xyxy  

5.11. .143;2 2  xyxy    5.12. .6;
3

1 2  xyxy
 

5.13. .52;3 2  xyxy    5.14. .92;
3

1 2  xyxy
 

5.15. .62;
4

1 2  xyxy    5.16. .10;2 2  xyxy  

5.17. .63;3 2  xyxy    5.18. .52;2  xyxy  

5.19. .3;
2

1 2  xyxy    5.20. .85;3 2  xyxy  

6. Вычислить объемы тел, образованных вращением фигур, ограниченных 
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графиками функций. Ось вращения Oy . 

6.1. xy
x

y arccos;
3

arccos 







 .0; y  

6.2. xy
x

y arcsin;
5

arcsin 







 .

2
;


y  

6.3. xyxy  ,12
,0, x .0y

 
6.4. 0,1  yxy ,5,0, x .1y  

6.5. ,2,ln  xxy .0y   

6.6.   1,1
2

 yxy  

6.7. 0,22  yxy ,, 3xy  .1y  

6.8. ., 23 xyxy   

6.9. 


















5
arccos;

3
arccos

x
y

x
y .0; y  

6.10. xyxy arccos;arcsin  .0; y  

6.11. 2,122  xxxy .0; y  

6.12. .,3 xyxy   

6.13. xyxy arccos;arcsin  .0; x  

 

 

3.5.3. Длина дуги кривой 

 

Если функция  xfy   непрерывна вместе с  xf  на промежутке  ba; , то длина 

дуги выражается формулой   dxxfL

b

a

 
2

)(1 .  

Пример.  Найти длину дуги кривой 2

3

2xy  , 110  x . 

Решение. 

 Для вычисления длины дуги кривой,  заданной в декартовых координатах, 

найдем производную. 2

1

2

3

32 xxy 
















  . 

Поэтому искомая длина дуги равна  

  dxxfL

b

a

 
2

)(1 







 

11

0

2

2

1

31 dxx 
11

0

91 dxx 
11

0

)91(91
9

1
xdx 



0

11

3

)91(

9

2 2

3

x
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741100
27

2
2

3















 . 

 

 

Задачи для самостоятельного решения: 
 

1. Найти длину дуги кривой xxy
3

1
 ; 120  x . 

2.Найти длину дуги кривой xxy arcsin1 2  ; 
9

7
0  x . 

3. Найти длину дуги кривой 
2

4
2x

y  ; 220  x . 

4.Найти длину дуги кривой   11
3

1
 xxy ; 10  x . 

5. Найти длину дуги кривой xy sinln1 ; 
23


 x . 

6.Найти длину дуги кривой 
2

1 xx ee
y


 ; 30  x . 

7.Найти длину дуги кривой 12 2  xxy ; 1
4

1
 x . 

8.Найти длину дуги xy cosln ; 
4

0


 x . 

9.Найти длину дуги 13 xey ; 24ln15ln  x . 

10.Найти длину дуги 3
2





xx ee

y ; 20  x . 

11.Найти длину дуги 1
2

2


x

y ; 20  x . 

12.Найти длину дуги xy sinln ; 
23


 x . 

13.Найти длину дуги
xey  2 ; 8ln3ln  x . 

14.Найти длину дуги xy sinln1 ; 
23


 x . 

15.Найти длину дуги
4

322 


 xx ee
y ; 20  x . 

16.Найти длину дуги  21ln xy  ; 
2

1

2

1
 x . 

17.Найти длину дуги   11
3

1
 xxy ; 10  x . 

18.Найти длину дуги 6 xey ; 15ln8ln  x . 
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4.  Вопросы для самоконтроля 

 

1. Интегральное исчисление. Первообразная. Неопределѐнный интеграл. 

2. Интегрирование – операция, обратная дифференцированию.  

3. Классы интегрируемых функций.  

4.Четыре свойства и таблица интегралов. Неберущиеся интегралы.  

5. Замена переменного. Подведение под знак дифференциала. 

6. Интегрирование по частям.  

7. Интегрирование дробно-рациональной функции. 

8. Некоторые замены в интегралах от тригонометрических функций. 

9. Некоторые замены в интегралах отпростейших иррациональностей. 

10. Определѐнный интеграл: площадь криволинейной трапеции и 

определение определѐнного интеграла.  

11. Свойства определѐнного интеграла.  

12. Теоремы о среднем, интеграл с переменным верхним пределом, формула 

Ньютона-Лейбница.  

13. Специальные функции: интегральный синус, функция Лапласа.  

14. Площадь криволинейной трапеции. 

15. Объѐм тела вращения. 

16.Длина дуги плоской кривой. 
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5. Задания для контрольных работ 

 

5.1. Задания к контрольной работе №1 

 

 Найти интегралы: 

1. а)   dx
x

x )2
1

5(
4

4
; б) 

x

xdx
2cos

; в) 
13

2

x

dxx
; 

2. а)   dx
x

x )1
2

(
3 2

3
; б)  xdxx ln2 ; 

в) dx
x

x


3 2sin

cos
; 

3. а)   dxx
x

x )2
3

(
4

6
; 

б)   xdxx cos)12( ; в)  xdxxsincos3 ; 

4. а)   dx
x

x )1
2

6(
8

5
;  

б)  xdx2ln ; 
в) 

 x

x

e

dxe
2

2

31
; 

5. а)   dxxxx )243( 55 ; б)   xdxx sin)1( ;  
в) 

12

2

x

x

e

dxe
; 

6. а)   dx
x

x )8
2

3(
5

3
;  

б)   dxx )12ln( ; 
в) 


dx

x

x
21

arctg
; 

7. а) dx
x

xxx


 423

;  б) 
x

xdx
2cos

; в) 


dx
x

x

1
; 

8. а)   dx
x

x )5
2

1
3( 2 ;  

б)  xdxarcsin ; в)  xdx5cos ; 

9. а)   dx
x

x )1
3

2(
4

3
;  

б) 
 dxex x2)1( ; в) dxxx  23 3 8 ; 

10. а)   dx
x

x )1
7

6(
7

5
;  

б)   xdxx cos)12( ; в)   dxxx 2 ; 

11. а) dx
x

x )2
2

7( 3
5

6
  ;  б)  dx

x

xsin
; 

в)  xdx5ln ; 

12. а)   dxxx
x

)5
5

( 43 2

4
;  б) 


dx

xx

x

ln

3ln
; 

в)   dxx )75ln( ; 

13. а)   dxx
x

)
4

2( 5 ;  б) 


dx
x

x

3sin

cos

2
; в)  dx

x

x
2

ln
; 

14. а) dxxx )42( 2
  ;  

б) 


dx
x

x

231

3
; 

в) dxex x
  )12( ; 
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15. а) dxx
x

x )
4

7(
3

6
  ;  б) 

 782 xx

dx
; 

в)  xdxxarctg ; 

16. а) 


dx
x

xx 342

;  б) 
 224 xx

dx
; 

в) xdxx ln ;      

17. а)   dx
x

xx )
1

54(
2

3
; б) 

 6

2

1 x

dxx
; в) dx

x

x
 2

ln
; 

18. а) dxx
x

)3
2

7(  ;  б) 


dx
x

x
2sin9

cos
; 

в)   xdxx sin)1( ; 

19. а)   dx
x

x )3
2

4(
2

;  
б) 

 dxe x 18 ; в)   xdxx ln)43( ; 

20. а)   dx
x

x )7
2

1
3( 2 ;  б)  dxxx 23

2 3; в) 


dx
x

x
2)1(

ln
; 

 

 

5.2. Задания к контрольной работе №2 

 

Найти интегралы: 

 

1. а)  




x

dx

x

x

1

1
 б)   289 xx

xdx
 в) dxx arctg  

2. а) 


dx
x

x1
 б) dx

xx

x
 



52

32
2  в) dx

xx

3
cos

2
cos  

3. а)   dxxx
2

4 3 1   б) dx
xx

x
 



3

12
2  в) xdxxcos6sin  

4. а) 
 169 2 xx

dx
 б)   23 xx

dx
 

в) dxxe x

 5cos2
 

5.а) 



dx

xx

x

243

3
 б)  


dx

xx

x

43

2
2  в) dxxex

 3sin  

6. а) dx
xx

x






4

1

2
 б) dx

xxx

x
 



52

157
23  в) dx

x

x
 2

4

sin

cos
 

7. а) dxxx  62
 б)

 


2
1xx

dx
 в)  x

dx
4sin

 

8. а) dxxx  223  б)
   32xx

dx
 в) xdxx 2sin6sin  

9. а) dxxx  22  б)  


dx

xx

xx

65

95
2

2

 в) xdxx 33 cossin  
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10. а) 


dx
x

x1
 б)   942 xx

xdx
 в) xdxxcos6cos  

11. а)  




x

dx

x

x

1

1
 б)   562 2 xx

xdx
 в) dx

x

x
 2

5

cos

sin
 

12. а)   dxxx
2

4 3 1   б)  


dx

xx

x
23

5 1
 в)  xdxx 32 cossin  

13. а) dx
x

x






12

1
 б)  


dx

xx

x

84

52
2

 в) dxxe x

 cos2  

15. а) dxxx  223  б)
 


2
2xx

dx
 в) dxxx cossin3

  

16. а) 


dx
x

x1
 б)  


dx

xx

xx

45

95
2

2

 в)  xdxx 23 cossin  

17. а)   dxxx
2

4 3 1   б)   24 3xx

dx
 в) dxxe x

 2cos2  

18. а) dx
x

x






12

1
 б)  



xx

x

4

2
3

 в) dx
x

x
 3 2

3

cos

sin
 

19. а) 
 3 1212 xx

dx
 б)  


dx

xxx

x

22

2
23

 в) dxxx cossin3

  

20. а) 


dx
x

x

4 31
 б)  


dx

xx

x

3

23
2

 в)  xdxx 23 cossin . 

 

 

5.3.Задания к контрольной работе №3 

 

1. Вычислить площадь фигуры, ограниченной указанными линиями. 

Сделать чертеж. 

1. ;22 xxy    2 xy .  2. ;342  xxy  3 xy . 

3. ;1062  xxy  xy  .  4. ;122  xxy   1 xy . 

5. ;862  xxy  4 xy .  6. ;1362  xxy  3 xy . 

7. ;12  xy   1 xy .  8. ;1582  xxy  5 xy . 

9. ;23 2xxy    xy  1 .  10. ;322  xxy  13  xy . 

11. ;16102  xxy  2 xy .  12. ;2 2xxy    xy  . 

13. ;13 2  xy   73  xy .  14. ;442  xxy  xy  . 

15. ;12  xy   1 xy .  16. ;1882  xxy  182  xy . 

17. ;4 2xxy    xy  .  18. 442  xxy ; 08  yx . 

19. 722  xxy ; 7 xy .  20. 542  xxy ; 01  yx . 

21.  32 xy ;                  84  xy .               22. 
24 xy  ;                   xxy 22  . 

 

2. Найти объем тела, образованного вращением вокруг оси Ox  фигуры, 
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расположенной в первом квадранте и ограниченной заданными параболой, 

прямой и осью Ox . Сделать чертеж. 

1. .42;2 2  xyxy    2. .2;2  xyxy  

3. .4;3 2  xyxy     4. .3;
4

1 2  xyxy
 

5. .83;
2

1 2  xyxy    6. .123;
3

1 2  xyxy
 

7. .22;4 2  xyxy    8. .2
2

1
;

4

1 2  xyxy
 

9. .62;4 2  xyxy    10. .3;2  xyxy  

11. .143;2 2  xyxy    12. .6;
3

1 2  xyxy
 

 

3. Вычислить объемы тел, образованных вращением фигур, ограниченных 

графиками функций. Ось вращения Oy . 

    1. xy
x

y arccos;
3

arccos 







 .0; y  

2. xy
x

y arcsin;
5

arcsin 







 .

2
;


y  

3. xyxy  ,12
,0, x .0y

 
4. 0,1  yxy ,5,0, x .1y  

5. ,2,ln  xxy .0y   

6.   1,1
2

 yxy  

7. 0,22  yxy ,, 3xy  .1y  

8. ., 23 xyxy   

9. 


















5
arccos;

3
arccos

x
y

x
y .0; y  

10. xyxy arccos;arcsin  .0; y  

    11. 2,122  xxxy .0; y  

 

4. Вычислить длины дуг кривых, заданных уравнениями в прямоугольной 

системе координат. 

1. xxy
3

1
 ; 120  x . 

2. xy ln ; 83  x . 

3.   11
3

1
 xxy ; 10  x . 

4. 6 xey ; 15ln8ln  x . 
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5.
2

1 xx ee
y


 ; 30  x . 

6.
24 xy  ; 22  x . 

7.
x

y
2

5
ln ; 83  x . 

8. xy cosln ; 
4

0


 x . 

9. 13 xey ; 24ln15ln  x . 

10. 3
2





xx ee

y ; 20  x . 

11. 1
2

2


x

y ; 20  x . 

12. xy sinln ; 
23


 x . 

13.
xey  2 ; 8ln3ln  x . 

14. xy sinln1 ; 
23


 x . 

15.
4

322 


 xx ee
y ; 20  x . 

16.  21ln xy  ; 
2

1

2

1
 x . 

17. 12 2  xxy ; 1
4

1
 x . 

18.
4

5

5

4
xy  ; 90  x . 

19. 24  xy ; 32  x . 

20.
2

4
2x

y  ; 220  x . 

21. xy ln ; 115  x . 

22. 14 2  xxy ; 1
8

1
 x . 
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