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Теория и применение метода конечных элементов (МКЭ) подробно изложены в монографиях [1-3].
Расчетно-графическая работа №1
Расчет плоских ферм
Задана ферма, находящаяся под действием силы (системы сил). Если не указано специально, жесткость элементов фермы на растяжение-сжатие принять равной EA. Численные значения параметров приведены в таблице.

	Параметр
	Значение

	Длина элемента фермы a (м)
	1

	Площадь сечения A (м2)
	1 10-4

	Модуль Юнга E (Па)
	2 1011

	Сила P (Н)
	1 103


Задание.

1. Выполнить расчет фермы методом конечных элементов в форме метода перемещений, определить узловые перемещения в “буквенном” виде. 
2. Определить внутренние усилия в элементах.

3. Построить эпюры нормальных сил. Если “буквенные” выражения получились слишком громоздкими и сложными, вычислить их, используя численные значения параметров.

4. Определить реакции в связях.

5. Проверить условия равновесия одного из узлов с нагрузкой.

При решении задачи возможно (и желательно) использовать математические пакеты, предназначенные для аналитических вычислений (напр. MAPLE).
Варианты заданий.
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Расчетно-графическая работа №2

Расчет плоских балок

Задана плоская балка под действием сосредоточенных сил и моментов. Если не указано специально, жесткость балки на изгиб принять равной EJ. Значения параметров приведены в таблице.

	Параметр
	Значение

	Длина элемента балки a (м)
	1

	Момент инерции J (м4)
	1/12 10-8

	Модуль Юнга E (Па)
	2 1011

	Сила P (Н)
	1 103

	Момент М=Ра (Н·м)
	1 103


При выборе расчетной схемы учесть, если это возможно, наличие симметрии. Для балок в качестве узловых неизвестных выбрать прогиб и угол поворота.

Задание.

1. Выполнить расчет балки методом конечных элементов в форме метода перемещений, определить узловые перемещения в “буквенном” виде. 

2. Определить внутренние усилия на элементах.

3. Построить эпюры перерезывающих сил, моментов, углов поворота и прогибов. Если “буквенные” выражения получились слишком сложными, вычислить их, используя численные значения параметров.

4. Определить реакции в связях.

5. Проверить условия равновесия одного из узлов с нагрузкой.
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Примеры выполнения заданий. Расчет фермы

Задана четырех стержневая ферма, нагруженная в центральном узле силой P, действующей по горизонтали. Требуется определить перемещения узлов и внутренние усилия в элементах фермы.
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Рис. 1 Задание для расчета

Порядок расчета.

1. Пронумеруем узлы и элементы, как показано на рис. 1.2

[image: image37]
Рис. 2 Нумерация узлов и элементов
Номер элемента заключен в рамку. Составим матрицу связности узлов и элементов.
	Номер элемента
	1-ый узел
	2-ой узел

	1
	1
	2

	2
	1
	3

	3
	1
	4

	4
	2
	3


2. Формируем матрицы жесткости элементов.
2.1. Первый элемент.

Геометрические характеристики элемента 

	Δx =
	-a

	Δy =
	a

	L =
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Матрица жесткости 1-го элемента в локальной система координат имеет вид:
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Матрица преобразования в глобальную систему координат имеет вид:
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Матрица жесткости 1-го элемента в глобальной система координат имеет вид:
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2.2. Второй элемент.

Геометрические характеристики элемента 

	Δx =
	0

	Δy =
	a

	L =
	a

	Δx/l =
	0

	Δy/l =
	1


Матрица жесткости 2-го элемента в локальной система координат:
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Матрица преобразования в глобальную систему координат:
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Матрица жесткости 2-го элемента в глобальной система координат:
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2.3. Третий элемент.

Геометрические характеристики элемента 

	Δ x=
	a

	Δ y=
	a

	L =
	
[image: image47.wmf]2
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	Δx/l =
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	Δy/l =
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Матрица жесткости 2-го элемента в локальной система координат:
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Матрица преобразования в глобальную систему координат:
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Матрица жесткости 2-го элемента в глобальной система координат:

2.4. 
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2.5. Четвертый элемент.

Геометрические характеристики элемента 

	Δx =
	a

	Δy =
	0

	l =
	a

	Δx/l =
	1

	Δy/l =
	0


Матрица жесткости 4-го элемента в локальной система координат:
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Матрица преобразования в глобальную систему координат:
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Матрица жесткости 4-го элемента в глобальной система координат:
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3. Формирование глобальной матрицы жесткости.
Схема суммирования глобальной матрицы жесткости :
Матрица жесткости двухузлового элемента имеет следующую структуру:

[image: image56.wmf][

]

ú

û

ù

ê

ë

é

=

22

21

12

11

k

k

k

k

k

,

Где 
[image: image57.wmf][

]

ij

k

 - подматрица размером 
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. На следующей ниже схеме суммирования через «e,ij» обозначена подматрица 
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Итоговая матрица жесткости и вектор узловых сил:
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4. Учет граничных условий

Учтем условия закрепления – вычеркнем строки и столбцы с номерами с 4 по 8.
В итоге получим систему линейных алгебраических уравнений.


[image: image61.wmf].
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5. Решение системы линейных алгебраических уравнений

Решив систему, получим
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Дополним полученное решение граничными условиями.
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6. Определение внутренних усилий
6.1.
Первый элемент
Вектор неизвестных 1-го элемента в глобальной системе координат


[image: image64.wmf]{

}

T

EA

Pa

Q

þ

ý

ü

î

í

ì

-

-

=

0

)

2

+

(-3

7

2

)

2

4

+

(-5

7

1

)

2

2

+

(1

7

3

1


Вектор неизвестных 1-го элемента в локальной системе координат
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Матрица производных 1-го элемента
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Деформация 1-го элемента равна


[image: image67.wmf][

]

{

}

EA

P

q

B

)

2

3

2

(

7

2

1

1

1

+

-

=

=

e


Усилие в1-ом элементе равно
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2. Второй элемент
Вектор неизвестных 2-го элемента в глобальной системе координат
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Вектор неизвестных 2-го элемента в локальной системе координат
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Матрица производных 2-го элемента
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Деформация 2-го элемента равна
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Усилие в2-ом элементе равно
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3. Третий элемент

Вектор неизвестных 3-го элемента в глобальной системе координат
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Вектор неизвестных 3-го элемента в локальной системе координат
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Матрица производных 3-го элемента
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Деформация 3-го элемента равна
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Усилие в 3-ем элементе равно
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6.4.
Четвертый элемент

Вектор неизвестных 4-го элемента в глобальной системе координат
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Вектор неизвестных 4-го элемента в локальной системе координат
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Матрица производных 1-го элемента
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Деформация 4-го элемента равна
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Усилие в 4-ом элементе равно
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Построим эпюры внутренних усилий в элементах фермы.
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Рис. 3. Эпюра внутренних усилий в элементах фермы
Расчет фермы выполнен.
Примеры выполнения заданий. Расчет плоской балки

Задана статически неопределимая балка, нагруженная сосредоточенной силой.

Жесткость элементов равна EJ. Размеры указаны на рисунке. Требуется определить прогибы, углы поворота сечений, перерезывающие усилия и моменты.
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Рис. 3. Задание на расчет
1. Построим расчетную схему. Так как распределенная нагрузка отсутствует, выберем узлы в точках, где приложены нагрузки и имеются связи. Пронумеруем узлы и элементы
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Рис 4. Номера узлов и элементов
Составим матрицу связности узлов и элементов (табл.1.1)

Таблица 1.1

	Номер элемента
	1-ый узел
	2-ой узел

	1
	1
	2

	2
	2
	3


Формируем матрицы жесткости элементов.

1-ый элемент.
	l =
	2a


Матрица жесткости 1-го элемента
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2-ый элемент.

	l =
	a


Матрица жесткости 2-го элемента
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4. Формирование глобальной матрицы жесткости.

Схема суммирования глобальной матрицы жесткости :

	
	1
	2
	3

	1
	1,11
	1,12
	

	2
	1,12
	1,22+2,11
	2,12

	3
	
	         2,12
	2,22
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Учтем условия закрепления: удалим строки и столбцы с номерами 1, 2, 5.

В итоге получим систему линейных алгебраических уравнений.
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Решив систему, получим
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Дополним полученное решение граничными условиями.
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Определение внутренних усилий и моментов

Первый конечный элемент.
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Аналогично вычисляем:
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Второй конечный элемент.
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x

N

V

x

N

x

N

V

x

N

EJ

Q

27

13

)

(

)

(

)

(

)

(

(

2

4

2

3

1

2

1

1

-

=

q

¢

¢

¢

+

¢

¢

¢

+

q

¢

¢

¢

+

¢

¢

¢

=


Построим эпюры прогибов, узлов поворота сечений, изгибающих моментов и перерезывающих сил.
[image: image99.png]02





Рис. 5. Эпюры прогибов, узлов поворота сечений, изгибающих моментов и перерезывающих сил

Расчет балки выполнен.
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