( 3. Линейные обыкновенные дифференциальные

       уравнения � EMBED Equation.2  ���-го порядка  (ЛОДУ)



       п.1. Основные понятия и определения.



	Определение 11. ЛОДУ � EMBED Equation.2  ���-го порядка называется уравнение

� EMBED Equation.2  ���         (17)

где функции � EMBED Equation.2  ��� и  � EMBED Equation.2  ���- непрерывны в некотором промежут-ке � EMBED Equation.2  ���, причем � EMBED Equation.2  ���

	Разделим обе части уравнения (17) на � EMBED Equation.2  ��� и обозначим � EMBED Equation.2  ���

� EMBED Equation.2  ��� Получим ЛОДУ � EMBED Equation.2  ���-го порядка в канонической форме

� EMBED Equation.2  ���    (18)

	Определение 12. Если � EMBED Equation.2  ���, то (18) называется  линейным неоднородным обыкновенным дифференциальным уравнением (ЛНОДУ) � EMBED Equation.2  ���-го порядка, а если � EMBED Equation.2  ���, то уравнение

� EMBED Equation.2  ���           (19)

называется линейным однородным обыкновенным дифференциальным урав-нением (ЛООДУ) � EMBED Equation.2  ���-го порядка, соответствующим ЛНОДУ (18).

	Замечание 1. ЛООДУ (19) на промежутке � EMBED Equation.2  ��� всегда имеет реше- ние � EMBED Equation.2  ���, которое называется тривиальным решением.

	Запишем ЛНОДУ (18) в разрешенном относительно � EMBED Equation.2  ��� виде

� EMBED Equation.2  ���.  (20)

Так как функция� EMBED Equation.2  ���в (20) непрерывна вместе со своими частными производны-ми по � EMBED Equation.2  ��� в области  � EMBED Equation.2  ���,

то в окрестности � EMBED Equation.2  ���любой точки� EMBED Equation.2  ���вы- полняются все условия теоремы 1 существования и единственности решения    � EMBED Equation.2  ��� задачи Коши для уравнения (20) с начальными условиями (4).  Отсюда следует, что для любого значения � EMBED Equation.2  ��� и для любых, наперед заданных, вещественных значений � EMBED Equation.2  ��� су- ществует единственное решение задачи Коши для уравнений (18) и (19) с на-чальными условиями (4). Таким образом, любое решение � EMBED Equation.2  ��� уравнений (18) и (19) является частным и поэтому особые решения отсутствуют.

	Замечание 2. Единственным решением задачи Коши для ЛООДУ (19) с 

начальными условиями

� EMBED Equation.2  ���    (21)

является тривиальное решение � EMBED Equation.2  ���

	Рассмотрим линейный дифференциальный оператор � EMBED Equation.2  ���-го порядка

� EMBED Equation.2  ���,   (22)

определённый на множестве функций из класса � EMBED Equation.2  ���, то есть для любой функции � EMBED Equation.2  ��� на промежутке � EMBED Equation.2  ��� справедливо тождество

    � EMBED Equation.2  ���.

 При этом предполагается, что все функции � EMBED Equation.2  ���- непрерывны для  � EMBED Equation.2  ���

	Перечислим свойства оператора � EMBED Equation.2  ���:

1) � EMBED Equation.2  ���

2) � EMBED Equation.2  ���

3)� EMBED Equation.2  ���

                                                      � EMBED Equation.2  ���.



п.2. Линейная зависимость и независимость функций.



	Определение 13. Система функций � EMBED Equation.2  ���, определён-ных на промежутке � EMBED Equation.2  ���, называется линейно зависимой на этом про-межутке, если 

� EMBED Equation.2  ���.     (23)

Если же последнее тождество в (23) имеет место лишь в случае, когда все пос-тоянные � EMBED Equation.2  ��� одновременно равны нулю, то система функций � EMBED Equation.2  ��� называется линейно независимой на � EMBED Equation.2  ���

	Пример 1. Система функций � EMBED Equation.2  ��� является линейно независи- мой в любом интервале � EMBED Equation.2  ���. В самом деле, соотношение

� EMBED Equation.2  ���

в котором не все � EMBED Equation.2  ��� равны нулю, не может выполняться тождественно, ибо оно определяет собой алгебраическое уравнение � EMBED Equation.2  ���-ой сте-пени с вещественными коэффициентами и поэтому не может иметь более чем � EMBED Equation.2  ��� вещественных корней.

	Пример 2. Система функций � EMBED Equation.2  ���, где все � EMBED Equation.2  ��� вещественные и различные, является линейно независимой в любом интервале � EMBED Equation.2  ���. Действительно, предположим противное, то есть

� EMBED Equation.2  ���.      (24)

Пусть, для определенности, � EMBED Equation.2  ��� Разделим обе части тождества в (24) на � EMBED Equation.2  ��� и продифференцируем по � EMBED Equation.2  ���. Получим тождество

� EMBED Equation.2  ���.                                 (25)

Разделим обе части тождества (25) на � EMBED Equation.2  ��� и продифференцируем по � EMBED Equation.2  ���. Получим тождество

� EMBED Equation.2  ���.

Рассуждая аналогично, приходим после � EMBED Equation.2  ���-го шага к тождеству

� EMBED Equation.2  ���,

из которого, в силу различности всех � EMBED Equation.2  ���, следует � EMBED Equation.2  ���, что невозможно. Отсюда следует утверждение примера 2.

	Теорема 2. Если некоторая непустая подсистема � EMBED Equation.2  ��� сис-темы функций � EMBED Equation.2  ��� линейно зависима на промежутке � EMBED Equation.2  ���, то и сама система линейно зависима на этом промежутке.

	Доказать самостоятельно.

	Следствие. Если одна из функций системы � EMBED Equation.2  ���, определён-ных на промежутке � EMBED Equation.2  ���, тождественно равна нулю на этом промежутке, 

то такая система функций линейно зависима на � EMBED Equation.2  ���

	Определение 14. Определитель 

� EMBED Equation.2  ���         (26)

называется определителем Вронского для системы функций� EMBED Equation.2  ���, непрерывно дифференцируемых до � EMBED Equation.2  ���-го порядка включительно на про-межутке � EMBED Equation.2  ���

	Теорема 3. Если система функций � EMBED Equation.2  ��� � EMBED Equation.2  ��� линейно зависима на  � EMBED Equation.2  ��� то � EMBED Equation.2  ���

	Доказательство. По условию теоремы

� EMBED Equation.2  ���.  (27)

Продифференцируем тождество в (27) по � EMBED Equation.2  ��� до� EMBED Equation.2  ���-го порядка включитель-но. Получим систему тождеств

� EMBED Equation.2  ���                   (28)

Система (28) является однородной алгебраической системой тождеств относи- тельно � EMBED Equation.2  ��� с определителем � EMBED Equation.2  ��� Так как � EMBED Equation.2  ���, то � EMBED Equation.2  ���. Теорема 3 доказана.

	Следствие. Система функций � EMBED Equation.2  ��� линейно независима на промежутке� EMBED Equation.2  ��� если � EMBED Equation.2  ���



п.3. ЛООДУ � EMBED Equation.2  ���-го порядка с непрерывными коэффициентами.



	Рассмотрим уравнение

� EMBED Equation.2  ���     (19)

где функции � EMBED Equation.2  ���- непрерывные в промежутке � EMBED Equation.2  ���

	Лемма 1. Если функции � EMBED Equation.2  ��� являются решениями уравнения

(19), то любая их линейная комбинация

� EMBED Equation.2  ���                    (29)

где � EMBED Equation.2  ���- произвольные вещественные числа, также будет решением

 ЛООДУ (19).

	Доказательство непосредственно следует из свойства 3 линейного диф-ференциального оператора � EMBED Equation.2  ���-го порядка. 

	Теорема 4. Если функции � EMBED Equation.2  ��� являются решениями ЛООДУ (19) на промежутке � EMBED Equation.2  ��� то следующие утверждения эквивалентны:

1) � EMBED Equation.2  ���

2) � EMBED Equation.2  ���

3) система функций � EMBED Equation.2  ��� линейно зависима на промежутке � EMBED Equation.2  ���

	Доказательство. Для доказательства теоремы 4 достаточно показать, что из 1) следует 2), из 2) следует 3), из 3) следует 1).

а) соотношение � EMBED Equation.2  ���- очевидно;

б) покажем, что � EMBED Equation.2  ���. Рассмотрим линейную однородную алгебраическую систему

� EMBED Equation.2  ���                 (30)

� EMBED Equation.2  ��� уравнений с � EMBED Equation.2  ��� неизвестными � EMBED Equation.2  ���. Так как определитель этой системы � EMBED Equation.2  ��� то система (30) имеет хотя бы одно ненулевое реше- ние � EMBED Equation.2  ��� Из леммы 1 и равенств (30) следует, что функция

                                                   � EMBED Equation.2  ���

является решением ЛООДУ  (19)  на промежутке � EMBED Equation.2  ��� и удовлетворяет при � EMBED Equation.2  ��� нулевым начальным условиям (21). Но единственным реше-нием ЛООДУ (19) на промежутке � EMBED Equation.2  ��� с начальными условиями (21), сог- ласно замечания 2 п.1, является тривиальное решение � EMBED Equation.2  ���. Отсюда следует, что

                                  � EMBED Equation.2  ���,

где � EMBED Equation.2  ���, то есть система функций � EMBED Equation.2  ��� линейно зависи-ма на промежутке � EMBED Equation.2  ���

в) соотношение � EMBED Equation.2  ��� вытекает из теоремы 3 п.2. Теорема 4 доказана.

	Следствие. Если система решений � EMBED Equation.2  ��� ЛООДУ (19) линей-но независима на промежутке � EMBED Equation.2  ���, то � EMBED Equation.2  ���.

	Определение 15. Любая система � EMBED Equation.2  ��� решений � EMBED Equation.2  ��� ЛООДУ (19), линейно независимая на промежутке � EMBED Equation.2  ���, называется фундаменталь-

ной системой решений (ФСР) уравнения (19) на этом промежутке.

	Пример 3. Уравнение � EMBED Equation.2  ��� имеет частные решения � EMBED Equation.2  ��� и � EMBED Equation.2  ��� на промежутке � EMBED Equation.2  ���. Так как система функций � EMBED Equation.2  ��� ли-нейно независима (см. пример 2 п. 2) на промежутке � EMBED Equation.2  ���, то она предс-тавляет собой ФСР данного уравнения на этом промежутке.

	Теорема 5. Для того, чтобы система � EMBED Equation.2  ��� решений � EMBED Equation.2  ��� ЛООДУ (19) на промежутке � EMBED Equation.2  ��� являлась ФСР уравнения (19) на этом промежутке, необходимо и достаточно, чтобы определитель Вронского � EMBED Equation.2  ��� не равнялся нулю хотя бы в одной точке � EMBED Equation.2  ���

	Доказательство. Необходимость следует из определения 15 и следствия из теоремы 4. Достаточность следует из определения 15 и следствия из теоре-мы 3.

	Теорема 6. ЛООДУ (19) с непрерывными на промежутке � EMBED Equation.2  ��� коэф-фициентами всегда имеет ФСР на этом промежутке.

	Доказательство. Выберем произвольную числовую матрицу

                                     � EMBED Equation.2  ���

с определителем � EMBED Equation.2  ��� и поставим для ЛООДУ (19) � EMBED Equation.2  ��� задач Коши с начальными условиями: при � EMBED Equation.2  ���

1) � EMBED Equation.2  ���  2)� EMBED Equation.2  ��� . . . . . . . � EMBED Equation.2  ���

По теореме 1 каждая из поставленных задач имеет единственное решение на промежутке � EMBED Equation.2  ���. Обозначим эти решения соответственно � EMBED Equation.2  ��� и составим определитель Вронского для этих решений в точке � EMBED Equation.2  ���, который совпадает с � EMBED Equation.2  ���. Из теоремы 5 получаем, что найденная система решений � EMBED Equation.2  ��� является ФСР ЛООДУ (19) на промежутке � EMBED Equation.2  ��� Теорема 6 доказана.

	Теорема 7.  Пусть система решений � EMBED Equation.2  ��� ЛООДУ (19) явля-ется ФСР этого уравнения на промежутке � EMBED Equation.2  ���, тогда общее решение ЛООДУ (19)  на � EMBED Equation.2  ��� имеет вид 

� EMBED Equation.2  ���,                       (31)

где � EMBED Equation.2  ���- произвольные постоянные.

	Доказательство. Так как любое решение ЛООДУ (19) на промежутке � EMBED Equation.2  ��� является частным, то достаточно показать, что всякое решение � EMBED Equation.2  ��� задачи Коши для уравнения (19) с начальными условиями � EMBED Equation.2  ���,

� EMBED Equation.2  ���        (32)

задаётся формулой (31). Составим линейную алгебраическую систему

� EMBED Equation.2  ���            (32)

Поскольку определитель этой системы является определителем Вронского для функций � EMBED Equation.2  ���, являющихся линейно независимыми на промежутке � EMBED Equation.2  ���, то он отличен от нуля в любой точке этого промежутка. Следова-тельно, система (32) имеет единственное решение � EMBED Equation.2  ���. Тогда

� EMBED Equation.2  ���.          (33)

Действительно, слева и справа в тождестве (33) стоят решения ЛООДУ (19), начальные условия которых при � EMBED Equation.2  ��� совпадают. Согласно теоре-мы 1 о существовании и единственности решения задачи Коши для уравнения (19) с начальными условиями (32) левая и правая части в (33) совпадают на всём промежутке � EMBED Equation.2  ���, то есть имеет место (33). Теорема 7 доказана.

	Следствие. ЛООДУ (19) не может содержать более чем � EMBED Equation.2  ��� линейно неза-висимых решений на промежутке � EMBED Equation.2  ���.

	Теорема 8. Если уравнения 

� EMBED Equation.2  ���                 (19)

 � EMBED Equation.2  ���,                 (34)

с непрерывными на промежутке � EMBED Equation.2  ��� коэффициентами  � EMBED Equation.2  ��� � EMBED Equation.2  ���, имеют общую ФСР � EMBED Equation.2  ��� на этом промежутке, тогда 

� EMBED Equation.2  ���. 

	Доказательство. Подставляя решения � EMBED Equation.2  ���из ФСР в уравнения (19) и (34)  и вычитая почленно полученные тождества, получим

� EMBED Equation.2  ���           (35)

Если предположить, что � EMBED Equation.2  ���, то, в силу непре- рывности функций � EMBED Equation.2  ���,

    � EMBED Equation.2  ���.

Разделим обе части тождества (35) на  � EMBED Equation.2  ���, считая � EMBED Equation.2  ���Тогда для для всех � EMBED Equation.2  ��� получим тождество 

� EMBED Equation.2  ���,

которое показывает, что ЛООДУ � EMBED Equation.2  ���-го порядка

� EMBED Equation.2  ���

с непрерывными в интервале � EMBED Equation.2  ��� коэффициентами имеет � EMBED Equation.2  ��� линейно неза-висимых на этом интервале решений � EMBED Equation.2  ���, что противоречит след-ствию из теоремы 7. Отсюда получаем, что � EMBED Equation.2  ���. Рассуждая аналогично, получим � EMBED Equation.2  ���. Теорема 8 доказана.

	Следствие. Если на промежутке � EMBED Equation.2  ��� задана линейно независимая система � EMBED Equation.2  ��� функций � EMBED Equation.2  ��� из класса � EMBED Equation.2  ���, то можно построить ЛООДУ � EMBED Equation.2  ���-го порядка вида (19) с непрерывными на некотором интервале � EMBED Equation.2  ��� коэффициентами, для которого данная система функций будет ФСР на интервале � EMBED Equation.2  ���. В самом деле, так как система функций � EMBED Equation.2  ��� линейно независима на промежутке � EMBED Equation.2  ���, то, согласно следствия из теоремы 3 п.2, � EMBED Equation.2  ���. В силу непрерывности функции � EMBED Equation.2  ��� на � EMBED Equation.2  ���, получаем, что

 � EMBED Equation.2  ���.

Предположим, что ЛООДУ � EMBED Equation.2  ���-го порядка вида (19) с требуемыми условиями построено и � EMBED Equation.2  ���- любое его решение на интервале � EMBED Equation.2  ���. Тогда согласно следствия из теоремы 7 и из теоремы 3 п.2 следует, что � EMBED Equation.2  ���, то есть



� EMBED Equation.2  ���





Разлагая этот определитель по элементам последнего столбца, получим уравнение

               � EMBED Equation.2  ���

                               � EMBED Equation.2  ���                                     (36)

Коэффициент при � EMBED Equation.2  ��� является определителем Вронского � EMBED Equation.2  ��� от-личным от нуля для всех значений � EMBED Equation.2  ���. Обозначим определитель при � EMBED Equation.2  ��� через � EMBED Equation.2  ��� и разделим обе части уравнения (36) на функцию � EMBED Equation.2  ���. Получим ЛООДУ � EMBED Equation.2  ���-го порядка с непрерывными на проме-жутке � EMBED Equation.2  ��� коэффициентами, для которого система функций � EMBED Equation.2  ��� является ФСР на � EMBED Equation.2  ���.

	Пример 4. Построим ЛООДУ 2-го порядка, для которого система функ-ций � EMBED Equation.2  ��� является ФСР на соответствующем промежутке � EMBED Equation.2  ���. Соста-вим определитель Вронского

                                    � EMBED Equation.2  ���.

Таким образом, в интервалах � EMBED Equation.2  ��� и � EMBED Equation.2  ��� определитель Вронс-кого � EMBED Equation.2  ���. Составляя уравнение � EMBED Equation.2  ��� и производя деле-ние обеих его частей на функцию � EMBED Equation.2  ���, получим ЛООДУ 2-го порядка � EMBED Equation.2  ��� с непрерывными в интервалах � EMBED Equation.2  ��� коэффи-циентами, для которого система функций � EMBED Equation.2  ��� будет ФСР.

	Теорема 9. (Лиувилля-Остроградского)  Если система решений � EMBED Equation.2  ���  ЛООДУ  � EMBED Equation.2  ���-го  порядка

� EMBED Equation.2  ���           (19)

является ФСР этого уравнения на промежутке � EMBED Equation.2  ���, то для всех � EMBED Equation.2  ��� имеют место равенства

� EMBED Equation.2  ���,                             (37)

� EMBED Equation.2  ���               (38)

где � EMBED Equation.2  ���- произвольная постоянная.

	Доказательство. Так как система функций � EMBED Equation.2  ��� является ФСР уравнения (19) на промежутке � EMBED Equation.2  ���, то из теоремы 8 и следствия из этой теоремы вытекает, что � EMBED Equation.2  ���, где

          � EMBED Equation.2  ���.    (39)

Последнее равенство в (39) следует из формулы дифференцирования функ-ционального определителя. Отсюда получаем уравнение для определения � EMBED Equation.2  ���

                                         � EMBED Equation.2  ���,

которое после интегрирования (неопределенного или от � EMBED Equation.2  ��� до � EMBED Equation.2  ��� из � EMBED Equation.2  ��� даёт формулы (37) и (38). Теорема 9 доказана.

	Следствие. Теорема Лиувилля-Остроградского имеет непосредственное применение для нахождения общего решения ЛООДУ 2-го порядка

� EMBED Equation.2  ���                                     (40)

с непрерывными на промежутке � EMBED Equation.2  ��� коэффициентами, если известно одно его частное решение � EMBED Equation.2  ��� на � EMBED Equation.2  ���. Пусть � EMBED Equation.2  ���- любое другое решение уравнения (40) такое, что � EMBED Equation.2  ��� на промежутке � EMBED Equation.2  ��� . Тогда, согласно теоремы 9, получаем 

                          � EMBED Equation.2  ���

или 

� EMBED Equation.2  ���                            (41)

Разделим обе части равенства (41) на функцию � EMBED Equation.2  ���, получим

                  � EMBED Equation.2  ���.

Отсюда получаем общее решение ЛООДУ (40) в виде:

� EMBED Equation.2  ���,                               (42)

где � EMBED Equation.2  ���- произвольные постоянные.

	Пример 5. Найдём общее решение уравнения 

� EMBED Equation.2  ���                                               (43)

если известно его частное решение � EMBED Equation.2  ���. Приведем уравнение (43) к канони-ческой форме ЛООДУ 2-го порядка, разделив обе части (43) на функцию � EMBED Equation.2  ��� в интервалах � EMBED Equation.2  ���,

� EMBED Equation.2  ���                                                (44)

и применим формулу (42), где � EMBED Equation.2  ���. Получим общее решение ЛООДУ (44) в интервалах � EMBED Equation.2  ���

                                                 � EMBED Equation.2  ���,
                                          
(45)



где � EMBED Equation.2  ���- произвольные постоянные.
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