п.4. Понижение порядка ЛООДУ в случае, когда


 известны его частные решения.





	Теорема 10. Линейная однородная замена искомой функции


� EMBED Equation.2  ���,                                                    (46)


где � EMBED Equation.2  ��� и � EMBED Equation.2  ���, переводит ЛООДУ 


� EMBED Equation.2  ���               (19)


с непрерывными на промежутке � EMBED Equation.2  ��� коэффициентами в ЛООДУ


� EMBED Equation.2  ���                 (47)


с непрерывными на � EMBED Equation.2  ��� коэффициентами.


	Доказательство. Для нахождения производной � EMBED Equation.2  ��� вос-пользуемся формулой Лейбница:


� EMBED Equation.2  ���                      (48)


Подставляя (48) в (19) и собирая коэффициенты при � EMBED Equation.2  ��� получим уравнение


� EMBED Equation.2  ���               (49)


с непрерывными на промежутке � EMBED Equation.2  ��� коэффициентами. Разделим обе час-ти уравнения (49) на функцию � EMBED Equation.2  ���. Получим ЛООДУ вида (47) с непре-рывными на промежутке � EMBED Equation.2  ��� коэффициентами. Теорема 10 доказана.


	Следствие 1. Если функция � EMBED Equation.2  ���, не равная нулю на промежутке � EMBED Equation.2  ��� является решением ЛООДУ (19), то замена (46) преобразует уравне- ние (19) к виду


� EMBED Equation.2  ���.                            (50)


Переходя в (50) к новой функции � EMBED Equation.2  ��� получим ЛООДУ � EMBED Equation.2  ���-го порядка.


	Следствие 2. Если известны два, линейно независимых на промежутке � EMBED Equation.2  ���, решения � EMBED Equation.2  ��� и � EMBED Equation.2  ��� ЛООДУ (19) и отличных от нуля на этом промежутке, то производя последовательно замены � EMBED Equation.2  ���  и  � EMBED Equation.2  ���, получим ЛООДУ � EMBED Equation.2  ���-го порядка


� EMBED Equation.2  ���.                            (51)


Так как � EMBED Equation.2  ���является решением ЛООДУ (19), то, согласно указанных замен, функция � EMBED Equation.2  ��� будет решением ЛООДУ (51). Рассуждая ана- логично, понижаем порядок уравнения (51) на единицу. В итоге мы получим


 ЛООДУ � EMBED Equation.2  ���-го порядка.


	Заметим, что если известны � EMBED Equation.2  ���, линейно независимых на промежутке � EMBED Equation.2  ��� решений ЛООДУ (19), то можно понизить порядок этого уравнения на � EMBED Equation.2  ��� единиц.


	Пример 6. Уравнение (43) примера 5 с частным решением � EMBED Equation.2  ��� заменой (46) приводится к уравнению 


� EMBED Equation.2  ���,                                      


которое после подстановки � EMBED Equation.2  ���преобразуется в уравнение первого порядка


� EMBED Equation.2  ���                                            (52)


с разделяющимися переменными. Интегрируя (52) и возвращаясь к � EMBED Equation.2  ���, по-лучим в интервалах � EMBED Equation.2  ��� общее решение (45).





п.5. ЛНОДУ � EMBED Equation.2  ���-го порядка с непрерывными


 коэффициентами и правой частью.





	Рассмотрим ЛНОДУ � EMBED Equation.2  ���-го порядка


� EMBED Equation.2  ���          (18)


и соответствующее ему ЛООДУ � EMBED Equation.2  ���-го порядка


� EMBED Equation.2  ���,               (19)


где функции � EMBED Equation.2  ��� и � EMBED Equation.2  ��� непрерывны на промежутке � EMBED Equation.2  ���  и � EMBED Equation.2  ���.


	Теорема 11. Общее решение ЛНОДУ (18) на промежутке � EMBED Equation.2  ��� пред -ставляет собой сумму общего решения ЛООДУ (19) и любого частного реше-ния � EMBED Equation.2  ��� ЛНОДУ (18).


	Доказательство. Произведём в уравнении (18) замену функции по фор-муле 


� EMBED Equation.2  ���.                                         (53)


Тогда, в силу свойства 2) линейного дифференциального оператора � EMBED Equation.2  ���-го по-рядка, получим соотношение


� EMBED Equation.2  ���.       (54)


Так как по условию теоремы � EMBED Equation.2  ���, то (54) обра-щается в уравнение (19), где функция � EMBED Equation.2  ���заменена на функцию � EMBED Equation.2  ���. Общее решение ЛООДУ (19) имеет вид


� EMBED Equation.2  ���,                       (55)


где � EMBED Equation.2  ��� есть ФСР  ЛООДУ  (19) на промежутке � EMBED Equation.2  ���, а � EMBED Equation.2  ���- произвольные постоянные. Подставляя (55) в (53) получим общее решение ЛНОДУ (18) 


� EMBED Equation.2  ���.               (56)


В самом деле, поставим для ЛНОДУ (18) задачу Коши с произвольными на-


 чальными условиями: при � EMBED Equation.2  ���


� EMBED Equation.2  ���


и покажем, что единственным решением этой задачи будет функция


� EMBED Equation.2  ���,                (57)


где � EMBED Equation.2  ��� - фиксированные числовые значения, система функций � EMBED Equation.2  ���- ФСР уравнения (19) на промежутке � EMBED Equation.2  ���, функ-ция � EMBED Equation.2  ���- любое частное решение ЛНОДУ (18). Составим систему линейных алгебраических уравнений относительно � EMBED Equation.2  ���


� EMBED Equation.2  ���    (58)


Так как определитель системы (58) есть определитель Вронского для системы функций � EMBED Equation.2  ���, взятый в точке � EMBED Equation.2  ���, то он от-личен от нуля, так как эта система функций суть ФСР уравнения (19) на � EMBED Equation.2  ���. Отсюда получаем, что система (58) имеет единственное решение � EMBED Equation.2  ���, а соответствующая задача Коши имеет единственное решение (57). Теорема 11 доказана.


	Пример 7. Уравнение


� EMBED Equation.2  ���                                                   (59)


имеет частное решение � EMBED Equation.2  ��� на интервале � EMBED Equation.2  ���. Система функ-ций � EMBED Equation.2  ��� является ФСР ЛООДУ 


� EMBED Equation.2  ���


на интервале � EMBED Equation.2  ��� Тогда общее решение ЛНОДУ (59) на всей веществен-ной оси � EMBED Equation.2  ���, согласно теоремы 11, имеет вид 


� EMBED Equation.2  ���,                                       (60)


где � EMBED Equation.2  ���- произвольные постоянные.


	Поставим для ЛНОДУ (59) задачу Коши с произвольными начальными условиями, например 


при � EMBED Equation.2  ���                               (61)


Подставляя (61) в (60), получим систему уравнений для определения � EMBED Equation.2  ���:


� EMBED Equation.2  ���.


Таким образом, искомое решение задачи Коши будет   � EMBED Equation.2  ���.


	Теорема 12 (принцип суперпозиции). Пусть правая часть ЛНОДУ (18) имеет вид:


� EMBED Equation.2  ���,                     (62)


где � EMBED Equation.2  ���- вещественные постоянные, и пусть функции � EMBED Equation.2  ��� � EMBED Equation.2  ��� являются частными решениями соответствующих уравнений


� EMBED Equation.2  ���


Тогда функция


� EMBED Equation.2  ���


является частным решением ЛНОДУ (18) с правой частью (62).


	Доказательство непосредственно следует из свойства 3) линейного диф-ференциального оператора � EMBED Equation.2  ���-го порядка.


	Пример 8. Для нахождения частного решения уравнения


� EMBED Equation.2  ���                                           (63)


найдём частные решения уравнений


� EMBED Equation.2  ���,


� EMBED Equation.2  ���,


которые соответственно будут � EMBED Equation.2  ��� Тогда, согласно тео-


 ремы 12, частное решение ЛНОДУ (63) имеет вид:


� EMBED Equation.2  ���


Так как соответствующее ЛООДУ 


� EMBED Equation.2  ���


имеет общее решение 


� EMBED Equation.2  ���


где � EMBED Equation.2  ���- произвольные постоянные, то общее решение ЛНОДУ (63), согласно теоремы 11, имеет вид:


� EMBED Equation.2  ���


	Заметим, что во всех предыдущих примерах мы считали известными частные решения ЛНОДУ (18). В тех же случаях, когда найти частное реше-ние затруднительно, применяют метод вариации произвольных постоянных.


	Теорема 13. Если система функций � EMBED Equation.2  ��� есть ФСР уравнения (19) на промежутке � EMBED Equation.2  ���, то общее решение ЛНОДУ (18) всегда можно найти в виде


� EMBED Equation.2  ���,               (64)


где � EMBED Equation.2  ��� некоторые функции из класса � EMBED Equation.2  ���.


	Доказательство. Для определения неизвестных функций � EMBED Equation.2  ��� построим систему � EMBED Equation.2  ��� алгебраических уравнений, линейных относительно 


� EMBED Equation.2  ���, с отличным от нуля определителем и ненулевым столбцом свободных членов. Построение проведём следующим образом. Дифференцируем равенство (64) до � EMBED Equation.2  ���-го порядка включительно и на каждом шаге приравниваем к нулю сумму слагаемых, содержащих производ-ные функций � EMBED Equation.2  ���. 


�� EMBED Equation.2  ���


� EMBED Equation.2  ���


. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .                         . . . . . . . . . . . . . . . . (65)


� EMBED Equation.2  ���


� EMBED Equation.2  ���


Подставляя выражения для производных � EMBED Equation.2  ��� с условиями (65) в ЛНОДУ (18) и учитывая, что � EMBED Equation.2  ��� вида (64) есть решение этого уравне-ния, получим � EMBED Equation.2  ���-ое, линейное относительно� EMBED Equation.2  ���, уравнение, которое присоединим к системе (65):


� EMBED Equation.2  ���


или


                               � EMBED Equation.2  ���.                       


Так как � EMBED Equation.2  ���, то получаем 


 � EMBED Equation.2  ���.                                      (66)


Таким образом, получаем линейную алгебраическую систему (65)-(66) с опре-делителем, равным определителю Вронского для системы функций, являю-щихся ФСР для ЛООДУ (19) на промежутке � EMBED Equation.2  ���, и поэтому отличному от нуля на этом промежутке. Отсюда следует, что построенная система (65)-(66) имеет единственное решение на промежутке � EMBED Equation.2  ���


� EMBED Equation.2  ���


или после интегрирования


� EMBED Equation.2  ���,


где � EMBED Equation.2  ��� произвольные постоянные.


По построению функции � EMBED Equation.2  ��� таковы, что при подстановке в (64) мы получаем решение ЛНОДУ (18), зависящее от � EMBED Equation.2  ��� произвольных пос-тоянных. Покажем, что оно будет общим решением ЛНОДУ (18) на проме-жутке � EMBED Equation.2  ���. Подставим найденные выражения для � EMBED Equation.2  ��� в (64) и получим решение


                              � EMBED Equation.2  ���,


которое представляется в виде суммы общего решения ЛООДУ (19) и частно-го решения ЛНОДУ (18). Согласно теоремы 11, это и есть общее решение ЛНОДУ (19) на промежутке � EMBED Equation.2  ���. Теорема 13 доказана.


	Пример 9. Найдём общее решение уравнения 


� EMBED Equation.2  ���,                                                    (67)


используя метод вариации произвольных постоянных. Для этого находим общее решение соответствующего ЛООДУ 


� EMBED Equation.2  ���,


которое имеет вид


� EMBED Equation.2  ���


Будем искать общее решение уравнения (67) в виде


� EMBED Equation.2  ���.                                    (68)


Для нахождения � EMBED Equation.2  ��� составим систему


� EMBED Equation.2  ���


разрешая которую, находим


� EMBED Equation.2  ���


или после интегрирования


� EMBED Equation.2  ���.         (69)


Подставляя (69) в (68) получим, согласно теоремы 13, общее решение


� EMBED Equation.2  ���


где � EMBED Equation.2  ���- произвольные постоянные.
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