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ВВЕДЕНИЕ 
В настоящее время имеется большое количество экономических процессов, 

для описания которых необходимо использовать функция нескольких перемен-
ных. В данном пособии изложены основные понятия о функциях многих пере-
менных; их пределах и частных производных; экстремумах функций многих 
переменных; элементах теории поля; кратных, криволинейных и поверхност-
ных интегралах; ряд применений функций многих переменных для прогноза 
экономических процессов. Пособие ориентировано на развитие у студентов 
компетенций ОК-15 и ОК-16 образовательного стандарта специальности 38.05. 
01 «Экономическая безопасность». В результате изучения раздела математики 
«Операции над функциями многих переменных» курса «Математика» студенты 
должны уметь вычислять пределы функций многих переменных; их частные 
производные; находить экстремумы функций многих переменных; интегриро-
вать функции многих переменных; уметь прогнозировать экономический про-
цессы на основе анализа функций многих переменных. 



1. Основные определения 
Определение 1 
Пусть имеются два элемента x и y из некоторого множества D (в данном случае 
они находятся на плоскости). Пусть данной паре чисел поставлено по некото-
рому закону в соответствие одно число f. Тогда считается, что задана функция 
двух переменных f (x,y). В символической области функция двух переменных 
может быть записана следующим образом: 

z = f   (x,y), (x,y)∈D. 
Множество D называется областью определения функции z. Например, в случае 
прямоугольной области S с размерами x и y область определения имеет следую-
щий вид: 

S = x ⋅ y, (x,y)∈D ={x >0, y >0}. 
Пример 1 
Пусть имеется эллипсоид 
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В данном случае z является функцией двух переменных x и y следующего вида: 
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Далее (для простоты) чаще будем рассматривать функции двух переменных. Для 
функций большего числа переменных рассуждения аналогичны. 
Часто (особенно в картографии) функции нескольких переменных изображают 
с помощью линий или поверхностей уровня. 
Определение 2 
Линия уровня - это множество точек, соответствующих некоторому постоян-
ному значению функции двух переменных, т.е. 

f   (x,y)  = const. 
Определение 3 
Поверхность уровня - это множество точек, соответствующих некоторому по-
стоянному значению функции трёх переменных, т.е.  

f   (x,y,z)=const. 
По картине линий уровня можно получить представление о поверхности. На-
пример, если линии уровня замкнуты в окрестности некоторой точки, то в этом 
месте поверхность имеет либо вершину, либо впадину. Поэтому линии уровня 
могут снабжаться пометками высот. Частота линий уровня позволяет судить о 
крутизне склонов поверхности. 
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2. Предел и непрерывность функции многих переменных 
На первом этапе рассмотрения данного раздела необходимо ввести понятие оп-
ределение ε-окрестности точки M(x0,y0) как совокупность точек M(x,y), удовле-
творяющих неравенству: 

(x-x0)2+(y-y0)2≤ε2. 
Будем говорить, что последовательность точек 

(x1,y1), (x2,y2), …, (xn,yn), … 
стремится или сходится к точке M0(x0,y0), если расстояние между n-м членом 
этой последовательности и точкой M0

 3
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стремится к нулю при n→∞. В дальнейшем мы будем применять одну их экви-
валентных записей: 
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Определение предела функции двух переменных по форме совпадает с опреде-
лением предела функции одной переменной: число A называется пределом 
функции z=f (x,y) если для любой последовательности точек (x1,y1), (x2,y2), …, 
(xn,yn), … сходящейся к точке (x0,y0), соответствующая последовательность зна-
чений функции zn=f(xn,yn) сходится к A. Существование у функции предела A в 
точке (x0,y0) обозначается следующим образом: 
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Рассмотрим несколько примеров. 
Пример 2 
Рассмотрим следующий предел: 
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Данный предел не существует. 
Пример 3 
Найдём предел функции f  (x,y)=sin[2(x +y)]/(x +y) при x→0 и y→0. Перед вычис-
лением предела предварительно преобразуем данную функцию путём умноже-
ния и числителя, и знаменателя на 2, т.е. f (x,y)=2sin[2(x +y)]/2(x +y). Введём обо-
значение: z = x +y. Тогда 
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Пример 4 



Найдём предел функции f  (x,y)=(x2-y2)/(x4-y4) при x→2 и y→3. Перед вычислени-
ем предела предварительно упростим данную функцию путём деления полино-
ма в числителе на полином в знаменателе. В результате такого деления получа-
ем: f(x,y) =x2+y2. Тогда 
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Пример 5 

Найдём предел функции ( )
11

,
22

22

−++

+
=

yx
yxyxf  при x→0 и y→0. Перед вы-

числением предела умножим и числитель, и знаменатель функции на величину 
( ) 11, 22 +++= yxyxg . Тогда получаем: 
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Раскрывая скобки в знаменателе, получаем: 
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Сокращение первого множителя в числителе данной функции и знаменателя 
приводит к следующему результату: 

( ) 11, 22 +++= yxyxf . 

Таким образом, значение предела 
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 совпадает со значением 

предела ( )11lim 22
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. Вычисление второго предела позволяет получить: 

( ) 211lim 22

0
0

=+++
→
→

yx
y
x

. 

Понятие предела даёт возможность определить непрерывность функции в дан-
ной точке. Функция z=f (x,y) непрерывна в точке (x0,y0) при выполнении сле-
дующего условия: 

( ) ( )00

0
0

,,lim yxfyxf
yy
xx

=

→
→

.         (1) 

Соотношение (1) показывает, что под непрерывностью функции f (x,y) понимается: 
1) функция определена в данной точке и её окрестности; 
2) существует предел функции в этой точке; 
3) предел функции равен значению функции в этой точке. 
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При нарушении хотя бы одного из этих условий функция имеет разрыв в данной 
точке. Свойство непрерывности через приращения представимо в следующем 
виде: 

( ) ( )[ ] 0,,lim 0000

0
0

=−∆+∆+

→
→

yxfyyxxf
yy
xx

. 

Данное соотношение показывает, что “малым” изменениям аргументов соответ-
ствуют “малые” изменения функции. Рассмотренные понятия обобщаемы на 
функции большего числа переменных. Если функция непрерывна в любой точ-
ке некоторой области, то она непрерывна в этой области. 

3. Дифференцирование функций многих переменных 
Для функции одной переменной производная в данной точке равна пределу от-
ношения приращения функции к приращению аргумента, когда последнее при-
ращение стремится к нулю. В случае функции двух переменных приращения 
аргументов (∆x,∆y) из данной точки M0(x0,y0) в точку M0(x0+∆x,y0+∆y) могут 
быть сделаны в любом направлении на плоскости. По этой причине можно оп-
ределить предел отношения приращения функции к приращению аргументов в 
зависимости от выбранного направления приращений аргументов. Это приво-
дит к понятию производной функции двух переменных по данному направле-
нию, которая характеризует скорость изменения функции в этом направлении. 
Определение 4 
Рассмотрим случай, когда приращения происходят в направлении оси абсцисс, 
т.е. когда ∆x ≠ 0, ∆y  = 0. Соответствующий данному случаю предел 

( ) ( ) ( ) ( )00
000000

0
,,,,

lim yxf
x

yxf
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x

x
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∂

=
∆
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называется частной производной функции f (x,y) по переменной x в точке M0(x0, 
y0). Аналогично можно определить частную производную по y: 

( ) ( ) ( ) ( )00
000000

0
,,,,

lim yxf
y
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y

yxfyyxf
y

y
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Геометрический смысл частных производных 
Пусть в некоторой окрестности точки M0(x0,y0) задана функция z =f (x,y), у кото-
рой в этой точке существуют частные производные. Выясним их геометриче-
ский смысл. Зафиксируем одну из переменных, например, переменную x. Тогда 
в плоскости y = y0 (см. рис. 1) мы получаем функцию одной переменной z(x) =f  (x, 
y0). Ранее уже рассматривался геометрический смысл производной от функции 
одной переменной, и было показано, что производная от функции одной пере-
менной равна тангенсу угла наклона касательной (в точке, в которой взята про-
изводная) по отношению к оси абсцисс. Аналогичный смысл у частной произ-
водной функции z (x) = f   (x,y0) по x 
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( ) ( )αtg
x

yxf

xx
=

∂
∂

= 0

0,
, 

где α - угол между касательной к функции f  (x,y0) в точке x0 и осью абсцисс. 
Полностью аналогичным является геометрический смысл производной f(x,y) по 
переменной y: 

( ) ( )βtg
y

yxf

yy

=
∂

∂

= 0

0 , , 

где β - угол между касательной к функции f  (x,y0) в точке y0 и осью ординат. 

 
Рис. 1 

В отличие от функции одной переменной, для которой из существования про-
изводной в данной точке следует её непрерывность в этой точке, для функции 
двух переменных z=f(x,y) из существования частных производных ещё не сле-
дует непрерывность функции в данной точке. Рассмотрим следующий пример: 
Пример 6 
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Частные производные данной функции в начале координат равны нулю, но в 
этой точке функция имеет разрыв. 

Производная по направлению 
Определение 5 
Пусть имеется функция f  = f (x,y), определённая в области D. В некоторой внут-
ренней точке M0(x0,y0) вектором l

r
 задано направление (см. рис.2). Рассмотрим 

поведение функции при движении точки M (x,y) в данном направлении l
r

. Пусть 
t расстояние между точками M0 и M, а ( ) ( )αα sincos jie

rrr
+=  - единичный вектор 

заданного направления l
r

. В данном случае координаты точки M (x,y) опреде-
 6



ляются следующим соотношением: x = x0 + t cos(α), y = y0+t sin (α). Если точка M 
стремится к точке M0 в заданном направлении, то t→0. 

 
Рис. 2 

Производной функции f = f  (x,y) в точке M0(x0,y0) в заданном направлении l
r

 на-
зывается следующий предел: 
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∂
= . (2) 

Частными случаями данного предела являются частные производные ∂ f /∂ x и ∂ f 

/∂ y. Данные производные являются производными по направлению координат-
ных осей O x и O y соответственно. Производная по направлению выражается 
через частные производные в этой точке. Чтобы это доказать, необходимо вы-
числение частных производных функций нескольких переменных. 

Дифференцирование сложных функций 
Предположим, что функция z = f  (x,y) имеет непрерывные частные производные 
в области D, а функции x(t) и y(t) имеют непрерывные производные в проме-
жутке α ≤ t ≤ β. Тогда функция f  =  f (x (t),y (t)) - сложная функция одной переменной 
t. Для производной d z/d t данной функции справедлива следующая формула: 

td
yd

y
f

td
xd

x
f

td
fd

∂
∂

+
∂
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= .         (3) 

Для доказательства рассмотрим приращение: 
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( 000000 ,,,,,, yxfyxfyxfyxfyxfyxff )−+−=−=∆ . 

В первой из разностей изменяется только x, а во второй - только y, т.е. каждая 
из этих разностей - это функция одной переменной. Применим к ним формулу 
Лагранжа (формулу конечных приращений): 

( )( ) ( )( )00 ,, yyxfxxyff yx −′+−′=∆ ηξ , 

где ξ лежит в интервале между x и x0, а η - между y и y0. К разностям x-x0 и y-y0 
опять применим формулу Лагранжа: 

( ) ( ) ( )( ) ( ) ttxtttxtxtxxx ∆′=−′=−=− 10100 , 
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( ) ( ) ( )( ) ( ) ttytttytytyyy ∆′=−′=−=− 20200 , 
где t1, t2 расположены между t и t0. Таким образом, 

( ) ( ) ( ) ( )1010 ,, tyxftxyf
t
f

yx ′′+′′=
∆
∆ ηξ . 

Переходя в этом равенстве к пределу и замечая, что при ∆t→0 имеем: 

00000210 ,,, yxyyxxttttt →→⇒→→⇒→⇒→ ηξ , 
с учётом непрерывности всех, входящих в это равенство функций, получаем: 
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,, tyyxftxyxf
td
fd
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⎞
⎜⎜
⎝
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В силу произвольности значения t0 приходим к формуле (3). Последнее соот-
ношение является обобщением формулы производной сложной функции одной 
переменной. В случае большего числа переменных, например, трёх, т.е. z =f  (u(t), 
v(t),w(t)), можно получить: 

td
wd

w
f

td
vd

v
f

td
ud

u
f

td
fd

∂
∂

+
∂
∂

+
∂
∂

= . 

Далее получим соотношение для вычисления производной по направлению. 
Согласно соотношению (2) производная по направлению совпадает с производ-
ной от сложной функцией f  = f  (x,y), где x(t)=x0+t cos(α), y(t)=y0+t sin(α). С учётом 
соотношения (3), получаем: 

( ) ( )αα sincos
y
f

x
f

l
f

∂
∂

+
∂
∂

=
∂
∂
r .            (4) 

Следует заметить, что в определении производной по направлению мы при-
ближаемся к данной точке с одной стороны, т.е. имеем односторонний предел. 
Например, частная производная по отрицательному направлению оси абсцисс 
отличается знаком от частной производной по переменной x. 
Аналогичноo вводится понятие производной по направлению для функции трёх 
переменных u=F(x,y,z): 

( ) ( ) ( )γβα coscoscos
z
F

y
F

x
F

l
u

∂
∂

+
∂
∂

+
∂
∂

=
∂
∂
r , 

где  - единичный вектор заданного направления kjie
rrrr γβα coscoscos ++= l

r
, а 

α, β, γ - углы между осями координат и этим вектором. Приведём без доказа-
тельства формулы для производной сложной функции z =               f   (u,v), u  =   u  (x,y), v  =  v  

(x,y). Фактически функция f  = f  (u (x,y),v  (x,y))  =  Φ (x,y) является функцией двух пе-
ременных и ее частные производные находятся по формулам 

x
v

v
f

x
u

u
f

x
f

∂
∂

∂
∂

+
∂
∂

∂
∂

=
∂
∂ , 

y
v

v
f

y
u

u
f

y
f

∂
∂

∂
∂

+
∂
∂

∂
∂

=
∂
∂ . 
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Дифференцирование неявных функций 
Полученные нами правила дифференцирования сложных функций позволяют 
более просто, чем ранее, находить производные функций, заданных неявно. 
Пусть уравнение 

F(x,y) = 0 
определяет y  =ϕ  (x) как некоторую дифференцируемую функцию. Тогда имеем 
тождество 

F(x,ϕ(x)) = 0. 
Дифференцируем его по переменной x, рассматривая левую часть как сложную 
функцию одной переменной, где x  = x и y = ϕ (x) 

y
F

x
F

x
y

x
y

y
F

x
x

x
F

∂
∂

∂
∂

−=
∂
∂

⇒=
∂
∂

∂
∂

+
∂
∂

∂
∂ 0 .          (5) 

Пусть теперь уравнение F(x,y,z)=0 определяет z=(x,y) как некоторую функцию 
двух переменных, у которой существуют частные производные. Для их нахож-
дения продифференцируем тождество F(x,y,z(x,y))=0 по переменной x, рассмат-
ривая его левую часть как сложную функцию F(u,v,w), где «промежуточные» 
функции имеют вид: u =x, v = y, z = z(x,y): 

0=
∂
∂

+
∂
∂

+
∂
∂

xd
zd

z
F

xd
yd

y
F

xd
xd

x
F . 

Поскольку x и y независимые переменные, то d  y/d  x  = 0 и, следовательно, 

z
F

x
F

x
z

∂
∂

∂
∂

−=
∂
∂ . 

Аналогично, из равенства 

0=
∂
∂

+
∂
∂

+
∂
∂

yd
zd

z
F

yd
yd

y
F

yd
xd

x
F . 

получаем 

z
F

y
F

y
z

∂
∂

∂
∂

−=
∂
∂ . 

Дифференцируемость функции двух переменных. Дифференциал 
Из теории функций одной переменной y  = f  (x) известно, что её дифференцируе-
мость в данной точке означает существование производной функции в этой точ-
ке. Если функция y =  f  (x) дифференцируема в точке x0, то её приращение в этой 
точке может быть представлено в виде: 

( ) ( ) xxxxfy ∆∆+∆⋅′=∆ α0 , 

где α  (∆ x)  →0 при ∆ x→0. Более подробная запись этой формулы 
( )( ) ( ) xxxxxfyy ∆∆+−′=− α000  
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)

показывает геометрическую интерпретацию свойства дифференцируемости: в 
окрестности точки x0 кривая y  =f  (x) отличается от своей касательной в этой точ-
ке ( )( 000 xxxfyY −′+=  на бесконечно малую величину более высокого поряд-
ка, чем ∆ x (см. рис. 3). Данное свойство может быть перенесено на функции 
двух переменных, т.е. функцию z =f  (x,y), имеющую в точке (x0,y0) непрерывные 
частные производные, представить приближённо в виде линейной функции 
двух переменных, т.е. чтобы её приращение в точке (x0,y0) имело вид: 

( ) ρα ∆∆∆+∆⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
∂
∂

+∆⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
∂
∂

=∆ yxy
y
fx

x
ff ,

00
.    (6) 

где 22 yx ∆+∆=∆ ρ , а величина α (∆x,∆y)→0 при ∆x→0 и ∆y→0, т.е. при ∆ρ 
→0. Это означает, что в окрестности точки (x0,y0) поверхность f =f (x,y) можно 
“приблизить” плоскостью 

( ) ( ) ( ) 000
0

0
0

=−−−⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
∂
∂

+−⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
∂
∂ ffyy

y
fxx

x
f . 

 
Рис. 3 

Чтобы это показать представим приращение функции ∆ z в виде двух слагаемых 
( ) ( ) ( ) ( 00000000 ,,,, yxfyxxfyyxfyyxxff − )∆++∆+−∆+∆+=∆ .      (7) 

Каждое из них представляет собой функцию одной переменной, к которой при-
менима формула Лагранжа. Например, функция F(x)=f (x,y +∆ y) дифференци-
руема в соответствующем промежутке, т.к. её производная совпадает с частной 
производной ( yyxfx ∆ )+′ 0, , которая, по условию, существует в окрестности точки 
(x0,y0). Применив к каждой из разностей в (7) формулу конечных приращений, 
будем иметь: ( ) ( )yyxxfyyxxff yx ∆+∆+′+∆+∆+′=∆ 200010 ,, θθ , где 0<θ1 <1, 
0<θ2 <1. Поскольку частные производные непрерывны в данной точке, то их 
приращения - бесконечно малые при ∆ρ →0, т.е. 

( ) ( ) ( )yxyxfyyxxf yx ∆∆=′−∆+∆+′ ,,, 100010 αθ , 

( ) ( ) ( )yxyxfyyxxf yy ∆∆=′−∆+∆+′ ,,, 200200 αθ , 

где ( ) ( ) 0,lim,lim 2010
=∆∆=∆∆

→∆→∆
yxyx αα

ρρ
. Таким образом, 

( ) ( ) yxyyxfxyxff yx ∆+∆+∆′+∆′=∆ 210000 ,, αα . 



Преобразуем бесконечно малую α1∆ x +α2∆ y следующим образом: 

( )yxyxyx ∆∆=∆⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
∆
∆

+
∆
∆

=∆+∆ ,2121 αρ
ρ

α
ρ

ααα . 

Оценим величину 

( ) 21222221, ααααα +=
∆+∆

∆
+

∆+∆

∆
≤∆∆

yx

y

yx

x
yx . 

Отсюда следует, что ( ) 0,lim
0

=∆∆
→∆

yxα
ρ

. Итак, приращение функции представ-

лено в виде (6). 
Дадим теперь определение дифференцируемости функции двух переменных. 
Функция z = f (x,y) дифференцируема в точке (x0,y0), если её приращение в этой 
точке может быть представлено в виде (6). Переход в (6) к пределу ∆ρ →0 при-
водит к следующему результату: 0lim

0
=∆

→∆
f

ρ
. 

Очевидно, что из дифференцируемости следует непрерывность. Действительно, 
перейдя в равенстве (6) к пределу, получим 0lim

0
=∆

→∆
f

ρ
, что и означает свой-

ство непрерывности. 
Следует заметить, что существование частных производных в данной точке не 
влечёт за собой дифференцируемости функции в этой точке. Если в точке (x0,y0) 

существуют частные производные 
0
⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
∂
∂

x
f , 

0
⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
∂
∂

y
f , то формально уравнение 

плоскости можно написать, но назвать её касательной плоскостью в указанном 
выше смысле нельзя. Например, непрерывная функция: 

yxf ⋅=  

имеет в начале координат частные производные равные нулю. 

0
00

lim
0

=
∆

−⋅∆
=′

→∆ x
x

f
xx , 0

00
lim

0
=

∆

−∆⋅
=′

→∆ y
y

f
yy . 

Приращение этой функции в начале координат равно yxf ⋅= . Но эта вели-
чина не является бесконечно малой более высокого порядка, чем 

22 yx ∆+∆=∆ ρ . Действительно, если ∆x= ∆y, то отношение: 

2
1

22
=

∆+∆

∆⋅∆

yx

yx
 

не стремится к нулю при ∆ρ→0. Поэтому плоскость f =0 нельзя считать касатель-
ной плоскостью к этой поверхности в точке (0,0). 
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Дифференциалом функции f  = f(x,y) в точке M0(x0,y0) называют главную, линей-
ную относительно приращений аргументов ∆ x и ∆ y часть приращения функции 
∆ z в этой точке: 

( ) y
y
fx

x
ffd ∆⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
∂
∂

+∆⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
∂
∂

=
00

0 . 

Поскольку точка произвольная, то запишем формулу для дифференциала, опус-
кая нижний индекс. Учтём также, что дифференциалы независимых перемен-
ных равны их приращениям. Итак, 

yd
y
fxd

x
ffd

∂
∂

+
∂
∂

= . 

Геометрический смысл дифференциала функции двух переменных может быть 
сформулирован следующим образом. Дифференциал данной функции равен 
приращению аппликаты касательной плоскости. 
Отметим также, что дифференциал функции двух переменных применяется, как 
и дифференциал функции одной переменной, для приближенных вычислений 
по формуле 

( ) y
y
fx

x
ffdf ∆⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
∂
∂

+∆⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
∂
∂

=≈∆
00

0 . 

Производные и дифференциалы высших порядков 
Определение 6 
Для функции двух переменных производные и дифференциалы высших поряд-
ков определяются аналогично соответствующим понятиям для функции одной 
переменной. Рассмотрим, например, вторую частную производную от функции 
z = f (x,y) по переменной x. Она определяется как частная производная по x от ча-
стной производной по x, т.е. 

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
∂
∂

∂
∂

=
∂
∂

x
f

xx
f
2

2
. 

В общем случае (пусть n  >   m) можно записать: 

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛

∂
∂

∂
∂

=
∂∂
∂

−

−

− mn

mn

m

m

mnm

n

y
f

xyx
f , 

причём последовательность, в которой вычисляются смешанные производные, 
если они существуют, не имеет значения. Например, 

xy
f

yx
f

∂∂
∂

=
∂∂

∂ 22
. 

Дифференциал второго порядка определяется как дифференциал от дифферен-
циала, т.е. 
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( ) ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
∂
∂

+
∂
∂

== yd
y
fxd

x
fdfddfd 2 . 

Отсюда следует, что 

2
2

22
2

2

2
2 2 yd

y
fydxd

yx
fxd

x
ffd

∂
∂

+
∂∂

∂
+

∂
∂

= . 

Аналогично определяются дифференциалы более высоких порядков. 
4. Градиент 

Определение 7 
При исследовании поведения функции двух переменных f (x,y) в данной точке 
одним из вопросов является направление наибольшего изменения функции, т.е. 
интерес представляет направление, в котором у поверхности в данной точке 
самый крутой склон. Для ответа на этот вопрос введём следующий вектор: 

( ) j
y
fi

x
ffgrad

rr

∂
∂

+
∂
∂

=
→

, 

называемый градиентом. Предполагаем, что этот вектор не нулевой. Тогда со-
гласно (4) производная по направлению в данной точке равна скалярному про-
изведению градиента в этой точке на единичный вектор заданного направления 

( ) ( ) ( ) ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
=

∂
∂

+
∂
∂

=
∂
∂ →

efgrad
y
f

x
f

l
f r
r ,sincos αα . 

Из равенства 

( ) ( ) ( )ϕcos, ⋅⋅=⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
=

∂
∂ →→

efgradefgrad
l
f rr
r , 

где ϕ - угол между векторами, видно, что направление наибольшего возраста-
ния функции должно совпадать с направлением градиента функции в данной 
точке, т.к. наибольшее значение правой части этого равенства достигается при 
ϕ =0. Теперь можно сформулировать геометрический смысл градиента. 
Градиент - это вектор, указывающий направление наибольшего возрастания 

функции в данной точке. Термин и обозначение  ввёл Максвелл, поза-
имствовав его из метеорологии. При первом появлении (1873г.) он намеревался 
дать название «скат» или «склон» скалярной функции f, используя слово “slope”, 
чтобы указать направление наиболее быстрого убывания функции f. Это свой-
ство градиента применяется для численного поиска экстремумов функции мно-
гих переменных. 

fgrad
→

В трёхмерном случае градиент определяется как вектор, координаты которого 
есть частные производные скалярной функции u=F(x,y,z) 

( ) k
z
Fj

y
Fi

x
FFgrad

rrr

∂
∂

+
∂
∂

+
∂
∂

=
→

. 
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Рассмотрим геометрический смысл модуля градиента функции двух перемен-
ных. Пусть  - единичный вектор направления наибольшего возрастания функ-
ции в данной точке. Тогда производная по этому направлению равна 

er

( ) ( ) 22, yx fffgradefgrad
e
f ′+′==⎟

⎠
⎞⎜

⎝
⎛=

∂
∂ →→ r
r . 

Данное соотношение показывает, что модуль градиента - это “скорость” измене-
ния функции в направлении наибольшего возрастания функции в данной точке. 
Рассмотрим, как характеризует величина этой “скорости” поверхность f (x,y) в 
окрестности данной точки. Возьмём сечение поверхности вертикальной плос-
костью, проходящей через точку M  (x0,y0) и вектор er  (см. рис. 4). 

 
Рис. 4. 

Касательная BM1 к сечению поверхности в точке M1(x0,y0,z0) составляет с векто-
ром e , а значит и с плоскостью xOy, угол α, тангенс которого равен r

( ) ( ) 22
yx fffgrad

e
ftg ′+′==

∂
∂

=
→

rα . 

Эту величину называют крутизной подъёма поверхности в данной точке. 
Проверим, что в каждой точке градиент направлен по нормали к линии уровня  
f (x,y) = С, проходящей через данную точку. Пусть функция f (x,y) имеет непре-
рывные частные производные, а её линия уровня, проходящая через точку M0(x0, 
y0), имеет касательную в этой точке. Обозначим направление этой касательной 
единичным вектором . Тогда производная по этому направлению в точке Mer 0 
из интуитивных соображений должна быть равна нулю. Убедимся в этом. Уг-
ловой коэффициент k1 касательной к линии уровня f (x,y) = С с учётом формулы 
дифференцирования неявно заданной функции определяется следующим соот-
ношением: 

y
f

x
f

x
yk

∂
∂

∂
∂

−=
∂
∂

=1 . 

С другой стороны, соотношение для углового коэффициента k2 прямой «в на-
правлении градиента» имеет вид: 

x
f

y
fk

∂
∂

∂
∂

=2 . 
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Так как k1k2=-1, то эти прямые взаимно перпендикулярны (см. рис. 5), т.е. про-
изводная в направлении касательной к линии уровня равна нулю 

( ) ( ) 0, 22 =′+′==⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
=

∂
∂ →→

yx fffgradefgrad
e
f r
r . 

Рассмотрим несколько примеров. 

 
Рис. 5 

Пример 6 
Найдём направление наибольшего возрастания следующей функции: 

f  = 4-x2-0.25y2, 
а также крутизну подъёма её графика в точке M0(1,2). Искомое направление бу-
дет указывать градиент этой функции в данной точке, который определяется 
следующим соотношением: 

( ) jijyixfgrad
y
x

rrrr
−−=⋅−⋅−=

=
=

→
25.02

2
1 . 

Соотношение для крутизны подъёма поверхности в данной точке имеет вид 

( ) orr
6652 ≈⇒=−−= ϕϕ jitg . 

Пример 7 
Найдём направление наибольшего возрастания следующей функции: 

f  =x3+2y2, 
а также крутизну подъёма её графика в точке M0(3,3). Искомое направление бу-
дет указывать градиент этой функции в данной точке, который определяется 
следующим соотношением: 

( ) jijyixfgrad
y
x

rrrr
122743

3
3

2 +=⋅+⋅=
=
=

→
. 

Соотношение для крутизны подъёма поверхности в данной точке имеет вид 

( ) orr
06.88547.298731227 ≈⇒≈=+= ϕϕ jitg . 
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5. Дивергенция векторного поля 
Определение 8 
Дивергенцией векторной функции ( ) ( ) ( ) ( zzyxWjzyxWizyxWzyxW zyx ) rrrr

,,,,,,,, ++=  
называется определённый в каждой точке скаляр, определяемый следующим 
соотношением: 

( )( ) ∫∫ ⋅=
→ SV

SdW
V

zyxWdiv
rrr 1lim,,

0
, 

где ∫∫
S

SdW
rr

 - поток вектора W  через поверхность S, ограничивающую объём V, 

,  - нормаль к поверхности S. Дивергенция в декартовых координа-
тах может быть вычислена с помощью следующего соотношения 

r

SdnSd rr
= nr

( )( ) ( ) ( ) ( )
z

zyxW
y

zyxW
x

zyxWzyxWdiv zyx

∂
∂

+
∂

∂
+

∂
∂

=
,,,,,,,,

r
, 

в цилиндрических координатах 

( )( ) ( )[ ] ( ) ( )
z

zrWzrW
rr

zrrW
r

zrWdiv zr

∂
∂

+
∂

∂
+

∂
∂

=
,,,,1,,1,, ϕ

ϕ
ϕϕϕ ϕ

r
, 

в сферических координатах 

( )( ) ( )[ ]
( )

( )
( )

( )
θ

θϕ
θϕ

θϕ
θ

θϕθϕ θϕ

∂
∂

+
∂

∂
+

∂
∂

=
,,

sin
1,,

sin
1,,1,,

2

2

rW
r

rW
rr

rWr
r

rWdiv r
r

. 

Пример 8 
Найти дивергенцию вектора ( ) ( ) ( ) jyxyyxiyxyxyxW

rrr
4322 35132, +−+−+−= . 

Подстановка данного вектора в соответствующее соотношение позволяет полу-
чить: 

( ) ( )( ) ( )
+

∂
−+−∂

=+−+−+−
x

yxyxjyxyyxiyxyxdiv 13235132
2

4322
rr

 

( ) ( ) ( )322
432

495235 yxyxyx
y

yxyyx
+−+−=

∂
+−∂

+ . 

Пример 9 
Найти дивергенцию вектора ( ) ( ) jyxiyxyxW

rrr
2222 4, +++−= . Подстановка 

данного вектора в соответствующее соотношение позволяет получить: 

( )( ) ( )
=

++
+=

∂
++∂

+
∂
−∂

=+++−
22

2222
2222

42
22

4
4

yx
xx

y
yx

x
yxjyxiyxdiv

rr
 

2242 yxxx +++= . 
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6. Ротор векторного поля 
Определение 9 
Ротором векторной функции ( ) ( ) ( ) ( zzyxWjzyxWizyxWzyxW zyx ) rrrr

,,,,,,,, ++=  на-
зывается определённый в каждой точке вектор, который определяется с помо-
щью следующего соотношения 

( )( ) ∫∫ ×=
→ SV

SdW
V

zyxWrot
rrr 1lim,,

0
. 

Ротор в декартовых координатах может быть вычислен с помощью следующего 
соотношения 

( )( )
( ) ( ) ( )

( ) ( )
−⎥

⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
∂

∂
−

∂
∂

=
∂
∂

∂
∂

∂
∂

=
z

zyxV
y

zyxVi

zyxVzyxVzyxV
zyx

kji

zyxVrot yz

zyx

,,,,

,,,,,,

,,
r

rrr

r
 

( ) ( ) ( ) ( )
⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
∂

∂
−

∂
∂

+⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
∂

∂
−

∂
∂

−
y

zyxV
x

zyxV
k

z
zyxV

x
zyxVj xyxz ,,,,,,,, rr

, 

в цилиндрических координатах 

( )( ) ( ) ( ) ( ) ( )
+⎥

⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
∂

∂
−

∂
∂

+⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
∂

∂
−

∂
∂

= ϕ
ϕ
ϕϕϕ

ϕ
ϕϕ ϕ rrr zrV

rz
zrVr

z
zrVzrV

r
zrVrot zrz ,,1,,,,,,1,,  

( )[ ] ( )
r
zzrV

r
zrrV

r

r

⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧

∂
∂

−
∂

∂
+

ϕ
ϕϕϕ ,,,, , 

в сферических координатах 

( )( ) ( )
( ) ( ) ( )[ ]

+
⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧

∂
∂

−
∂

∂
=

θ
θϕθ

ϕ
θϕ

θ
θϕ θθ ,,sin,,

sin
,, rVrV

r
rrVrot
rr

 

( ) ( )[ ] ( )[ ]
( )

( )
⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧

∂
∂

−
∂

∂
+

⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧

∂
∂

−
∂

∂
+

ϕ
θϕ

θθ
θϕθθϕ

θ
θϕϕ ϕθ ,,

sin
1,,,,,, rVrrV

rr
rrVrV

r
rr

rr

. 

Пример 10 

Найти ротор вектора ( ) +⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
++⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
++−+−= k

zy
xi

z
yzxyxyxzyxV

rrr 1ln132,,
2

32  

( )[ ] jzxyyx
r

cos35 32 +−+ . Подстановка данного вектора в соответствующее со-
отношение позволяет получить: 

( )( ) ( ) ( )
( ) −

+
++

−⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +−+−=

1
sin11232310,, 3

zyxy
zzyxyi

z
yxyyxkzyxVrot

rrr
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⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
+−

+
−

2

2
23

1 z
yzx

zyx
zyj

r
. 

Пример 11 
Найти ротор вектора ( ) ( )[ ] [ ⋅−−−−++−= xykjzyxiztgyxzyxV ln3,, 2222

rrrr
 

( )]2sin z⋅ . Подстановка данного вектора в соответствующее соотношение позво-
ляет получить: 

( )( ) ( )
( )

( )
( ) ( )

+⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
−

−
−

⎥
⎥
⎦

⎤

⎢
⎢
⎣

⎡

−−
+

−
=

zzxy
zj

zyxzxy
zzizyxVrot 22

2

222

2

cos
1

sin
sin

32

3
sin

cos2,,
rrr

 

⎥
⎥
⎦

⎤

⎢
⎢
⎣

⎡
+

−−
+ y

zyx

xk 2
322

r
. 

Для градиента: 

( ) k
z
fj

y
fi

x
ffgrad

rrr

∂
∂

+
∂
∂

+
∂
∂

=  (в декартовых координатах). 

( ) z
z
ff

r
r

r
ffgrad rrr

∂
∂

+
∂
∂

+
∂
∂

= ϕ
ϕ

1  (в цилиндрических координатах). 

( ) ( ) θ
θ

ϕ
ϕθ

rrr

∂
∂

+
∂
∂

+
∂
∂

=
f

r
f

r
r

r
ffgrad 1

sin
1  (в сферических координатах). 

Свойства градиента 
grad (c)=0, c=const;   ( ) ( )fgradcfcgrad = ; ( ) ( ) ( )2121 fgradfgradffgrad +=+  

( ) ( ) ( )211221 fgradffgradfffgrad += ; ( )( ) ( )fgrad
f

fgrad
∂
∂

=
ϕϕ  

( )( ) ( ) ( ) ( )[ ] ( )[ ]1221211221 VrotVVrotVVgradVVgradVVVgrad
rrrrrrrrrr

+++= . 

Свойства дивергенции векторного поля 
div (c)=0, c=const;   ( ) ( ) ( )2121 VdivVdivVVdiv

rrrr
+=+ ; ( ) ( ) ( )fgradVVdivfVfdiv

rrr
+= ; 

[ ]( ) ( ) ( )211221 VrotVVrotVVVdiv
rrrrrr

−= ; ( ) ( )VdivcVcdiv
rr

= . 

Свойства ротора векторного поля 
rot (c)=0, c=const;   ( ) ( ) ( )2121 VrotVrotVVrot

rrrr
+=+ ; ( ) ( ) ( )[ ]fgradVVrotfVfrot

rrr
+= ; 

[ ]( ) ( ) ( ) ( ) ( )1221211221 VdivVVdivVVgradVVgradVVVrot
rrrrrrrrrr

−+−= . 

7. Оператор Гамильтона 
Определение 10 
Рассмотрим дифференциальный оператор, имеющий в декартовой системе ко-
ординат следующий вид: 
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k
k

y
j

x
i

∂
∂

+
∂
∂

+
∂
∂

=∇
rrr

. 

Такой оператор называется оператором Гамильтона (вектором, символом “на-
бла”). С помощью такого оператора градиент, дивергенция и ротор могут быть 
записаны в следующем виде 

( )( ) ( )zyxfzyxfgrad ,,,, ∇= ; ( )( ) ( )( )zyxfzyxfdiv ,,,,,
rr

∇= ; 

( )( ) ( )[ ]zyxfzyxfrot ,,,,
rr

∇= . 
Таким образом, градиент функции может быть рассмотрен как произведение 
вектора “набла” на скалярную функцию. Дивергенция функции может быть 
рассмотрена как скалярное произведение вектора “набла” на векторную функ-
цию. Ротор функции может быть рассмотрена как векторное произведение век-
тора “набла” на векторную функцию. При этом вектор всегда стоит слева от 
функции. 
Пример 12 
С помощью вектора “набла” найдём градиент от произведения двух функций 
f1(x,y,z) и f2(x, y,z). Такая операция имеет следующий вид: 

( ) ( ) 21122121 ffffffffgrad ∇+∇=∇= . 
Пример 13 
С помощью вектора “набла” найдём диверегенцию от произведения двух функ-
ций f1(x,y,z) и . Такая операция имеет следующий вид: ( zyxf ,,2

r
)
( ) ( ) ( ) ( )21122121 ,, ffffffffdiv

rrrr
∇+∇=∇= . 

Пример 14 
С помощью вектора “набла” найдём диверегенцию от произведения двух функ-
ций f1(x,y,z) и . Такая операция имеет следующий вид: ( zyxf ,,2

r
)
( ) ( )[ ] [ ] [ ]21122121 ffffffffrot

rrrr
×∇+∇×=×∇= . 

8. Касательная плоскость и нормаль к поверхности 
Пусть поверхность задана уравнением F(x,y,z)=0. Будем предполагать, что в точ-

ке поверхности M(x0,y0,z0) частные производные 
0Mx

F
⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
∂
∂

, 

0My
F
⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
∂
∂

, 

0Mz
F
⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
∂
∂

 су-

ществуют, непрерывны и хотя бы одна из них отлична от нуля. Рассмотрим на 
поверхности некоторую кривую L, проходящую через точку M0. Пусть она за-
дана параметрическими уравнениями 

⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

=
=
=

)(
)(
)(

tzz
tyy
txx

, ))(),(),((),,( 00000000 tztytxMzyxM = . 
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Будем предполагать, что функции x (t), y (t), z (t) дифференцируемы при значении 
параметра t = t0, соответствующем точке M0. Из-за того, что кривая L принадле-
жит поверхности, имеем соотношение F(x (t),y (t),z (t))≡0, левая часть которого 
дифференцируема в точке t = t0 как сложная функция. Дифференцируя это соот-
ношение, получаем 

0≡
∂
∂

+
∂
∂

+
∂
∂

td
zd

z
F

td
yd

y
F

td
xd

x
F .            (8) 

Рассмотрим два вектора 

( )( ) k
z
Fj

y
Fi

x
FzyxFgrad

MMM

rrr

000

000 ,, ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
∂
∂

+⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
∂
∂

+⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
∂
∂

=
→

 

и 

( ) ( ) ( )ktzjtyitxl
rrrr

000 ′+′+′= . 

Вектор l
r

 это касательный вектор к кривой L в точке M0. Соотношение (8) пока-
зывает, что эти два вектора перпендикулярны друг другу, т.к. их скалярное про-
изведение равно нулю. Очевидно, что соотношение (8) будет выполняться для 
любой кривой, лежащей на поверхности и проходящей через точку M0. Итак, 
касательный вектор к любой кривой на поверхности, проходящей через точку 

M0, перпендикулярен к фиксированному вектору . Поэтому все 
эти векторы лежат в одной плоскости. Эта плоскость называется касательной 
плоскостью к поверхности в данной точке (см. рис. 6). Уравнение касательной 
плоскости к поверхности, заданной уравнением F(x,y,z) =0, имеет вид: 

(( 000 ,, zyxFgrad
→

))

( ) ( ) ( ) 0000

000

=−⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
∂
∂

+−⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
∂
∂

+−⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
∂
∂ zz

z
Fyy

y
Fxx

x
F

MMM

. 

 
Рис. 6 

Прямая, перпендикулярная к касательной плоскости к поверхности и проходя-
щая через точку касания, называется нормалью к поверхности. Заметим, что век-

тор  можно рассматривать в качестве направляющего вектора 
нормали. Напишем её канонические уравнения: 

(( 000 ,, zyxFgrad
→

))
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000

000

MMM z
F

zz

y
F

yy

x
F

xx

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
∂
∂
−

=

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
∂
∂
−

=

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
∂
∂
−

. 

В случае, если поверхность задана в виде z = f(x,y), уравнения касательной плос-
кости и нормали приобретают вид: 

( ) ( ) ( ) 0000

00

=−−−⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
∂
∂

+−⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
∂
∂ zzyy

y
fxx

x
f

MM

, 

1
000

00

−
−

=

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
∂
∂
−

=

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
∂
∂
− zz

y
f

yy

x
f

xx

MM

. 

9. Экстремумы функции многих переменных 
Рассмотренное ранее определение экстремума функции одной переменной, а 
также необходимое и достаточное условия его существования обобщаемы на 
случай функции нескольких переменных. Рассмотрим сначала функцию двух 
независимых переменных z = f (x,y), определённую в области D, и изобразим её 
наглядно поверхностью в декартовой системе координат x, y, z. Мы будем гово-
рить, что функция имеет максимум в некоторой внутренней точке (x0,y0)∈D, ес-
ли значения функции во всех точках некоторой ε-окрестности точки (x0,y0) мень-
ше, чем значение функции в этой точке, т.е. 

f  (x,y)<f  (x0,y0). 
Геометрически такому максимуму соответствует вершина на поверхности (см. 
рис. 7). Аналогично минимум определяется неравенством 

f  (x,y)> f  (x0,y0) 
в некоторой окрестности точки (x0,y0) и соответствует «ямке» на поверхности 
(см. рис. 7). 
Для функции большего числа переменных понятия максимума и минимума оп-
ределяется аналогично, только уже нельзя дать геометрической иллюстрации. 
Функция u =f (x,y,…) имеет в точке (x0,y0,…) максимум (минимум), если она в 
некоторой окрестности этой точки принимает всюду значения меньшие (боль-
шие), чем в самой точке (x0,y0,…). 
Как и в случае функции одной переменной, наряду со словами максимум и ми-
нимум будем пользоваться термином экстремум, объединяющим эти два поня-
тия. Сформулируем теперь необходимые условия существования экстремума, 
т.е. такие условия, которые непременно должны быть выполнены в точке M0(x0, 
y0,…) если функция имеет в этой точке экстремум. 
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Рис. 7 

Для того, чтобы дифференцируемая функция u=f(x,y,…) имела экстремум в точ-
ке M0(x0,y0, …) необходимо, чтобы все ее частные производные обращались в 
этой точке в ноль, т.е. чтобы выполнялись следующие равенства: 

( )
( )
(

⎪
⎪
⎩

⎪
⎪
⎨

⎧

=′

=′
=

)

′

............................
0,...,,

0,...,,
0,...,,

000

000

000

zyxf

zyxf
zyxf

z

y

x

.     (9) 

Эти условия легко получаются из известного необходимого условия экстрему-
ма дифференцируемой функции одной переменной. В самом деле, зафиксиру-
ем, например, переменные y = y0, z = z0, …  и будем рассматривать функцию в ок-
рестности точки M0 как функцию f (x,y0, z0,…) зависящую только от x.  Тогда она 
имеет экстремум при x = x0, а необходимым условием такого экстремума являет-
ся равенство: 

( ) 0,...,, 000 =′ zyxfx . 
В случае дифференцируемой функции двух переменных f (x,y) это необходимое 
условие имеет простой геометрический смысл: функция может иметь в точке 
M0(x0,y0) экстремум лишь в том случае, если поверхность f (x,y) имеет в этой 
точке касательную плоскость, параллельную плоскости xOy. Рассмотрим, на-
пример, функцию f = x y. Необходимые условия показывают, что начало коорди-
нат - точка, подозрительная на экстремум. Однако в окрестности этой точки 
функция принимает как положительные, так и отрицательные значении, смотря 
по тому, в какой четверти берётся точка. Тогда в точке (0,0) функция экстрему-
ма не имеет. Изображающий эту функцию гиперболический параболоид имеет 
в начале координат так называемую точку перевала или седловину. 
Точки, в которых выполняются необходимые условия экстремума (9), называют, 
как и в случае функции одной переменной, стационарными. Другие точки, в ко-
торых могут быть экстремумы, - это точки, в которых частные производные или 
не существуют, или обращаются в бесконечность. В совокупности со стацио-
нарными эти точки называют критическими. Например, рассмотрим функции 
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Рис. 8. 

22 yxf += , 3 22 yxf += , 

графики которых получаются при вращении вокруг оси O z кривых 3 2yf =  и f  =  

|y|, соответственно (см. рис. 9). Очевидно, что обе эти функции имеют минимум 
в начале координат. Вместе с тем, частные производные в начале координат не 
существуют у первой функции и обращаются в бесконечность у второй функ-
ции. Таким образом, экстремумы могут находиться и в таких точках. 

  
Рис. 9 

Пример 8 
Дана система n материальных точек Mk(xk,yk,zk) с массами mk. Из физических со-
ображений ясно, что момент инерции этой системы имеет минимум относитель-
но некоторой точки. Требуется найти эту точку. Задача сводится к нахождению 
минимума функции трёх переменных: 

( ) ( ) ( ) ( )[ ]∑ −+−+−=
=

n

k
kkkk zzyyxxmzyxI

1

222,, . 

Необходимое условие экстремума даёт возможность найти координаты этой 
точки. Для этого нужно решить систему уравнений: 
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Проверяем, что искомая точка является центром масс (центром тяжести) дан-
ной совокупности материальных точек 

∑
∑=

k

kk
m

xmx , 
∑
∑=

k

kk
m

ymy , 
∑
∑=

k

kk
m

zmz . 
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Следует заметить, что суммирование в этих формулах производится по всем 
точкам. Во многих случаях специальный характер решаемой задачи позволяет 
судить о том, будет ли в стационарной точке экстремум и какой конкретно. На-
пример, в предыдущей задаче из физических соображений было ясно, что есть 
точка пространства, где момент инерции системы материальных точек прини-
мает наименьшее значение. Желательно было бы иметь, как и в случае функции 
одной переменной достаточные условия экстремума, позволяющие различать 
среди стационарных точек те, где есть экстремум, и определять, каков он: мак-
симум или минимум. 
Рассмотрим стационарную точку (x0,y0) функции f  (x,y), т.е. точку в которой об-
ращаются в нуль обе частные производные xf ′  и yf ′ . Вычислим вторые произ-
водные в этой точке и введём, для краткости, следующие обозначения: 

A
x

yxf
=

∂
∂

2
00

2 ),( , B
yx

yxf
=

∂∂
∂ ),( 00

2
, C

y
yxf

=
∂

∂
2

00
2 ),( . 

Примем без доказательства следующие правила: 
1) если в стационарной точке выполняется неравенство AC-B2>0, то в этой точ-
ке функция z = f (x,y) имеет экстремум; при этом, если A<0, то f (x0,y0) - макси-
мум, если A>0, то f   (x0,y0) - минимум; 
2) если в стационарной точке AC-B2<  0, то функция не имеет экстремума в этой 
точке; 
3) случай AC-B2=0 требует дополнительного исследования. 
Пример 15 
Исследовать на экстремум функцию: 

f =5-2x+6 y-2x y-x2. 
Находим стационарные точки, решая систему 

( )4,3
026

0222
0 −⇒

⎩
⎨
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=−=′
=−−−=′

M
xf

xyf

y

x . 

В данном случае получаем единственную стационарную точку M0 с координа-
тами M0 (3;-4). Вычисляем вторые производные в этой точке: A=-2, B=-2, C=0. 
AC  -B2<0, т.е. экстремума нет. 
Пример 16 
Исследовать на экстремум функцию: 

f =(x-1)2+(y -1)2. 
Находим стационарные точки, решая систему 

( )
( )⎩

⎨
⎧

=−=′
=−=′

012
012

yf
xf

y

x . 

Вычисляем вторые производные в этой точке: A=C=2, B=0, поэтому экстремум есть. 

Условный экстремум 
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Часто возникает задача не просто найти экстремум функции n переменных: 



u  =f   (x,y,…), 
а найти её экстремум при дополнительных условиях, связывающих переменные 
посредством m уравнений связей (m < n) 

gk(x,y,...)=0, k =1, ..., m. 
Такие экстремумы называют условными. Например, пусть требуется найти ми-
нимум функции f (x,y) = x2+y2 при дополнительном условии x +y =1. Следующий 
рисунок делает решение задачи очевидным. С учётом уравнения связи мы на 
самом деле имеем функцию одной переменной f   (x,1-x) = 2x2-2x+1 и её экстре-
мум легко находится. Следовательно, функция f   (x,y) = x2+y2 имеет условный 
минимум fmin=0.5 в точке (0.5,0.5). 

 
Рис. 10 

Таким образом, задача нахождения условных экстремумов не является принци-
пиально новой. Разрешая уравнения связи относительно m неизвестных и под-
ставляя их в исходную функцию, мы получаем задачу отыскания безусловного 
экстремума функции меньшего (n-m) числа переменных. Если задача разреше-
ния уравнений связи не вызывает трудностей, то так и следует поступать. Но 
весьма часто это либо трудоёмкая задача, либо принципиально неразрешимая 
(вспомним, что не всегда можно перейти от неявного задания функции к её яв-
ному заданию). Представляется важным сформулировать необходимые условия 
существования условного экстремума. Такая формулировка была предложена 
Ж.Л. Лагранжем (1736 - 1813 гг.). Пусть требуется найти экстремумы функции 

u=f (x1,x2,…,xn), 
причём её n аргументов подчинены m уравнениям связей (m < n): 

g (x1,x2,…,xn)=0, k =1, ..., m. 
Введём m так называемых неопределённых множителей Лагранжа λ1, λ2, …, λm 
и образуем функцию Лагранжа 

F=f + λ1g1+ λ2g2 + … + λmgm. 
Эта функция зависит от n+m переменных: x1,…, xn, λ1, …, λm. Запишем для нее 
необходимые условия экстремума 
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F , …, 0=
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∂
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F , 0

1
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∂
∂
λ
F , …, 0=

∂
∂

m

F
λ

.          (10) 

Заметим, что последние m уравнений в (10) совпадают с уравнениями связей. 
Следует заметить, что необходимые условия экстремума функции Лагранжа яв-
ляются одновременно необходимыми условиями условного экстремума исход-
ной функции. 
Далее проведём обоснование метода множителей Лагранжа на примере функ-
ции двух переменных с одним уравнением связи. Допустим, что уравнение свя-
зи g(x,y)=0 изображается гладкой кривой, т.е. кривой, в каждой точке которой 
существует касательная. Мы должны найти экстремум функции z = f (x,y), когда 
точки (x,y) лежат на этой кривой. Двигаясь вдоль кривой g (x,y)=0, например, 
слева направо, мы последовательно пересекаем линии уровня f (x,y)=С. В точке 
(x0,y0), где кривая g (x,y)=0 касается одной из линий уровня f (x,y)=С, следует 
ожидать максимума, т.к. при переходе через эту точку возрастание С сменяется 
убыванием. Тогда нормальные векторы в этой точке к кривой g (x,y)=0 и к соот-
ветствующей линии уровня f (x,y)=С коллинеарны. Эти векторы являются гра-
диентами функций f и g в точке касания: 
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Рис. 11 

Из условия коллинеарности этих векторов 
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xx
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λ
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.        (11) 

Таким образом, условия (11) выражают необходимые условия условного экстре-
мума. Образовав функцию Лагранжа F(x,y,λ)  =  f   (x,y) +λ g (x,y), получаем, что ус-
ловия (11) совпадают с необходимыми условиями экстремума этой функции. 
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Пример 17 
Найти экстремумы функции f   (x,y)  = x2+y2 при условии, что её аргументы связаны 
соотношением: 5x2-6x  y+5y2-32=0. Образуем функцию Лагранжа: F (x,y,λ)  = x2+y2 

+λ (5x2-6x y  +5y2-32). Приравнивая к нулю её частные производные, получаем 
следующую систему для нахождения координат стационарных точек:  

x+λ(5x-3y)=0; y+λ(-3x+5y)=0; 5x2-6xy+5y2-32=0. 
Исключая из первых двух уравнений параметр λ, получаем: 

( ) ( )

⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

=−+−

=⇔=−+−⇔=
−
−

+

032565

053350
35
53

22

22

yxyx

xyyxxyxy
yx
yxxy

 

В случае y0=x0 находим точки ( )5.0;22;22 − , ( )5.0;22;22 −−− . А если y0 

=-x0, то получаем точки ( )81;22;22 −− , ( )81;22;22 −− . 
Пример 18 
Найти экстремумы функции f (x,y)=x3+y2 при условии, что её аргументы связаны 
соотношением: x y  -  4 = 0. Образуем функцию Лагранжа: F (x,y,λ)  = x3+y2+λ (x  y-4). 
Приравнивая к нулю её частные производные, получаем следующую систему 
для нахождения координат стационарных точек: 
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Исключая из первых двух уравнений параметр λ, получаем: 
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2 42

yx
xy

 

В случае 2
00 2xy =  находим точки ( )228;22;2 + . А если 2

00 2xy −= , то 
получаем точки ( )228;22;2 −− . 

10. Двойной интеграл 
Определение 11 
Пусть S - ограниченная область плоскости (x,y) с кусочно-гладкой границей; 
пусть f  (x,y) - определена и ограничена на S. С помощью сетки кусочно-гладких 
кривых область S разбивают на конечное количество элементарных областей Si 
(i=1,2,…,n) с площадями ∆Si (разбиение Z). Пусть ∆ (Z) - наибольший размер 
элементарных областей Si, получающийся при разбиении Z. В каждой из эле-
ментарных областей выбирается произвольная точка Mi(xi,yi). Число: 

( ) ( )∑ ∆=
=

n

i
iii SyxfZ

1
,σ . 

ставится в соответствие каждому разбиению Z и называется интегральной сум-
мой разбиения Z. Функция f   (x,y) называется интегрируемой в области S в смыс-
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смысле Римана, если существует число I со следующим свойством: для каждого 
ε >0 найдётся δ (ε ) > 0 такое, что для каждого разбиения Z области S, для которо-
го ∆(Z) <ε и независимо от того, какие точки Mi выбираются в элементарных 
областях, выполняется неравенство: | σ   (Z)-I | < ε. Число I называется двойным 
интегралом Римана от f (x,y) по области S и обозначается следующим образом: 

( )
( )
∫∫=
S

SdyxfI , ; ( )
( )
∫∫=
S

ydxdyxfI , . 

Эквивалентным этому определению является следующее: f (x,y) интегрируема по 
области S, если для каждой последовательности Zn разбиений с 0Zlim n =

∞→n
 по-

следовательность соответствующих интегральных сумм σ(Zn) всегда сходится 
независимо от выбора промежуточных точек к одному и тому же значению, ко-
торое и есть двойной интеграл. Свойства двойных интегралов: 
1) аддитивность относительно подъинтегральных соотношений: 

( ) ( )[ ]
( )

( )
( )

( )
( )
∫∫+∫∫=∫∫ +=
SSS

ydxdyxfydxdyxfydxdyxfyxfI ,,,, 2121 ; 

2) аддитивность относительно областей (S1 и S2 - области без общих внутренних 
точек): 

( )
( )

( )
( )

( )
( )
∫∫+∫∫=∫∫=

+ 2121
,,,

SSSS
ydxdyxfydxdyxfydxdyxfI ; 

3) постоянный множитель можно выносить за знак интеграла: 
( )

( )
( )

( )
∫∫=∫∫=
SS

ydxdyxfAydxdyxfAI ,, ; 

4) если для каждой точки (x,y)∈S выполняется неравенство f1(x,y) ≤  f2(x,y), то: 
( )

( )
( )

( )
∫∫≤∫∫
SS

ydxdyxfydxdyxf ,, 21 ; 

5) если f  (x,y) интегрируема по S, то |  f  (x,y)| также интегрируема по S и: 

( )
( )

( )
( )
∫∫≤∫∫
SS

ydxdyxfydxdyxf ,, . 

Двойные интегралы обладают ещё несколькими свойствами, но в ближайшее 
время они не понадобятся. Может быть показано, что 
1) двойные интегралы могут рассматриваться как повторные; 
2) порядок интегрирования может быть изменён. 
Пример 19 
Пусть S - область, описываемая функцией f (x,y)=x y и ограниченная кривыми 
( ) xxy =  и y (x) = x2, x∈[0,1]. Найдём площадь данной области. 
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Аналогично для ( ) yyx =  и , y∈[0,1] можно получить: ( ) 2yyx =
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Замена переменных в двойных интегралах 
Пусть функции x  =  x(u,v) и y  =  y(u,v) взаимно однозначно отображают области G 
(в переменных (u,v)) и S (в переменных (x,y)). Пусть функции x =x (u,v) и y =y (u,v) 
непрерывны со своими первыми частными производными на области G. Внут-
ри G якобиан отличен от нуля: 

( )
( ) 0

,
,

≠

∂
∂

∂
∂

∂
∂

∂
∂

=
∂
∂

=

v
y

u
y

v
x

u
x

vu
yxJ . 

Если функция f  (x,y) непрерывна на S, то справедливо соотношение: 
( )

( )
( ) ( )( )

( )
∫∫=∫∫
GS

vdudJvuyvuxfydxdyxf ,,,, . 

Пример 20 
Рассмотрим переход от декартовых координат к полярным, т.е. x = r cos(ϕ), y = r 

sin(ϕ). Тогда J = r и 
( )

( )
( ) ( )( )

( )
∫∫=∫∫
GS

drdrrrfydxdyxf ϕϕϕ sin,cos, . 

Геометрические и физические приложения двойных интегралов 
1) Пусть f  (x,y)≥0 на S. Двойной интеграл ( )

( )
∫∫
S

ydxdyxf ,  может быть интерпре-

тирован как объём цилиндрического тела, основанием которого является область 
S плоскости (x,y) и которое ограничено поверхностью z = f (x,y). Объём данного 
цилиндра численно равен площади ∆ S области S, т.е. 

( )
( )
∫∫=∆
S

ydxdyxfS , . 

Пример 21 
Найти объём цилиндрического тела, в основании которого находится круг x2+y2 
≤ a y, z = 0, и которое ограничено сверху частью поверхности сферы x2+y2+z2≤a2. 
Из-за симметрии можно записать, что 

( )
∫∫ −−=
S

ydxdyxaV 2222 , 
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где S - полукруг x2+y2
 ≤ a  y, x ≥0. В полярных координатах x  = r cos(ϕ), y = r sin(ϕ) 

область S описывается неравенствами: 0≤ r  ≤ a sin(ϕ), 0 ≤ ϕ  ≤ π /2. После всех за-
мен получаем: 

( )
∫ ∫ −=
2

0

sin

0

222
π ϕ

ϕ
a

drdrarV . 

Подстановки во внутренний интеграл 22 rat −=  позволяет получить: 
( )

( )[ ]∫ −−=∫ ∫ −−=
2

0

3
32

0

cos

0

22 1cos
3

22
ππ ϕ

ϕϕϕ dadrdraV
a

. 

В окончательном форме последнее соотношение может быть представлено в 
следующем виде: 

( )π43
9

3
−=

aV . 

Пример 22 
Найти площадь области, ограниченную астроидой: x =a cos3(t), y =a sin3(t) (0≤t≤ 
2π). Введение криволинейных координат x =u cos3(v), y =u sin3(v) позволяет по-
лучить: 

( )
( ) ( ) ( ) =∫∫=∫ ∫=∫∫=

ππ 2

0

2

00

2

0

22 2sin
4
3cossin32 vdvuduudvdvvuydxdV

aa

S
 

( )[ ] 2
2

0

2

8
34cos1

16
3 avdva π

π

=∫ −= . 

Пример 23 (центр тяжести и масса) 
Координаты центра тяжести x0 и y0 области S с массой, распределённой с плот-
ностью ρ (x,y), определяются соотношениями: 

( )
( )
∫∫=
S

Sdyxx
M

x ,1
0 ρ ; ( )

( )
∫∫=
S

Sdyxy
M

y ,1
0 ρ , 

где ( )
( )
∫∫=
S

SdyxM ,ρ  - масса области S. 

Пример 24 (момент инерции) 
Момент инерции Ix плоской области S с массой, распределённой с плотностью 
ρ (x,y), относительно оси x определяется соотношением: 

( )
( )
∫∫=
S

x SdyxyI ,2 ρ . 

Момент инерции Iy плоской области S с массой, распределённой с плотностью 
ρ  (x,y), относительно оси y определяется соотношением: 

( )
( )
∫∫=
S

y SdyxxI ,2 ρ . 
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Полярный момент инерции IO плоской области S с массой, распределённой с плот-
ностью ρ (x,y), относительно начала координат определяется соотношением: 

( ) ( )
( )
∫∫ +=
S

O SdyxyxI ,22 ρ . 

11. Тройные интегралы 
Определение 12 
Пусть задана ограниченная пространственная область V, граница которой явля-
ется кусочно-гладкой поверхностью. Пусть функция f  (x,y,z) определена и огра-
ничена в области V. Путём выбора сети кусочно-гладких поверхностей строит-
ся некоторое разбиение Z области V на конечное число элементарных областей 
Vi (i=1,2,…,n) с объёмами ∆Vi. Пусть ∆(Z) - наибольший размер элементарной 
области Vi. Число 

( ) ( )∑ ∆=
=

n

i
iiii VzyxfZ

1
,,σ . 

называется интегральной суммой, соответствующей разбиению Z. Функция f  (x, 
y,z) называется интегрируемой в области V в смысле Римана, если существует 
число I со следующим свойством: для каждого ε  >0 найдётся δ (ε)>0 такое, что 
для каждого разбиения Z области V, для которого ∆(Z)<ε и независимо от того, 
какие точки Mi выбираются в элементарных областях, выполняется неравенство 
| σ   (Z)  -  I  |   <   ε. Число I называется тройным интегралом Римана от f v(x,y,z) по об-
ласти V и обозначается следующим образом: 

( )
( )
∫∫∫=
V

VdzyxfI ,, ; ( )
( )
∫∫∫=
V

zdydxdzyxfI ,, . 

Свойства тройных интегралов аналогичны свойствам двойных интегралов. 
Вычисление тройных интегралов 

Пусть V является телом, проекция которого на плоскость x,y является областью 
S. Пусть тело V также ограничено поверхностями z1(x,y) и z2(x,y), а также x=a и 
x =b. Тогда 

( )
( )

( )
( )

( )

( )
=∫∫ ⎥

⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
∫=∫∫∫=

S

yxz

yxzV
xdydzdzyxfzdydxdzyxfI

,2

,1

,,,,  

( )
( )

( )

( )

( )

∫
⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧
∫ ⎥

⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
∫=

b

a

xy

xy

yxz

yxz
xdydzdzyxf

2

1

,2

,1

,, . 

Замена переменных в тройных интегралах 
Пусть функции x =x (u,v,w), y =y (u,v,w) и z =z (u,v,w) взаимно однозначно отобра-
жают области G (в переменных (u,v,w)) и S (в переменных (x,y,z)). Пусть функ-
ции x =x (u,v,w), y =y (u,v,w) и z = z(u,v,w) непрерывны со своими первыми частны-
ми производными на области G. Внутри G якобиан отличен от нуля: 
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( )
( ) 0

,,
,,

≠

∂
∂

∂
∂

∂
∂

∂
∂

∂
∂

∂
∂

∂
∂

∂
∂

∂
∂

=
∂
∂

=

w
z

v
z

u
z

w
y

v
y

u
y

w
x

v
x

u
x

wvu
zyxJ . 

Если функция f(x,y,z) непрерывна на V, то справедливо соотношение: 
( )

( )
( ) ( ) ( )( )

( )
∫∫∫=∫∫∫
VV

wdvdudJwvuzwvuywvuxfzdydxdzyxf ,,,,,,,,,, . 

Пример 25 
Рассмотрим переход от декартовых координат к полярным, т.е. x = r sin(θ) cos(ϕ), 
y = r sin(θ) sin(ϕ), z = r cos(θ ). Тогда J = r2

 sin(θ) и 
( )

( )
=∫∫∫

V
zdydxdzyxf ,,  

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )( )
( )
∫∫∫=
G

ddrdrrrfr ϕθθϕθϕθθ cos,sinsin,cossinsin2 . 

Геометрические и физические приложения тройных интегралов 
1) Объём пространственной области, ограниченной функцией f (x,y,z). Тройной 
интеграл по V является объёмом ∆V области V, т.е. 

( )
( )
∫∫∫=∆
V

zdydxdzyxfV ,, . 

Пример 26 

Пусть имеется эллипс: 12

2

2

2

2

2
=++

c
z

b
y

a
x . Найдём его объём с помощью последне-

го соотношения. Преобразуем данное соотношение с учётом уравнения для эл-
липса к следующему виду: 

=∫ ∫ −−=∫ ∫ ∫=∆
−

−

−−
−

−

−−

−−

−−−

a

a

a

xb

a

xb

a

a

a

xb

a

xb

b

y

a

xc

b

y

a

xc

xdyd
b
y

a
xcRxdydzdV

2

2
1

2

2
1

2

2

2

22

2
1

2

2
1

2

2

2

2
1

2

2

2

2
1

1  

( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) =∫ ∫ −−=⎥

⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
=
=

=
π π

θϕϕθϕθθ
ϕθ
ϕθ 2

0 0

2222 sinsincossin1sin
sinsin
cossin

ddcba
by
ax

 

( ) ( ) ( ) cbacbadcba πθπθθθπ
ππ
=−=∫=

00 2
2coscossin . 

Пример 27 (масса тела) 
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Если пространственная область V заполнена массой с плотностью ρ (x,y,z), то 
полная масса V определяется следующим соотношением: 

( )
( )
∫∫∫=
V

zdydxdzyxM ,,ρ . 

Пример 28 (центр тяжести) 
Координаты центра тяжести x0, y0 и z0 области V с массой, распределённой с 
плотностью ρ (x,y,z), определяются соотношениями: 

( )
( )
∫∫∫ ⋅=
V

zdydxdzyxx
M

x ,,1
0 ρ ; ( )

( )
∫∫∫ ⋅=
V

zdydxdzyxy
M

y ,,1
0 ρ ; 

( )
( )
∫∫∫ ⋅=
V

zdydxdzyxz
M

z ,,1
0 ρ . 

Пример 29 (момент инерции) 
Момент инерции Ix объёмной области V с массой, распределённой с плотностью 
ρ (x,y,z), относительно оси x определяется соотношением: 

( ) ( )
( )
∫∫∫ +=
V

x zdydxdzyxzyI ,,22 ρ . 

Момент инерции Iy объёмной области V с массой, распределённой с плотностью 
ρ (x,y,z), относительно оси y определяется соотношением: 

( ) ( )
( )
∫∫∫ +=
V

y zdydxdzyxzxI ,,22 ρ . 

Момент инерции Iz объёмной области V с массой, распределённой с плотностью 
ρ (x,y,z), относительно оси y определяется соотношением: 

( ) ( )
( )
∫∫∫ +=
V

z zdydxdzyxyxI ,,22 ρ . 

12. Криволинейные интегралы 
Криволинейный интеграл первого рода 

Определение 13 
Пусть L - отрезок кусочно-гладкой кривой с началом в точке A и концом в точ-
ке B и f (x,y) - ограниченная функция, заданная в некоторой области, содержа-
щей кривую L. На L выбираются произвольные точки A=A0, A1, …, An-1, An=B. 
Таким образом, криволинейный отрезок AB разбивается на элементарные от-
резки. Пусть длина отрезка Ai-1Ai (i=1,…,n) равна ∆si. Пусть M(xi,yi) - произволь-
ная точка на элементарном отрезке Ai-1Ai. Выражение 

( ) ( )∑ ∆=
=

n

i
iii syxfZ

1
,σ  

называется интегральной суммой относительно разбиения Z. Предел данной ин-
тегральной суммы при стремлении к нулю максимальной длины отрезка ∆si на-
зывается криволинейным интегралом первого рода. Рассматриваемый интеграл 
обозначается следующим образом: 
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( )
( )

( )
( )
∫⇔∫=

ABL
sdyxfsdyxfI ,, . 

Аналогично определяется криволинейный интеграл первого рода от функции 
трёх переменных f (x,y,z). Следует заметить, что криволинейный интеграл пер-
вого рода не зависит от направления движения по кривой L, т.е. 

( )
( )

( )
( )
∫=∫

BAAB
sdyxfsdyxf ,, . 

Вычисление криволинейных интегралов первого рода 
Возможны следующие представления криволинейных интегралов первого рода: 
1) если L - отрезок кусочно-гладкой кривой заданной параметрически (x =ϕ (t), y 

=ψ (t), t1≤ t ≤ t2), то с учётом соотношения ( ) ( ) tdttsd 22 '' ψϕ +=  интеграл мо-
жет быть вычислен с помощью следующего соотношения: 

( )
( )

( ) ( )( ) ( ) ( )∫ +=∫
2

1

22 '',,
t

tL
tdttttfsdyxf ψϕψϕ . 

Аналогично для кривой в пространстве (x =ϕ  (t), y =ψ  (t), z =χ (t), t1≤t≤t2) получаем: 

( )
( )

( ) ( ) ( )( ) ( ) ( ) ( )∫ ++=∫
2

1

222 ''',,,,
t

tL
tdttttttfsdzyxf χψϕχψϕ . 

2) если плоская кривая y =f  (x) (a ≤ x ≤ b) задана в явном виде, то 

( )
( )

( )∫=∫
b

aL
xdyxfsdyxf ,, . 

Пример 30 
Пусть L - верхняя полуокружность радиуса r, описанная вокруг начала коорди-
нат. Параметрическое представление кривой имеет следующий вид: x =r⋅cos(t), y 

= r⋅ sin(t), 0≤t≤π. Тогда ( ) ( ) rtt =+ 22 '' ψϕ  и 

( )
( )( ) ( ) 2

0
2

0
2cossin rtrtdrtrsdy

L
=−=∫=∫

ππ
. 

Свойства криволинейных интегралов первого рода 
1) Линейность. Пусть для функций f (x,y) и g (x,y) существуют криволинейные 
интегралы по кривой AB и α и β - некоторые постоянные. Тогда для функции 
α  f (x,y)+β  g(x,y) также существует криволинейный интеграл по кривой AB и 

( ) ( )[ ]
( )

( )
( )

( )
( )
∫+∫=∫ +

ABABAB
sdyxgsdyxfsdyxgyxf ,,,, βαβα . 

2) Аддитивность. Если дуга AB составлена из двух дуг AC и CB, не имеющих 
общих внутренних точек и если для функции f (x,y) существует криволиней-
ный интеграл по AB, то для f (x,y) существует криволинейный интеграл по 
каждой из этих дуг AC и CB, причём 
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( )
( )

( )
( )

( )
( )
∫+∫=∫

CBACAB
sdyxfsdyxfsdyxf ,,, . 

3) Оценка модуля интеграла. Если существует криволинейный интеграл по кри-
вой AB от функции f (x,y), то существует криволинейный интеграл по кривой 
AB от функции |f (x,y)|, причём: 

( )
( )

( )
( )
∫≤∫

ABAB
sdyxfsdyxf ,, . 

4) Формула среднего значения. Если функция f (x,y) непрерывна вдоль кривой 
AB, то на этой кривой найдётся такая точка M, что 

( )
( )

( )Mflsdyxf
AB

=∫ , , 

где l - длина кривой AB. 
Следует заметить, что в полной аналогии с изложенной теорией криволинейно-
го интеграла на плоскости, строится теория криволинейного интеграла в про-
странстве. 

Теорема (формула) Грина (Остроградского-Грина) 
Пусть G - замкнутая плоская область и её граница L является кусочно-гладким 
контуром. Пусть область G может быть разбита на конечное число элементар-
ных областей Gi с кусочно-гладкими границами Li, i=1, 2, …, k. Пусть в G зада-
ны функции P(x,y) и Q(x,y), непрерывные на G вместе со своими частными про-
изводными ∂P(x,y)/∂ y и ∂Q(x,y)/∂ x. Тогда справедливо соотношение: 

( ) ( )
( )

( ) ( )∫ +=∫∫ ⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
∂

∂
−

∂
∂

LG
ydyxQxdyxPydxd

y
yxP

x
yxQ ,,,, . 

Подробное доказательство изложено в “Л.Д. Кудрявцев. Курс математического 
анализа. Т. 2. М. Высшая школа, 1981. С.199”. 

Геометрические приложения криволинейных интегралов 
Длина дуги 

Криволинейный интеграл первого рода может быть использован для вычисления 
длины дуги кривой. 
Пример 31 
Найти длину пространственной кривой L, определяемой параметрическими 
уравнениями: x (t) = e-tcos(t), y (t) = e-tsin(t), z (t) = e-t при 0≤t≤2π. Задача сводится к 
вычислению криволинейного интеграла первого рода . С помощью соот-

ношения 
( )
∫
L

sd1

( )
( ) ( ) ( )∫ ++=∫

2

1

222 '''
t

tL
tdtttsd χψϕ . 

получаем: 
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( )
( )[ ] ( )[ ] ( ) ( ) ( )[ ]{∫ ++−−=∫ ++=∫ −−−−−−

ππ 2

0

22
2

0

2'2'2' sincossincos tttttt

L
etetetdetetesd  

( ) ( )[ ] } ( ) ( ) ( ) ( ) ( ){∫ ++++=+−+ −−−
π2

0

222212 cossinsincos2coscossin tttttetdtete ttt  

( ) ( ) ( ) } ( )π
π

2
2

0

2 1331sincos2sin −− −=∫=+−+ etdetdttt t . 

Вычисление площади 
Пусть в формуле Грина P(x,y)=0 и Q(x,y)=x, получаем: 

( )
∫=∫∫
LG

ydxydxd . 

Тогда площадь области G определяется соотношением: 
∫=
L

ydxS . 

Аналогично при P(x,y)=-y и Q(x,y)=0 в формуле Грина имеем: 

( )
∫−=∫∫=
LG

xdyydxdS . 

Складывая полученные соотношения, получаем: 

∫ +=
L

xdyydxS
2
1 . 

Пример 32 
Найдём с помощью полученного соотношения площадь, ограниченную эллип-

сом 12

2

2

2

=+
b
y

a
x . Для этого воспользуемся параметрическим представлением 

уравнения эллипса x (t) = a⋅cos(t), y (t) = b⋅sin(t). Подставляя это представление в 
последнее соотношение для площади, получаем: 

( ) ( )[ ] batdttbaxdyydxS
L

π
π

=∫ +=∫ +=
2

0

22 sincos
2
1

2
1 . 

Криволинейный интеграл второго рода 
Определение 14 
Пусть L - отрезок кусочно-гладкой кривой с началом в точке A и концом в точ-
ке B и f (x,y) - ограниченная функция, заданная вдоль кривой L. На L выбирают-
ся произвольные точки A=A0, A1, …, An-1, An=B. Таким образом, криволинейный 
отрезок AB разбивается на элементарные отрезки. Пусть M (xi,yi) - произвольная 
точка на элементарном отрезке Ai-1Ai. Выражение 

( ) ( )∑ ∆=
=

n

i
iii xyxfZ

1
,σ  

 36

называется интегральной суммой относительно выбранного разбиения. Следует 
заметить, что в данном случае рассматривается не длина элементарного отрезка 
∆ si, а её проекция ∆ xi=xi-xi-1. Предел данной интегральной суммы при стремле-



нии к нулю длины максимального отрезка ∆xi называется криволинейным инте-
гралом второго рода. Рассматриваемый интеграл обозначается следующим об-
разом: 

( )
( )

( )
( )
∫⇔∫=

ABL
xdyxfxdyxfI ,, . 

Если начальная и конечная точки совпадают, то интеграл по замкнутой кривой 
обозначается следующим образом: 

( )∫= xdyxfI , . 

Аналогично, умножая значение функции f  (x,y) в точке M  (xi,yi) на проекцию ∆ yi 
=yi-yi-1, получаем криволинейный интеграл от f (M) d y: 

( )
( )

( )
( )
∫⇔∫=

ABL
ydyxfydyxfI ,, . 

Если вдоль кривой L: AB определены две функции P(M)=P(x,y) и Q(M)=Q(x,y), и 
существуют интегралы 

( )
( )

( )
( )
∫⇔∫
LL

xdyxPxdMP , ; ( )
( )

( )
( )
∫⇔∫
LL

ydyxQydMQ , , 

то их сумму называют криволинейным интегралом (“общего вида”) и полагают 
( ) ( )

( )
( )

( )
( )

( )
∫+∫=∫ +
LLL

ydyxQxdyxPydyxQxdyxP ,,,, . 

Свойства криволинейных интегралов второго рода совпадают со свойствами 
криволинейных интегралом первого рода, но следует заметить, что криволи-
нейный интеграл второго рода меняет знак при изменении ориентации кривой. 

Вычисление криволинейных интегралов второго рода 
Возможны следующие представления криволинейных интегралов второго рода: 
1) если L - отрезок кусочно-гладкой заданной параметрически (x =ϕ (t), y =ψ (t), 

t1≤ t ≤ t2), то интеграл может быть вычислен с помощью следующего соотно-
шения: 

( )
( )

( ) ( )( ) (∫=∫
2

1

',,
t

tL
tdtttfxdyxf ϕψϕ )

)

( )

( )

 

или 

( )
( )

( ) ( )( ) (∫=∫
2

1

',,
t

tL
tdtttfydyxf ψψϕ . 

Аналогично для кривой в пространстве (x =ϕ (t), y =ψ (t), z =χ (t), t1≤t ≤ t2) получаем: 

( )
( )

( ) ( ) ( )( )∫=∫
2

1

',,,,
t

tL
tdttttfxdzyxf ϕχψϕ . 

Данное выражение может быть также представлено в следующих формах 

( )
( )

( ) ( ) ( )( )∫=∫
2

1

',,,,
t

tL
tdttttfydzyxf ψχψϕ , 
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( )( )
( )

( ) ( ) ( )( )∫=∫
2

1

',,,,
t

tL
tdttttfzdzyxf χχψϕ . 

2) если плоская кривая y   =  f    (x) (a ≤ x ≤ b) задана в явном виде, то 

( )
( )

( )∫=∫
b

aL
xdyxfxdyxf ,, . 

Условие независимости криволинейных интегралов от пути интегрирования 
Пусть в области G заданы функции P(x,y) и Q(x,y), непрерывные на G вместе со 
своими частными производными ∂ P (x,y)/∂ y и ∂ Q (x,y)/∂ x. Тогда криволинейный 
интеграл не зависит от выбора кривой L, целиком лежащей в G и соединяющей 
точки A и B, если существует однозначная функция U(x,y) (потенциал силового 
поля), производные которой удовлетворяют условию: ∂U(x,y)/∂ x =P(x,y) и ∂U(x, 
y)/∂ y =Q (x,y). 
Связь криволинейных интегралов второго рода с криволинейными инте-

гралами первого рода 
Криволинейный интеграл второго рода может быть вычислен по аналогии с кри-
волинейным интегралом первого рода с помощью следующего соотношения: 
в двухмерном случае: 

( )
( )

( ) ( )
( )
∫=∫
LL

sdyxfxdyxf αcos,, , ( )
( )

( ) ( )
( )
∫=∫
LL

sdyxfydyxf αsin,, . 

в трёхмерном случае: 
( )

( )
( ) ( )

( )
∫=∫
LL

sdzyxfxdzyxf αcos,,,, , ( )
( )

( ) ( )
( )
∫=∫
LL

sdzyxfydzyxf βcos,,,, , 

( )
( )

( ) ( )
( )
∫=∫
LL

sdzyxfzdzyxf γcos,,,, , 

где α, β и γ - углы между элементом дуги и осями координат. 
Механические приложения криволинейных интегралов 

Масса и центр тяжести кривой L 
Если масса гладкой кривой L распределена с плотностью ρ (x,y,z), то масса кри-
вой определяется соотношением: 

( )
( )
∫=
L

sdzyxM ,,ρ . 

Координаты центра тяжести равны: 

( )
( )
∫=
L

sdzyxx
M

x ,,1
0 ρ , ( )

( )
∫=
L

sdzyxy
M

y ,,1
0 ρ , ( )

( )
∫=
L

sdzyxz
M

z ,,1
0 ρ . 

Пример 33 
Вычислить массу и координаты центра тяжести циклоиды: x = r [t-sin (t)], y = r [1-
cos(t)], 0≤ t ≤ 2π с равномерно распределённой массой ρ  =1. 



Искомые масса и координаты определяются с помощью стандартных соотноше-
ний: 

( )
( )

( ) ( ) ( )[ ] ( ) =∫ +−=∫ +=∫=
ππ

ψϕρ
2

0

222

0

22 sincos1'',, tdttrtdttsdzyxM
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( ) ( ) ( ) rtctgtrtdtr 24cos122cos12
2

0

2

0
=−−=∫ −=

ππ
, 

( )
( )[ ] ( ) =∫ −−=∫=

π

ξ
2

0

2

cos1sin
8

21 tdttt
r

rsdx
M L
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⎤
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⎡
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⎜
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2
cos1sin

4
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( )
( )[ ] ( ) =∫ −−=∫=

π

η
2

0

2

cos1cos1
8

21 tdtt
r

rsdy
M L

 

( ) ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

⎥⎦

⎤
⎢⎣

⎡
⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
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22
cos9

2
3cos

24
cos12 tctgttrt . 

Работа силы вдоль кривой L 
321 eReQePF rrrr

++=
}

Если  - сила, которая вдоль кривой L меняется по величине и 
направлению, а { 321 ,, eee rrr  - ортонормированный базис, то при движении мате-
риальной точки единичной массы под влиянием этой силы совершается работа: 

( )
∫ ++=
L

zdRydQxdPA . 

Работа только тогда не зависит от пути интегрирования L, соединяющего две 
точки, когда подъинтегральное выражение является дифференциалом некоторой 
функции. Тогда работа вычисляется как разность потенциалов в данной точке. 
Пример 34 
Если компоненты силы равны P=x/r3, Q=y/r3 и R=z/r3, где 222 zyxr ++= , то 
существует потенциал U(x,y,z) и сила совершает вдоль некоторой кривой L, со-
единяющей точки (x0,y0,z0) и (x1,y1,z1) и не проходящей через начало координат, 
работу: 

A=U(x1,y1,z1)-U(x0,y0,z0). 
13. Поверхностные интегралы 

Поверхностный интеграл первого рода 
Определение 15 
Пусть некоторая функция f (x,y,z) определена и ограничена на гладкой поверх-
ности S. Пусть Z - некоторое разбиение поверхности S на конечное число эле-
ментарных поверхностей Si (i=1,2,…,n) с площадями ∆Si. ∆(Z) - наибольший из 
размеров элементарных поверхностей Si. Mi(xi,yi,zi) - произвольная точка на со-
ответствующей элементарной поверхности Si. Число 
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( ) ( )∑ ∆=
=

n

i
iiii SzyxfZ

1
,,σ  

называется интегральной суммой, соответствующей разбиению Z. Рассмотрим 
в интегральной сумме предел ∆(Z)→0. Тогда, если предел существует, то назы-
вается поверхностным интегралом первого рода. Такой интеграл обозначается 
следующим образом: 

( )
( )
∫∫=
S

SdzyxfI ,, . 

Если функция f (x,y,z) равна единице, то рассматриваемый интеграл равен по-
верхности S. 
Вычисление поверхностного интеграла первого рода (сведение к двойному 

интегралу) 
Если поверхность задана параметрически, т.е. x = x (u,v), y = y (u,v) и z = z (u,v), при-
чём u и v принимают значения в области H(u,v) (считается, что существует вза-
имно однозначное соответствие между областями S(x,y,z) и H(u,v)), то поверх-
ностный интеграл первого рода можно вычислить следующим образом: 

( )
( )

( ) ( ) ( )( ) ( )
( )
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Если поверхность задана в явном виде, т.е. z = z (x,y), тогда 

( )
( )

( )( ) ( ) ( )
( )
∫∫ ⎥

⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
∂

∂
+⎥

⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
∂

∂
+=∫∫=
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ydxd

y
yxz

x
yxzyxzyxfSdzyxfI

22
,,1,,,,, . 

Для случая, когда поверхность S задана уравнениями x =x (y,z) или y =y (y,z), мож-
но получить аналогичные соотношения. 
Пример 35 
Пусть поверхность S является сферой радиуса r с параметрическим представле-
нием x = r⋅sin(θ) cos (ϕ), y = r⋅sin (θ)sin (ϕ) и z =r⋅cos(θ). Тогда H является прямо-
угольником 0≤θ≤π, 0 ≤ϕ ≤2π, F = r2

 sin(θ) и 

( )
( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( )( )
( )

=∫∫=∫∫=
SS

ddrrrrfSdzyxfI ϕθθθϕθϕθ sincos,sinsin,cossin,, 2 ( )  
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( )( ) ( ) ( ) ( ) ( )( )∫ ∫=
π π

ϕθθθϕθϕθ
2

0 0

2 sincos,sinsin,cossin ddrrrfr . 

Пример 36 
Пусть S - цилиндрическая поверхность x2+y2

 = az, 0 ≤ a ≤ h. Её параметрическое 
представление x =a⋅cos (ϕ), y =a⋅sin (ϕ) и z =z. Тогда H является прямоугольником 
0≤ z ≤h, 0≤ϕ ≤ 2π, F=a и 

( )
( )

( ) ( )( )
( )

=∫∫=∫∫=
SS

zddazrrfSdzyxfI ϕϕϕ ,sin,cos,,  

( ) ( )( )∫ ∫=
h

zddzrrfa
0

2

0
,sin,cos

π

ϕϕϕ . 

Поверхностный интеграл второго рода 
Определение 16 
Пусть в точках поверхности S, однозначно проектирующейся на поверхность 
Oxy, определена ограниченная функция f(x,y,z). Пусть Z - некоторое разбиение 
поверхности S на конечное число элементарных поверхностей Si (i=1,2,…,n) с 
площадями ∆Si. ∆(Z) - наибольший из размеров элементарных поверхностей Si. 
Mi(xi,yi,zi) - произвольная точка на соответствующей элементарной поверхности 
Si. Пусть выбрана определённая сторона поверхности (т.е. поверхность S ориен-
тирована). Тогда установленной направление обхода границы каждой элемен-
тарной поверхности Si определяет направление обхода в плоскости Oxy грани-
цы проекции Si’. Площадь ∆Si’ этой проекции берётся со знаком “+”, если гра-
ница проекции Si’ проходится в положительном направлении. В противном 
случае площадь ∆Si’ этой проекции берётся со знаком “-”. Число 

( ) ( )∑ ∆=
=

n

i
iiii SzyxfZ

1
',,σ  

называется интегральной суммой, соответствующей разбиению Z. Следует за-
метить, что в интегральную сумму поверхностных интегралов входит не пло-
щадь ∆Si элементарной поверхности Si, а ориентированная площадь ∆Si’ проек-
ции Si’ поверхности Si на плоскость Oxy. Рассмотрим в интегральной сумме 
предел ∆(Z)→0. Тогда, если предел существует, то называется поверхностным 
интегралом второго рода. Такой интеграл обозначается следующим образом: 

( )
( )
∫∫=

'
,,

S
ydxdzyxfI . 

Если S проектируется на плоскость Oxy неоднозначно, но её можно разбить на 
конечное число поверхностей, для каждой из которых однозначная проекция 
существует, то поверхностный интеграл по S представляется как сумма инте-
гралов по каждой из однозначных проекций. Если S имеет однозначную проек-
цию на плоскости Oxz или Oyz, то аналогично можно определить два других 
поверхностных интеграла: 

( )
( )
∫∫=

'
,,

S
zdxdzyxfI  и ( )

( )
∫∫=

'
,,

S
zdydzyxfI . 



Определение 17 
Выбирается определённая сторона поверхности S. Каждая замкнутая кривая на 
S сохраняет направление нормали при движении по ней в том смысле, что оно 
вместе с нормалью выбранной стороны образует правый винт. 
Вычисление поверхностного интеграла второго рода (сведение к двойному 

интегралу) 
Пусть поверхность S имеет явное представление z = z (x,y), причём (x,y) изменя-
ется в области S’. Тогда поверхностный интеграл по той стороне поверхности S, 
для которой угол между нормалью и осью z является острым, вычисляется с 
помощью следующего соотношения: 

( )
( )

( )( )
( )
∫∫=∫∫=

'
,,,,,

SS
ydxdyxzyxfydxdzyxfI . 

Если выбирается другая сторона поверхности, то 
( )

( )
( )( )

( )
∫∫−=∫∫=

'
,,,,,

SS
ydxdyxzyxfydxdzyxfI . 

Аналогично получаем: 
1)                          ( )

( )
( )( )

( )
∫∫=∫∫=

'
,,,,,

SS
zdydzyzyxfzdydzyxfI , 

где поверхность S задана уравнением x = x (y,z), S’ - проекция поверхности S на 
плоскость Oyz, а поверхностный интеграл берётся по той стороне, нормаль с 
которой образует с осью x острый угол; 
2)                          ( )

( )
( )( )

( )
∫∫=∫∫=

'
,,,,,

SS
zdxdzzxyxfzdxdzyxfI , 

где поверхность S задана уравнением y =y (x,z), S’ - проекция поверхности S на 
плоскость Oxz, а поверхностный интеграл берётся по той стороне, нормаль с 
которой образует с осью y острый угол. 
Если поверхность задана параметрически, т.е. x = x (u,v), y =y (u,v) и z = z (u,v), при-
чём u и v принимают значения в области H(u,v) (считается, что существует вза-
имно однозначное соответствие между областями S(x,y,z) и H(u,v)), то поверх-
ностный интеграл второго рода можно вычислить следующим образом: 
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Положительный знак в правых частях выбирается тогда, когда ориентация S’ 
соответствует ориентации S. 

Связь между поверхностными интегралами первого и второго рода 
Пусть α, β и γ - углы нормали к выбранной стороне поверхности с осями x, y и 
z, то 

( ) ( ) ( )
( )

=∫∫ ++=
'

,,,,,,
S

zyx ydxdzyxUxdzdzyxUzdydzyxUI  

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )[ ]
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Пример 37 
Вычислить поверхностный интеграл второго рода 
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S

ydxdyxzI , . 

где S - внешняя сторона эллипсоида 12
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Вычисление такого интеграла позволяет получить 
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14. Интегральные теоремы 
Теорема (формула) Гаусса (Остроградского-Гаусса) 

Данная теорема связывает поток векторного поля ( )zyxU ,,
r

 через замкнутую 
поверхность S и интеграл от дивергенции векторного поля  по объёму 
области V, ограниченному рассматриваемой поверхностью S, ориентированной 
в направлении её внешней нормали 

( zyxU ,,
r

)

nr . Формулировка этой теоремы имеет сле-
дующий вид: 

( )
( )

( )( )
( )
∫∫ ⋅=∫∫∫
SV

SdzyxUnVdzyxUdiv ,,,,
rrr

. 

В эквивалентной форме записи данная теорема имеет следующий вид: 

( ) ( ) ( )
( )

( )( )
( )
∫∫ ⋅=∫∫∫ ⎥

⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
∂

∂
+

∂
∂

+
∂

∂
SV

zyx SdzyxUnVd
z

zyxU
y

zyxU
x

zyxU ,,,,,,,, rr . 

Теорема (формула) Стокса
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( )zyxUrot ,,

r
Данная теорема связывает поток векторного поля  через ориенти-
рованную поверхность S и циркуляцию ( )zyxU ,,

r
 по контуру L этой поверхно-

сти, ориентированному соответственно ориентации S. Формулировка этой тео-
ремы имеет следующий вид: 

( )( )
( )

( )
( )
∫=∫∫ ⋅
LS

ldzyxUSdzyxUrotn ,,,,
rrr . 

Приложения поверхностных интегралов 
Объём тела 

Объём тела ∆V, ограниченного кусочно-гладкой поверхностью S, можно вычис-
лить как поверхностный интеграл второго рода с помощью следующих соот-
ношений: 

( )
( )
∫∫=∆
S

ydxdyxzV , ; ( )
( )
∫∫=∆
S

xdzdzxyV , ; ( )
( )
∫∫=∆
S

zdydzyxV , ; 

( ) ( ) ( )
( )
∫∫ ++=∆
S

zdydzyxxdzdzxyydxdyxzV ,,,
3
1 . 

Интегралы необходимо брать по внешней стороне поверхности S. 
Пример 38 

Пусть пространственная область V ограничена эллипсоидом 12

2

2

2

2

2
=++

c
z

b
y

a
x . 

Параметрическое представление данной поверхности имеет следующий вид: x = 

a sin(θ ) cos(ϕ), y =b sin(θ) sin(ϕ), z = c cos(θ ), 0≤θ ≤π, 0≤ϕ ≤2π. Из-за того, что яко-
биан преобразования равен следующей величине 



( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) =

∂
∂

∂
∂

∂
∂

∂
∂

=

∂
∂

∂
∂

∂
∂

∂
∂

ϕ
ϕθϕ

θ
θ

ϕ
ϕθϕ

θ
θ

ϕθ

ϕθ
sinsinsinsin

cossincossin

bb

aa

yy

xx

 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) θθϕθθϕθθ cossinsincossincoscossin 22 bababa =+= ( ), 

получаем: 

( )
( )

( ) ( )×∫ ∫=∫ ∫ −−=∫∫=∆
−

−

−−

π π
θθ

2

0 0

221

221
2

2

2

2
cossin1, cbaxdyd

b
y

a
xcydxdyxzV

a

a

axb

axbS
 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ×−=∫=−−× πθθθπϕθϕθϕθ
π

2cossin2sinsincossin1
0

22222 dcbadd  

( ) ( ) ( ) ( )[ ] cbacbacbadcba πππθπθθ
ππ

3
4cos1

3
2cos

3
2coscos 3

0
3

0

2 =−=−=∫× . 

Центр тяжести и сила притяжения 
Если по поверхности S распределена масса с поверхностной плотностью ρ (x,y, 
z), то полная масса поверхности равна 

( )
( )
∫∫=
S

SdzyxM ,,ρ . 

Координаты центра тяжести определяются следующими соотношениями: 

( )
( )
∫∫=
S

Sdzyxx
M

x ,,1
0 ρ ; ( )

( )
∫∫=
S

Sdzyxy
M

y ,,1
0 ρ , ( )

( )
∫∫=
S

Sdzyxz
M

z ,,1
0 ρ . 

Компоненты силы притяжения F
r

 рассмотренного распределения массы, дейст-
вующую на материальную точку M(x0,y0,z0) единичной массы соответственно 
равны: 

( )
∫∫

−
=

S
x Sd

r
xxF 3

0ω ; 
( )
∫∫

−
=

S
y Sd

r
yyF 3

0ω , 
( )
∫∫

−
=

S
z Sd

r
zzF 3

0ω , 

где ω - гравитационная постоянная. 
Пример 39 
Пусть по поверхности конуса R2x2=h2(y2+z2) распределена масса с единичной 
плотностью. Найдём координаты центра тяжести. Из условия симметрии x0= y0= 
0, т.к. поверхность S задана уравнением: 

22 zy
R
hx += . 
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При этом переменные y и z принимают значения внутри круга y2+z2=R2. Третья 
координата центра тяжести определяется с помощью соотношения: 

( )
=∫ ∫ ⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
∂
∂

+⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
∂
∂

++=∫∫=
−

−

−−

R

R

Rx

RxS
zdyd

z
x

y
xzy

R
hSdxx

221

221

22

22
0 1  

∫ ∫
+

+
+

++=
−

−

−−

R

R

Rx

Rx

zdyd
zyR

zh
zyR

yhzy
R
h 221

221
222

2

222

2
22 1 . 

Переход к полярным координатам y = r cos(ϕ) и z = r sin(ϕ) позволяет получить: 

( ) ( ) 22

0

2

0
2

2

2

2
2

0 3
2sincos1 RhRhrdd

R
h

R
hr

R
hx

R
+=∫ ∫ ++=

πϕϕϕ
π

. 

15. Графическое представление функций многих переменных 
15.1. Системы координат 

В данном разделе сравним несколько наиболее распространённых систем коор-
динат. 

Системы координат на плоскости 
Декартова система координат 

Если в пространстве задана правая прямоугольная система координат, то еди-
ничные векторы (орты) ,  осей Ox, Oy соответственно образуют систему ба-
зисных векторов. Координаты a

i
r

j
r

x, ay вектора 
jaiaa yx

rrr
+=  

называются декартовыми (прямоугольными) координатами вектора . Следует 
заметить, что модуль вектора  может быть определён с помощью следующего 
соотношения: 

ar

ar

22
yx aaa +=

r . 

Координаты ax, ay определяются следующим образом 
ϕcosaax

r
= , ϕsinaay

r
= , 

где ϕ - угол между вектором  и осью абсцисс. ar

Полярная система координат 
Полярными координатами являются координаты радиус r и угол ϕ, который со-
ставляет радиус с осью абсцисс. Соотношения, связывающие полярные и де-
картовые координаты, имеют следующий вид: 

x=r cos(ϕ); y=r sin(ϕ). 
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Для перехода от полярной системы координат к декартовой используются сле-
дующие соотношения 

22 yxr += ; tg(ϕ)=y/x, x ≠0. 

Системы координат в пространстве 
Декартова система координат 

Если в пространстве задана правая прямоугольная система координат, то еди-
ничные векторы (орты) i

r
, , j
r

k
r

 осей Ox, Oy, Oz соответственно образуют сис-
тему базисных векторов. Координаты ax, ay, az вектора 

kajaiaa zyx
rrrr

++=  

называются декартовыми (прямоугольными) координатами . Направление оси 
Oz перпендикулярно осям Ox, Oy и совпадает с направлением поступательного 
движения правого винта при его повороте от Ox к Oy на угол, меньший π. Сле-
дует заметить, что модуль вектора 

ar

ar  может быть определён с помощью сле-
дующего соотношения: 

222
zyx aaaa ++=

r . 

Направляющие косинусы вектора ar  определяются следующими соотношениями: 
( ) aax

r
=αcos , ( ) aay

r
=βcos , ( ) aaz

r
=γcos . 

Причём направляющие косинусы удовлетворяют соотношению: 
cos2(α)+cos2(β)+cos2(γ)=1. 

Цилиндрическая система координат 
Цилиндрическими координатами являются полярные координаты r и ϕ в плос-
кости, перпендикулярной оси z, и ось z. Соотношения, связывающие цилиндри-
ческие и декартовые координаты, имеют следующий вид: 

x=r cos(ϕ); y=r sin(ϕ); z = z. 

для перехода от цилиндрической системы координат к декартовой и 
22 yxr += ; tg(ϕ)=y/x, x ≠0; z = z 

для перехода от декартовой системы координат к цилиндрической. 
Сферическая система координат 

В сферической системе координат присутствуют три координаты: длина радиус 
-вектора r, долгота ϕ (угол в плоскости OXY с положительным направлением от 
OX к OY) и полярное расстояние θ (угол в плоскости OYZ с положительным на-
правлением от OZ к OY). Если сферические координаты изменяются в следую-
щих пределах: 
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0≤r <∞; -π <ϕ ≤π ; 0 ≤θ ≤π, 

то получатся однозначно все точки пространства. Координатными поверхностя-
ми в данном случае являются сферы с центром в начале координат (r =const); 
полуплоскости, ограниченные осью z (ϕ =const); конусы, для которых ось z яв-
ляется осью (θ =const). Связь между декартовыми и сферическими координата-
ми осуществляется с помощью следующих соотношений: 

x=r sin(θ)cos(ϕ); y=r sin(θ)sin(ϕ); z=r cos(θ). 

для перехода от сферической системы координат к декартовой и 
222 zyxr ++= ; tg(ϕ)=y/x, x ≠0; ( ) zyxtg 22 +=θ . 

для перехода от декартовой системы координат к сферической. 

15.2. Прямая на плоскости 

Определение 18 
Функция F(x,y)  =  0 является общим уравнением линии на плоскости. 
Определение 19 
Линия на плоскости называется алгебраической, если существует такая декар-
това система координат, в которой линия F(x,y)=0 является многочленом. Лю-
бая неалгебраическая линия называется трансцендентной. 
Пример 40 
x1y1-1=0 - линия второго порядка (гипербола). Сумма степеней множителей на-
зывается порядком линии. 
Пример 41 
y2-ex=0 – неалгебраическая (трансцендетная) линия. 

Замечание 1 
Если линия в некоторой декартовой прямоугольной системе координат определяется алгебраиче-
ским уравнением степени n, то эта линия и в любой другой декартовой прямоугольной системе ко-
ординат определяется алгебраическим уравнением той же степени n. 

Способы задания прямой на плоскости 
Уравнение A x+B y+C=0 является общим уравнением прямой. Его можно преоб-
разовать к следующему виду: y=-(A x+C)/B. Введём обозначения: k =-A/B, b =-C/B. 
Уравнение вида: y = k  x +b называется уравнением прямой с угловым коэффици-
ентом k. Данный коэффициент равен тангенсу угла наклона прямой к оси абс-
цисс α (см. рис. 5). Рассмотрим две точки M1(x1,y1) и M1(x2,y2) на прямой y = k  x 

+b. Тангенс угла её наклона можно представить в следующем виде 

( )
12

12

xx
yytgk

−
−

== α .            (12) 

С другой стороны 

x
byk −

= . 
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y

x

y=kx+b

α

y1

x1

y2

x2
 

Рис. 12. 
Тогда 

1212 xx
x

yy
by

−
=

−
− . 

Параметр b может быть получен из условия y1= k  x1 +b. С учётом данного усло-
вия и соотношения (12) получаем уравнение прямой, проходящей через две 
точки M1(x1,y1) и M1(x2,y2), в следующей форме 

12

1

12

1

xx
xx

yy
yy

−
−

=
−
− . 

Если в данном уравнении ввести обозначения l=x2-x1 и m=y2-y1, т.е. 

m
xx

l
yy 11 −
=

− , 

получаем каноническое уравнение прямой. Зная угловой коэффициент, можно 
получить уравнение линии, проходящей через заданную точку M1(x1,y1). В дан-
ном случае b= y1-k x1. Тогда уравнение прямой с угловым коэффициентом пре-
образуется к следующему виду: y-y1= k (x-x1). Далее умножим общее уравнение 

прямой на нормирующий множитель 
22

1
BA +

=µ . Знак данного множителя про-

тивоположен знаку параметра C. Тогда получаем соотношение 

222222 BA
C

BA
yB

BA
xA

+
=

+
+

+
. 

С учётом известной связи между длинами катетом и гипотенузы для прямо-
угольного треугольника для параметров A, B и C, получаем: A2+B2=C2 преобра-
зуем данное соотношение к следующему виду: x⋅cos(α)+y⋅sin(α)=p, α - угол ме-
жду прямой и осью абсцисс, p >0. Данное уравнение прямой известно как нор-
мальное. Далее разделим общее уравнение прямой на -C. Тогда: - x (A/C)  - y (B/C) 
= 1. Далее введём следующие обозначения: a = -A/C и b= -B/C, что приводит 
уравнение прямой к следующему виду: (x/a) +y/b =1. Данное уравнение называ-
ется уравнением прямой в отрезках. Данная прямая отсекает отрезки a и b (с 
учётом знака) от координатных осей. 
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Используется также параметрическое уравнение прямой x =x0+x1t, y =y0+y1t, (t - 
параметр), а в n-мерном пространстве - векторное уравнение прямой tarr rrr

+= 0 . 
Определение 20 
Совокупность лежащих на заданной плоскости прямых, проходящих через не-
которую точку M данной плоскости, называется пучком прямых с центом M. 
Центр пучка полностью определяется заданием двух различных прямых этого 
пучка A1x +B1y +C1=0 и A2x +B2y +C2=0, пересечением которых и является точка 
M. Уравнение пучка прямых имеет вид: A1x +B1y +C1+λ (A2x +B2y +C2)=0. 
В следующем примере рассмотрим некоторые задачи на прямую на плоскости. 
Пример 42 
Дан треугольник ABC, его вершины A(3,2), B(1,4) и C(5,3). Определим: 

1) уравнение прямых AC, BC, AB; 
2) внутренние углы треугольника; 
3) уравнение прямой, проходящей через точку B параллельно стороне AC;  
4) уравнение высоты, проведённой из точки B; 
5) координаты точки 'B , симметричной точке B, относительно прямой AC (см. 
рис. 12); 

6) расстояние от точки B до прямой AC. 
1) Для нахождения сторон треугольника воспользуемся уравнением прямой, 
проходящей через две точки. Подстановка соответствующих значений коор-
динат в данное уравнение позволяет получить 

AC: 
23
2

35
3

−
−

=
−
− yx ; AB: 

24
2

31
3

−
−

=
−
− yx ; BC: 

43
4

15
1

−
−

=
−
− yx . 

Приведение левых и правых частей данных уравнений к общему знаменате-
лю позволяет записать их как уравнения с угловым коэффициентом, т.е. 

AC: y =(x+1)/2; AB: y =-x +5; BC: y =-(x-11)/4. 

A

B

C
D

B'  
Рис. 13. 

2) Угол ∠A между прямыми AC и AB является разностью углов между данными 
прямыми и осью абсцисс, т.е. ∠A=αAC -αAB. Тогда tg(∠A)=tg(αAC-αAB). Сле-
дующие тригонометрические преобразования позволяют получить связь ме-
жду tg(∠A) и угловыми коэффициентами прямых AC и AB 
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. 

Аналогично можно получить связь между остальными углами треугольника 
ABC и соответствующими угловыми коэффициентами. Из полученного соот-
ношения можно получить, что (i) две прямые y1=y2 параллельны друг другу, ес-
ли их угловые коэффициенты равны k1=k2, (ii) две прямые y1=y2 перпендику-
лярны друг другу, если их угловые коэффициенты удовлетворяют условию 
1+k1k2=0. Вычисление искомых углов с помощью последнего соотношения 
приводит к следующему результату 

( ) 3
5,0
5,1

5,01
15,0

==
−
+

=∠ Atg ; ( )
5
3

25,1
75,0

25,01
25,01

−=
−

=
+
+−

=∠Btg ; 

( )
9

10
125,1
25,1

125,01
25,01

==
+
+

=∠Ctg . 

Тогда 
∠A≈71,57°; ∠B≈-30,96°; ∠C≈48,1°. 

3) Далее найдём уравнение прямой, проходящей через точку B параллельно сто-
роне AC. В силу равенства угловых коэффициентов искомой прямой и пря-
мой AC необходимое уравнение можно записать в следующем виде y =b+ x/2. 
Параметр b может быть определён путём подстановки координат точки B в 
искомое уравнение прямой. Тогда в окончательном виде получаем: y =(7+ x)/2. 

4) Для нахождения высоты треугольника ABC, проведённой из точки B, вос-
пользуемся условием перпендикулярности искомой прямой и прямой AC, т.е. 
1+k1k2 =0. Тогда угловой коэффициент медианы равен k=-2. Параметр b также 
определим путём подстановки координат точки B в искомое уравнение пря-
мой. Тогда в искомое уравнение может быть представлено в следующей 
форме: y =2(3-2 x). 

5) Координаты точки 'B , симметричной точке B, относительно прямой AC. Ус-
ловие симметричности точки 'B  точке B относительно прямой AC позволяет 
записать: DBBD '= . Тогда координаты точки D могут быть определены как 
средние арифметические координат точек B и 'B , т.е. 

2
'BB

D
xxx +

= , 
2

'BB
D

yyy +
= . 

Определим координаты точки D как точки пересечения двух прямых AC и 
BD. Тогда 
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( )
( )⎩

⎨
⎧

−=
+=

xy
xy

232
21

. 

После незначительных преобразований в окончательном виде получаем сле-
дующую систему уравнений 

⎩
⎨
⎧

=+
−=−
64

12
yx
yx

. 

Решением данной системы являются следующие значения координат x  и y: x 

=11/9, y =10/9, т.е. точка D имеет координаты D(11/9,10/9). Подстановка значе-
ний координат точек B и D в соотношение, связывающее их координаты с ко-
ординатами точки 'B , позволяет получить искомые координаты: 'B (13/9,-16/9). 
6) Определим расстояние от точки B до прямой AC. Данное расстояние между 
прямой Ex +Fy +G=0 и точкой B(x 0,y0) может быть определено с помощью со-
отношения 

22
00

FE

GyFxE

+

++
=δ . 

Подстановка координат точки B и коэффициентов прямой AC позволяет по-
лучить следующее значение искомого расстояния: 24=δ . 
Замечание 2 
Если параметр δ отрицателен, то это свидетельствует о том, что точка B и начало координат 
лежат по одну сторону от прямой AC. 

15.3. Плоскость и прямая в пространстве 
Определение 21 
Рассмотрим уравнение F(x,y,z)=0. Геометрическое место точек данного уравне-
ния называется поверхностью. 
Определение 22 
Если F(x,y,z) - многочлен степени n, то геометрическое место точек - алгебраи-
ческая поверхность порядка n. Остальные поверхности называются трансцен-
дентными. 
Пример 43 
x2y3+z2x4+5=0 - многочлен 6-ой степени (поверхность 6-го порядка). 
Пример 44 
Пусть есть линейное уравнение A x +B y +C z+D =0. Данное уравнение задаёт 
плоскость в пространстве. Следует заметить, что уравнение плоскости задаётся 
с точностью до постоянного множителя. 

Способы задания плоскости 
Плоскости могут быть заданы с помощью различных типов уравнений, которые 
могут быть получены по аналогии с соответствующими уравнениями прямой на 
плоскости. К основным уравнениям плоскости относятся следующие: 
1) x⋅cos(α)+y⋅cos(β)+z⋅cos(γ)=p - нормальное уравнение плоскости. Величины 

cos(α), cos(β), cos(γ) - направляющие косинусы плоскости, удовлетворяющие 
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соотношению cos2(α)+cos2(β)+cos2(γ)=1; 
2) (x/a)+(y/b)+(z/b)=1 - уравнение плоскости в отрезках. Oa, Ob и Oc - отрезки 
которые отсекает плоскости от координатных осей; 

3) x =x0+x1u+x2v, y =y0+y1u+y2v, z =z0+z1u+z2v - параметрическое уравнение плос-
кости, где u и v - параметры; 

4) 0

131313

121212

111

=
−−−
−−−
−−−

zzyyxx
zzyyxx

zzyyxx
 или 0

1
1
1
1

333

222

111 =

zyx
zyx
zyx
zyx

 - уравнение плоскости, про-

ходящей через три заданные точки M1(x1,y1,z1), M2(x2,y2,z2) и M3(x3,y3,z3); 
5) A(x-x1)+B(y-y1) +C(z-z1)=0 - уравнение плоскости, проходящей через M1(x1,y1, 

z1); 
6) A x +B y +C z+D =0⇔( ) 0, =+ DrA rr  - общее уравнение плоскости. 
Замечание 3 
Нормальный вектор к плоскости может быть определён с помощью соотношения 

kCjBiAN
rrrr

++= , где i
r

, j
r

 и k
r

 - единичные вектора (орты) по осям O x, O y и O z. 
Замечание 4 
Прямая в пространстве может быть задана как пересечение двух плоскостей A1x +B1y +C1z +D1=0 и 
A2 x+B2 y+C2 z+D2=0. 

Способы задания прямой в пространстве 
1)  - векторное уравнение прямой. tarr rrr

+= 0
2) x =x0+x1t, y=y0+y1t, z =z0+z1t - параметрическое уравнение прямой в простран-
стве. 

3) (x-x0)/l = (y-y0)/m =(z-z0)/n  - каноническое уравнение прямой в пространстве. 
Замечание 5 
Направляющий вектор прямой может быть определён с помощью соотношения knjmilP

rrrr
++= . 

4) (x-x1)/(x2-x1) =(y-y1)/(y2-y1)=(z-z1)/(z2-z1) - уравнение прямой, проходящей через 
две заданные точки M(x1,y1,z1) и M(x2,y2,z2). 

5) ⇔ 
⎩
⎨
⎧

=+++
=+++

0
0

2222

1111

DzCyBxA
DzCyBxA

⎪⎩

⎪
⎨
⎧

=+

=+

0

0

22

11

DrA

DrA
rr

rr

 - общее уравнение прямой в про-

странстве соответственно в скалярной и векторной формах (как пересечение 
двух плоскостей). 

Замечание 6 
[ ] ( ) ( ) ( ) kBABAjACACiCBCBAAa

rrrrrr
12211221122121, −+−+−==Вектор  является направляющим век-

тором прямой, заданной общим уравнением. 

Некоторые задачи на прямую на прямую в пространстве и плоскость 
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1) Рассмотрим две прямые в пространстве, заданные своими общими уравне-

ниями:  и . Найдём угол 

между данными прямыми. Такая задача сводится к определению угла ϕ меж-
ду соответствующими направляющими векторами. Пользуясь определением 

⎩
⎨
⎧

=+++
=+++

0
0

2222

1111

DzCyBxA
DzCyBxA

⎩
⎨
⎧

=+++
=+++

0
0

4444

3333

DzCyBxA
DzCyBxA



скалярного произведения можно получить следующее соотношение для ϕ 
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( ) ( ) (
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−+−+−
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2
1221

2
1221

2
1221

1cos
BABAACACCBCB

ϕ  

( ) ( ) ( )
( )[ ×−

−+−+−
× 12212

3443
2

3443
2

3443

1 CBCB
BABAACACCBCB

 

( ) ( )( ) ( )( )]34431221344312213443 BABABABAACACACACCBCB −−++−−+−× .   (13) 

Если уравнения прямых преобразовать к каноническому виду (x-x1)/l1= (y-y1)/m1 

=(z-z1)/n1 и (x-x2)/l2= (y-y2)/m2 =(z-z2)/n2, тогда уравнение (2) упрощается 

( )
2
2

2
2

2
2

2
1

2
1

2
1

212121cos
nmlnml

nnmmll

++++

++
=ϕ .   (13а) 

Из соотношений (2) следует условие параллельности данных прямых, заклю-
чающееся в равенстве числителя данного соотношения его знаменателю, т.е. 

( )
( ) ( ) ( )

×
−+−+−

=
2

1221
2

1221
2

1221

1cos
BABAACACCBCB

ϕ

( ) ( ) ( )
( )([ +−−=

−+−+−
× 344312212

3443
2

3443
2

3443

1 CBCBCBCB
BABAACACCBCB

)  

( )( ) ( )( )]3443122134431221 BABABABAACACACAC −−+−−+ . 
или 

l1/l2=m1/m2=n1/n2. 
Условие перпендикулярности данных прямых, заключающееся в равенстве ну-
лю скалярного произведения, имеет вид 
cos(ϕ)=[(B1C2-B2C1)(B3C4-B4C3)+(C1A2-C2A1)(C3A4-C4A3)+(A1B2-A2B1)(A3B4-A4B3)], 
что эквивалентно следующему соотношению 

l1l2+m1m2+n1n2=0. 
Пример 45 
Пусть две прямые заданы уравнениями (x-1)/2= (y+4)/3 =(z-7)/5 и x = (y-3)/4 =(z+ 
1)/3. Угол между данными прямыми равен 

( ) 92,0
43,31

29
2638

29
91612594

15122cos ≈≈=
++++

++
=ϕ . 

Тогда ϕ  ≈22,69°. 
2) Найдём угол между плоскостью, заданной уравнением A x+B y +C z + D = 0, и 
прямой, заданной уравнением (x-x0)/l= (y-y0)/m =(z-z0)/n. Такая задача сводится 
к определению угла ϕ между соответствующими направляющим и нормаль-
ным векторами. Поскольку угол ϕ является дополнительным к углу между 
направляющим вектором прямой и нормальным вектором рассмотренной 



плоскости, искомый угол можно определить с помощью следующего соот-
ношения 

( )
222222

sin
nmlCBA

nCmBlA

++++

++
=ϕ . 

Из данного соотношения следуют следующие условия соответственно парал-
лельности и перпендикулярности прямой и плоскости 

Al+Bm+Cn=0, A/l=B/m=C/n. 
Пример 46 
Рассмотрим плоскость  x+2y+3z+4=0 и прямую (x-1)/2= (y+4)/3 =(z-7)/5. Угол 
между данными прямой и плоскостью определяется с помощью следующего 
соотношения 

( ) 997,0
3814

23

532321

53322sin
222222

≈=
++++

⋅+⋅+
=ϕ . 

Тогда ϕ ≈85,69°. 
3) Рассмотрим точку M(x0,y0,z0). Расстояние от данной точки до плоскости A x+ 

B y +C z +D = 0 может быть определено с помощью следующего соотношения 

( )
A

DrA
CBA

DzCyBxA
r
rr
+

=
++

+++
= 0

222
000 ,δ , 

где  - радиус-вектор точки M. Аналогично может быть найдено расстояние от 
точки M(x

0r
r

0,y0) до прямой Ax +By +C=0 на плоскости. Но в этом случае в соотно-
шение для искомого расстояния D =0 и z0=1. 
Замечание 7 
Иногда δ называют отклонением точки от прямой или плоскости. Отклонение положительно, если 
начало координат и точка M(x0,y0) лежат по разные стороны от прямой (плоскости). Отклонение 
отрицательно, если начало координат и точка M(x0,y0) лежат по одну сторону от прямой (плоско-
сти). 
Пример 47 
Найдём расстояние от точки M(3,2,1) до плоскости x+2y+3z+4=0. Для нахожде-
ния данного расстояния воспользуемся соответствующим соотношением. Под-
становка соответствующих параметров позволяет получить 

74,3
14

14

321

4132231
222

≈=
++

+⋅+⋅+⋅
=δ . 

4) Определим условия, при которых заданная плоскость пересекает заданный 
отрезок M1M2. Запишем уравнение плоскости в общем виде: Ax+By+Cz+D=0 
и находим отклонения точек M1(x1,y1,z1) и M2(x2,y2,z2) от рассматриваемой 
плоскости. Подстановка координат точек в соответствующее соотношение 
для искомого расстояния позволяет получить 

222
111

1
CBA

DzCyBxA

++

+++
=δ , 

222
222

2
CBA

DzCyBxA

++

+++
=δ . 
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Для того, чтобы рассматриваемая плоскость пересекала отрезок M1M2, необходимо 
и достаточно, чтобы точки M1 и M2 лежали по разные стороны от плоскости, т.е. 
необходимо и достаточно, чтобы отклонения δ1 и δ2 имели разные знаки. 
Пример 48 
Рассмотрим точки M1(3,2,1), M2(-4,5,-6) и M3(4,5,6) и плоскость x+2y+3z+4=0. 
Далее с помощью стандартного соотношения найдём расстояния от данных то-
чек до прямой. Искомые расстояния соответственно равны δ1≈3,74; δ2≈-2,14; δ3 

≈9,35. Таким образом, плоскость x+2y+3z+4=0 пересекает отрезок M1M2 и не 
пересекает отрезок M1M3. 
5) Пусть прямая задана каноническим уравнением (x-x0)/l= (y-y0)/m =(z-z0)/n, а 
точка M, не лежащая на данной прямой, имеет координаты x1, y1, z1. Найдём 
уравнение плоскости, проходящей через заданную прямую и заданную точку. 
Будем искать уравнение плоскости в следующей форме: A(x-x1)+B(y-y1)+C(z-
z1)=0. Используя условие принадлежности данной прямой к искомой плоско-
сти получаем следующую систему соотношений 

( ) ( ) ( )
⎩
⎨
⎧

=++
=−+−+−

0
0101010

nCmBlA
zzCyyBxxA

 

Точка M(x1,y1,z1) по условию не лежит на данной прямой. Это означает, что на-
рушается хотя бы одна из пропорций (x0-x1)/l= (y0-y1)/m =(z0-z1)/n. По этой при-
чине из последней системы два из коэффициентов A, B и C можно определить 
через третий (т.к. имеем систему из двух уравнений с тремя неизвестными). 
Выбрав произвольным, например, третий коэффициент, можно получить урав-
нение искомой плоскости. 
Пример 49 
Рассмотрим точку M с координатами x1=4, y1=5, z1=6 и прямую (x-1)/2=(y+4)/3= 
(z-7)/5. Используя условие принадлежности данной прямой к искомой плоскости 
получаем следующую систему соотношений 

( ) ( ) ( )
⎩
⎨
⎧

=++
=−+−−+−

0532
0675441

CBA
CBA

 

Приведение подобных в первом уравнении позволяет записать его в более про-
стом виде 

⎩
⎨
⎧

=++
=−+

0532
093

CBA
CBA

. 

Далее два из коэффициентов A, B и C определим через третий. Выберем произ-
вольным коэффициент C. Тогда получаем соотношения для остальных коэффи-
циентов в следующем виде 

⎩
⎨
⎧

−=
−=

917
316

CB
CA

. 
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Далее подставим значения данных коэффициентов в искомое уравнение плос-
кости. Тогда 

A(x-4)+B(y-5)+C(z-6)=0⇔-16C(x-4)/3-17C(y-5)/3+C(z-6)=0⇔ 
⇔16(x-4)+17(y-5)-3(z-6)=0. 

Таким образом, уравнение искомой плоскости может быть записано в следую-
щей форме 16(x-4)+17(y-5)-3(z-6)=0. 
6. Найдём уравнение плоскости, проходящей через заданную прямую и парал-
лельную другой заданной прямой, не параллельной первой. Пусть Ax+By+Cz 
+D=0 - уравнение искомой плоскости, а уравнения (x-x1)/l1=(y-y1)/m1 =(z-z1)/n1 
и (x-x2)/l2=(y-y2)/m1 =(z-z2)/n2 описывают указанные прямые. Используя условия 
принадлежности первой прямой к искомой плоскости и дополнив их услови-
ем параллельности искомой плоскости и второй из рассмотренных прямых, 
получаем систему из трёх уравнений 

⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

=++
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=+++
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0

0
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nCmBlA
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для четырёх неизвестных коэффициентов A, B, C и D. Из-за того, что две данные 
прямые не параллельны и нарушается хотя бы одна из пропорций l1/l2=m1/m2= 
n1/n2 три из неизвестных коэффициентов могут быть выражены через четвёртый. 
Пример 50 
Рассмотрим прямые (x-1)/2= (y+4)/3 =(z-7)/5 и x= (y-3)/4 =(z+1)/3. Далее запишем 
систему из трёх уравнений для четырёх неизвестных коэффициентов A, B, C и D 

⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

=++
=++

=++−

034
0532

074

CBA
CBA

DCBA
⇔

⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

=++
=++
−=+−

034
0532

74

CBA
CBA

DCBA
⇔

⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

=++
=++
−=+−

034
0532

74

CBA
CBA

DCBA
 

Решение такой системы имеет вид A=0, B=D/47и C=-5D/47. Подстановка полу-
ченных значений коэффициентов A, B и C в общее уравнение плоскости позво-
ляет получить: y  -5  z  +47=0. 

15.4. Кривые второго порядка 
Определение 21 
Рассмотрим следующее уравнение 

Ax2+Bxy +Cy2+Dx+Ey+F=0. 
Линия, описываемая данным уравнением, называется кривой второго порядка. 
В качестве основных кривых второго порядка можно выделить следующие 
Название 
кривой 

Каноническое урав-
нение 

Вид кривой 
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эллипс 
12

2

2

2
=+

b
y

a
x  

 
для 2=ba  

 
a/b=1 

гипербола 
12

2

2

2
=−

b
y

a
x  

 
Неравнобедренная 
(неравносторонняя) 
гипербола ( 2=ba ) 

Равнобедренная 
(равносторонняя) 
гипербола (a/b=1) 

парабола y2=2p x 

 
Восходящая парабола

 
Нисходящая парабола

 

При анализе данных кривых часто представляет интерес приведение уравнений 
кривых второго порядка общего вида к канонической форме или его восстановле-
ние по его известным параметрам. Далее рассмотрим несколько таких примеров. 
Пример 51 
Найдём каноническое уравнение эллипса, если 
1) расстояние между фокусами 2c равно 8, а длина его малой полуоси b равна 3 

(здесь и далее будем считать, что большая полуось совпадает с осью абсцисс, 
малая полуось совпадает с осью ординат, фокусы расположены на оси абс-
цисс); 

2) длина большой полуоси a равна 6, а эксцентриситет ε равен 0,5; 
3) эллипс проходит через точки ( )3;21M  и ( )2;02M . 
Для нахождения длины большой полуоси a в первой части задачи воспользуем-
ся соотношением 22 bac −= , связывающим расстояние от начала координат до 
одного из фокусов эллипса с длинами его полуосей. Из данного соотношения 
следует, что 591622 =+=+= bca . Тогда каноническое уравнение эллипса 
принимает вид 

 58



1
925

22
=+

yx . 

Длина большой полуоси во второй части данного примера может быть вычис-
лена с использованием определения эксцентриситета ε = c/a. Тогда c =a⋅ε  =3. Со-
отношение 22 bac −=  позволяет получить: 20,52722 ≈=−= cab . В 
окончательной форме каноническое уравнение эллипса представимо в 
следующей форме 

1
2736

22
=+

yx . 

Каноническое уравнение эллипса, проходящее через две заданные точки, может 
быть определено путём подстановки координат данных точек в каноническое 
уравнение кривой, что приводит к следующей системе уравнений для длин 
полуосей 

⎪
⎪
⎩

⎪⎪
⎨

⎧

=

=+

14

134

2

22

b

ba  или ( )
⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

=

−
=

4

3
4

2

2

2
2

b

b
ba

. 

Тогда b= 2, a = 4 и 

1
416

22
=+

yx . 

Пример 52 
Найдём каноническое уравнение гиперболы при следующих условиях: 
1) расстояние между фокусами 2c =10, а между вершинами 2a =8; 
2) длина действительной полуоси a равна 52 , а эксцентриситет гиперболы ε 
равен 2,1 ; 

3) гипербола проходит через точку ( )22;6−M , а длина мнимой полуоси равна b 
=2. 

Найдём также углы между асимптотами гиперболы для каждого из рассмот-
ренных случаев. Для этого сначала определим расстояние между фокусами, 
вещественная a и мнимая b полуоси связаны соотношением 22 bac += . Тогда 

31625222 =−=−= acb , что приводит к каноническому уравнению гипер-
болы в следующей форме 

1
316

22
=−

yx . 

Уравнения асимптот данной гиперболы могут быть определены с помощью сле-
дующего соотношения, т.е. y=±bx/a. Угол между асимптотами для первой части 
данного примера также определяется с помощью стандартного соотношения для 
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угла между прямыми: ( ) 066,1
1

2
1 22

21

21 ≈
−

=
+
−

=
ab

ab
kk
kktg α , где ki - угловые коэф-

фициенты асимптот. Такому значению тангенса соответствует угол в 46,83°. 
Далее найдем каноническое уравнение гиперболы. Для этого во второй части 
данного примера воспользуемся определением эксцентриситета гиперболы, т.е. 
ε =c/a. Тогда 62=⋅= εac . Из соотношения 22 bac +=  можно получить 

42024222 =−=−= acb . Таким образом, каноническое уравнение гипербо-
лы для второй части данного примера имеет вид 

1
420

22
=−

yx . 

Уравнения асимптот такой гиперболы определяются соотношением: xy 5±= . 
Тангенс угла между асимптотами для первой части данного примера равен 
( ) 12,125 ≈=αtg , что примерно соответствует углу в 48,19°. В третьей части 

данного примера в каноническое уравнение гиперболы 

12

2

2

2
=−

b
y

a
x . 

Подставим значения координат точки M и длины мнимой полуоси b, что при-
водит к следующему результату 

1
4
836

2 =−
a

. 

Тогда a2=12. В окончательной форме уравнение гиперболы имеет вид 

1
412

22
=−

yx . 

Асимптоты данной гиперболы описываются следующим уравнением: 3xy ±= . 
Тангенс угла между этими прямыми и угол соответственно равны ( ) 73,13≈=αtg  
и 60°. 
Пример 53 
Найдём каноническое уравнение параболы при следующих условиях: 
1) линия проходит через точки M1(0,0), M2(1,-3) и симметрична относительно 
оси Ox или Oy; 

2) точки, расположенные на гиперболе, одинаково удалены от её фокуса F(0,2) 
и прямой y=4. 

Для нахождения канонического уравнения параболы, симметричной относи-
тельно оси Ox, в первой части данного примера подставим в искомое уравнение 
y2=2p1x с неизвестным пока фокальным параметром p1 координаты точки M2, 
что приводит к следующему результату 

(-3)2=2p1⇒p1=4,5. 
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Аналогично находим значение фокального параметра и для параболы, симмет-
ричной относительно оси Oy. В данном случае каноническое уравнение парабо-
лы имеет вид: x2=2p2y. Тогда 

12=(-3)p2⇒p2=-1/3. 
С учётом вычисленных значений фокальных параметров искомые канонические 
уравнения парабол, симметричных относительно осей Ox и Oy, могут быть 
представлены соответственно в следующих формах 

y2=9x и x2=-y/3. 
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)

Во второй части данного примера фокус имеет координаты F(0,2), а уравнение 
директрисы y =4. С другой стороны вершина параболы находится на одинако-
вом расстоянии от фокуса и директрисы. По этой причине вершина параболы 
расположена на расстоянии y0=(4+2)/2=3 от начала координат. Тогда канониче-
ское уравнение параболы представимо в форме y=a x2+3. Фокальный параметр 
a найдём из определения гиперболы. Согласно определению параболы расстоя-
ние от любой точки кривой до фокуса и директрисы должно быть одинаковым. 
Знак параметра a пока неизвестен, т.е. он может быть или положительным, или 
отрицательным. На первом этапе рассмотрим случай a<0. Для упрощения рас-
чёта параметра a выберем пару точек на оси абсцисс M1(x0,0) и M2(-x0,0), сим-
метричную относительно начала координат, и будем рассматривать эти точки 
как точки пересечения ветвей параболы с осью ординат. Далее рассмотрим два 
расстояния: от точки M1(x0,0) до фокуса F(0,2) и от точки M1(x0,0) до директри-
сы y =4 (т.е. до точки (x0,4)). Данные расстояния могут быть определены с по-
мощью соотношения ( ) ( 2

12
2

12 yyxxd −+−= , где (x1,y1) и (x2,y2) - координаты 
точек, между которыми определяется расстояние. Подстановка координат точек 
(x0,0), F(0,2) и (x0,4) в данное соотношение с учётом равенства расстояний меж-
ду соответствующими парами точек позволяет получить: ( ) ( ) =−+− 22

0 020x  

( ) ( )22
00 04 −+−= xx . Тогда 120 =x . С учётом значений координат точки M1 

из уравнения параболы получаем уравнение для искомого фокального парамет-
ра: 0=12a+3. Из данного уравнения следует, что a=-1/4. В окончательной форме 
каноническое уравнение параболы принимает вид 

y2=3-x2/4. 
Преобразование уравнений кривых второго порядка к каноническому виду 

Целью преобразования уравнений кривых второго порядка к каноническому 
виду является переход к такой системе координат, в которой уравнение кривой 
второго порядка A x2+Bx y+Cy2+D x+E y+F=0 максимально бы упростилось. Ис-
пользуются два вида преобразования 
1) параллельный перенос системы координат. В данном случае вместо старых 
координат x, y и z используются новые 'x ,  и ' . Прямое преобразование 
параллельного переноса декартовых координат определяется следующими 
соотношениями: 

'y z



axx += ' ; byy += ' , 

где a и b - координаты нового начала в старых координатах. Обратное преобра-
зование имеет вид 

axx −=' ; byy −=' , 

2) поворот осей системы координат на угол ϕ. Прямое и обратное преобразова-
ния координат в таком случае могут быть представлены в следующей форме 

( ) ( )ϕϕ sin'cos' yxx −= , ( ) ( )ϕϕ cos'sin' yxy −= ; 

( ) ( )ϕϕ sincos' yxx += , ( ) ( )ϕϕ cossin' yxy +−= . 
Далее рассмотрим пример преобразования уравнения кривой второго порядка к 
каноническому виду. 
Пример 54 
Приведём к каноническому виду уравнение 

17x2+12 x y +8 y2-46  x-28 y +17=0. 
На первом этапе сделаем преобразование параллельного переноса. Перенесём 
начало координат в точку S (a,b), координаты которой будем пока считать про-
извольной. Тогда получаем следующее преобразование координат 

axx += ' ; byy += ' . 
Подстановка такого преобразования в левую часть анализируемого уравнения 
линии второго порядка и незначительные арифметические преобразования по-
зволяют получить 

017284681217 22 =+−−++ yxyyxx ⇔ ( ) ( )( ) ( ) −++++++ 22 '8''12'17 bybyaxax  

( ) ( ) 017'28'46 =++−+− byax ⇔ ( ) ( ) ++++++++ 17''''12'2'17 22 baxbyayxaaxx  

( ) ( ) ( ) 0'28'46'2'8 22 =+−+−+++ byaxbbyy ⇔ ( ++++ axyyxx 34''8''12'17 22  

) ( ) 017284681217281612'4612 22 =+−−+++−++−+ babbaabayb . 
Координаты a и b подбираем таким образом, чтобы обратились в нуль линей-
ные по x и y члены. Тогда должны выполняться условия 

34a +12b-46=0, 12a+16b-28=0. 
Решением такой системы уравнений являются следующие значения координат a и 
b: a =b =1. Свободный член определяется после преобразования соотношением 

2017284681217' 2 −=+−−++= babbaaF . 
После такого параллельного переноса уравнение рассматриваемой кривой вто-
рого порядка имеет вид 

020'8''12'17 22 =−++ yyxx . 

Далее произведём поворот перенесённых осей на некоторый угол ϕ. Подста-
новка прямого преобразования поворота в модифицированное параллельным 
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переносом уравнение рассматриваемой кривой и последовательные преобразо-
вания позволяют получить 

020'8''12'17 22 =−++ yyxx ⇔ ( ) ( )[ ] ( ) ( )[ ]×−+− ϕϕϕϕ sin"cos"12sin"cos"17 2 yxyx  

( ) ( )[ ] ( ) ( )[ ] 020cos"sin"8cos"sin" 2 =−−+−× ϕϕϕϕ yxyx ⇔ ( )[ ×− ""2cos"17 22 yxx ϕ  

( ) ( ) ( )] ( ) ( ) ( ) ( )[ ] +−+−++× 20cossin"""cossin"12sin"cossin 2222 ϕϕϕϕϕϕϕ yyxxy  

( ) ( ) ( ) ( )[ ] 0cos"cossin""2sin"8 2222 =+−+ ϕϕϕϕ yyxx ⇔ ( ) ( )[ ++ 8cossin12"2 ϕϕx  

( )] ( ) ( )[ ] ( ) ( ) ( )[ ] 0208cossin12sin9"12cossin50""cos9 222 =−+++−−+ ϕϕϕϕϕϕ yyx . 

Далее выберем угол ϕ так, чтобы коэффициент при "" yx  обратился в нуль. Для 
определения такого значения угла решим следующее уравнение 

50sin(ϕ) cos (ϕ)+12=0. 
Данное уравнение преобразуем к следующему виду 

sin(2ϕ )=-12/25. 
Данное уравнение имеет следующее решение: ϕ 0=-arcsin(12/25)+2π n ≈-28,69°+ 
2π n, где n - целое число. В окончательной форме (с учётом параллельного пере-
носа системы координат в точку S(1,1), поворота системы координат на угол ϕ0 
=-arcsin(12/25) и незначительных тригонометрических преобразований) получа-
ем, что искомое каноническое уравнение (в данном случае - эллипса) имеет вид 

( ) ( ) 1481769
1000

"481769
1000

" 22
=−++

yx . 

Полярное уравнение эллипса, гипербола и параболы 
От рассмотренных ранее уравнений в декартовых координат x и y перейдём да-
лее к полярным координатам x =r cos(ϕ) и y =r sin(ϕ). Может быть показано, что 
уравнение эллипса, параболы и одной из ветвей гиперболы может быть пред-
ставлено в следующем виде: 

( )ϕε cos1−
=

pr , 

где p - фокальный параметр (для эллипса и гиперболы p =b2/a), ε - эксцентреси-
тет. 

15.5. Поверхности второго порядка 
Определение 22 
Рассмотрим следующее уравнение 

Ax2+Bxy +Cy2+Dxz+Ez2+Fyz+Gx+Hy+Iz+J=0. 
Поверхность, описываемая таким уравнением, называется поверхностью второ-
го порядка. В качестве основных поверхностей второго порядка можно выде-
лить следующие 
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Каноническое уравнение 
поверхности 

Название поверхности Вид поверхности 

12

2

2

2

2

2
=++

c
z

b
y

a
x  

Эллипсоид 

12

2

2

2

2

2
=−+

c
z

b
y

a
x  

Однополостный гипербо-
лоид 

 

12

2

2

2

2

2
−=−+

c
z

b
y

a
x

 
Двухполостный гипербо-

лоид 

 

q
y

p
xz

22
2 += ,  

Эллиптический параболо-
ид 

 

q
y

p
xz

22
2 −=  

Гиперболический парабо-
лоид 
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12

2

2

2
=+

b
y

a
x  

Эллиптический цилиндр 

 

12

2

2

2
=−

b
y

a
x  

Гиперболический цилиндр

y2=2p x Параболический цилиндр 

 

02

2

2

2

2

2
=−+

c
z

b
y

a
x  

Конус 

 
Приведение уравнений поверхностей второго порядка к каноническому виду и 
восстановление канонического уравнения по известным параметрам проводит-
ся аналогично, как и в случае кривых второго порядка. Однако построение по-
верхностей второго порядка является более трудоёмким, чем построение пло-
ских кривых. Далее рассмотрим пример такого построения. 
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Пример 55 
Рассмотрим эллиптический параболоид. Такая поверхность в декартовой сис-
теме координат определяется следующим уравнением (при положительных зна-
чениях p и q) 

q
y

p
xz

22
2 += . 

Построим данную поверхность методом сечений. На первом этапе рассмотрим 
сечения эллиптического параболоида плоскостью y =h. Такое сечение определя-
ется уравнениями 

⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

=

+=

hy
q
h

p
xz

22
2

 

Из данного соотношения следует, что сечение представляет собой восходящую 
параболу, расположенную симметрично относительно оси Oz с вершиной в 
точке M1(0,h2/2q). Параметр этой параболы равен 1/2p. Сечение плоскостью x =h 
определяется уравнениями 

⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

=

+=

hx
q
y

p
hz

22
2

 

Таким образом, сечение представляет собой восходящую параболу, располо-
женную симметрично относительно оси Oz с вершиной в точке M1(0,h2/2p). Па-
раметр этой параболы равен 1/2q. Сечение плоскостью z =h определяется сле-
дующей системой уравнений 

⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

=

=+

hz

h
q
y

p
x 2

22

 

Из данной системы следует, что 
1) при h>0 рассматриваемая секущая плоскость эллиптического параболоида 
является эллипсом с полуосями pha 2* =  и qhb 2* = , расположенным 
симметрично относительно плоскостей Oxz и Oyz; 

2) величины a* и b* имеют наименьшие значения при h=0 (тогда a*=0, b*=0, 
эллипс вырождается в точку); 

3) при бесконечном возрастании |h| величины a* и b* бесконечно возрастают, а 
при отрицательном h сечение определяется мнимым эллипсом. 
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15.5. Векторы 
Определение 23 
Вектор - направленный отрезок, то есть отрезок, у которого указаны начало 
(точка приложения вектора) и конец. Обычно вектор обозначается как  или a. ar

Линейные операции над векторами 

Определение 24 
Векторной суммой двух векторов ar  и b

r
 является вектор, соответствующий гео-

метрической сумме векторов  и ar b
r

 (см. рис. 14). Данный способ сложения на-
зывается правилом параллелограмма. 

a

b

c

 
Рис. 14. Вектора ar , b

r
 и bac

rrr
+= . 

 

Определение 25 
Произведением вектора  на действительное число λ является вектор, длина 
которого отличается от длины вектора 

ar

ar  в |λ | раз. В случае положительного λ 
новый вектор направлен в ту же сторону, что и исходный вектор. В случае от-
рицательного λ новый вектор направлен в противоположную по отношению к 
исходному вектору сторону (см. рис. 15). 

a

b

c

 
Рис. 15. Произведения вектора на число ab rr

1λ= , α >1 и ac rr
2λ= , -1<β <0. 

 

Определение 26 
m векторов , e , …,  линейно независимы, если из равенства 1e

r
2
r

mer

0...2211 =+++ mmeee rrr λλλ  

следует равенство 
λ1=λ2=…=λm=0. 

В противном случае векторы линейно зависимы. Любой вектор  m-мерного 
пространства может быть разложен по m линейно независимым векторам, т.е. 
может быть представлен в виде их линейной комбинации 

ar
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mm eaeaeaa rrrr
+++= ...2211 . 

Коэффициенты a1, a2, …, am называются координатами вектора  по отношению 
к базису, определённому векторами 

ar

1e
r , 2er , …, mer . Если базисная система зада-

на, то векторы , , … представляются упорядоченными системами координат 
(a

ar b
r

1, a2, …, am), (b1, b2, …, bm), … При этом ba
rr

+  и arα  представляются соответ-
ственно наборами координатами a1+b1, a2+b2, …, am+bm и α a1, α a2, …, α am. 
Пример 56 
На плоскости xOy даны точки A(4;2), B(2;3) и C(0;5), где O(0,0) - начало коор-

динат. Разложим вектор  по векторам  и 
→

OA
→

OB
→

OC . Запишем данные вектора в 
проекциях на оси прямоугольной декартовой системы координат с единичными 

векторами (ортами)  и  по осям соответственно O x и O y: 

, , , где 

i
r

j
r ( ) +−=

→
iOA
r

04  

( ) j
r

02 −+ ( ) ( ) jiOB
rr

0302 −+−=
→

( ) jOC
r

05−=
→

i
r

 и j
r

 - единичные вектора 
(орты) вдоль осей абсцисс и ординат, единичный вектор вдоль оси аппликат 

обозначается k
r

. Поскольку вектор  представим в виде линейной комбина-

ции векторов  и 

→
OA

→
OB

→
OC , тогда , где λ

→→→

⋅+⋅= OCOBOA 21 λλ 1 и λ2 - искомые коэф-
фициенты разложения. В координатной форме последнее соотношение имеет 
вид 

( ) jjiji
rrrrr

53224 21 ⋅++⋅=+ λλ . 

Далее приравниваем друг другу коэффициенты при i
r

 и j
r

 в левой и правой час-
тях данного соотношения. Тогда 

⎩
⎨
⎧

+=
=

21

1

532
24

λλ
λ

 

Решением такой системы являются следующие значения коэффициентов α и β: 
λ1 =2 и λ2= -0,8. Таким образом, можно записать 

→→→
⋅−⋅= OCOBOA 8,02 . 

Скалярное произведение векторов 

Определение 27 
Скалярным произведением векторов ar  и b

r
 является следующий скаляр 

( ) ( )ϕcos, ⋅⋅==⋅ bababa
rrrrrr , 
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где  - угол между векторами ba
rr ^=ϕ ar  и b

r
. Из данного соотношения следует, 

что два ненулевых вектора  и ar b
r

 взаимноперпендикулярны тогда и только то-
гда, когда ( ) 0, =ba

rr . Скалярное произведение представимо также в следующем 
виде 

( ) aпрbbпрaba ba
rrrr

rr ⋅=⋅=, , 

где  проекция вектора b( )γcos⋅= bbпрa
r

r
r

 на вектор ar , ( )γcos⋅= aaпрb
r

r  проекция 

вектора a  на вектор r b
r

. 
Свойства скалярного произведения 

Векторные соотношения 

( ) ( )abba rrrr ,, = ; ( ) ( ) ( )cabacba rrrrrrr ,,, +=+ ; ( ) ( )abba rrrr ,, λλ = ; ( ) 0, 2 ≥= aaa rrr ; 

( ) baba
rrrr

≤, , 

где ar  - длина (модуль) вектора ar , α - скаляр. 
Выражения в прямоугольных декартовых координатах 

( ) ( ) ( ) 1,,, === kkjjii
rrrrrr

; ( ) ( ) ( ) 0,,, === ikkjji
rrrrrr

; ( )iaax
rr,= ; ( )jaay

rr,= ; 

( )kaaz

r,=
r

; ( ) ( ) ( ) zzyyxxzyxzyx bababakbjbibkajaiaba ++=++⋅++=
rrrrrrr, ,

r
 

222
zyx aaaa ++=

r , 

где ax, ay и az - проекции вектора ar  на оси Ox, Oy и Oz декартовой системы ко-
ординат. Отношения данных проекций и модуля вектора ar  

( ) aax
r

=αcos , ( ) aay
r

=βcos , ( ) aaz
r

=γcos  

называют направляющими косинусами вектора ar  (α, β и γ - углы между векто-
ром  и осями Ox, Oy и Oz декартовой системы координат). В двухмерном слу-
чае используются следующие отношения проекций и модуля вектора  

ar

ar

( ) aax
r

=αcos , ( ) aay
r

=αsin , 

где α - угол между вектором  и осью абсцисс. ar

Пример 57 
Найдём скалярное произведение векторов kjia

rrrr 374 ++=  и kjib
rrrr

1162 ++= . 
Вычислим искомое произведение с помощью определения скалярного произве-
дения и второго из его перечисленных свойств позволяет получить 

( ) ( ) ( ) 83334281162374, =++=++⋅++= kjikjiba
rrrrrrrr . 
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Пример 58 
Даны точки A(a;0;0) и B(0;0;2a). Найдём расстояние между ними. Такая задача 

может быть сведена к задаче о нахождении длины вектора kaiaAB
rr
⋅+⋅−=

→
2 . 

Определим данную длину с помощью стандартного соотношения, т.е. 

( ) ( ) 5,4, 22222 akkaiiaABABABAB zyx =+=++=
→ rrrr

. 

Векторное произведение векторов 

Определение 68 
Векторным произведением векторов ar  и b

r
 является вектор 

[ ]babac
rrrrr ,=×= , 

модуль которого равен 

( )ϕsin⋅⋅= bac
rrr , 

а его направление перпендикулярно перемножаемым векторам и совпадает с 
направлением поступательного движения правого винта при его повороте от ar  
к  на угол, меньший π (см. рис. 3). Тройка векторов b
r

ar , b
r

 и  называется пра-
вой. Тройка векторов ,  и 

cr

ar b
r

cr−  называется левой. Два вектора параллельны 
друг другу (линейно зависимы) тогда, когда их векторное произведение равно 
нулю. 

Свойства векторного произведения 
Основные соотношения 

[ ] [ ]abba rrrr ,, −= ; [ ] [ ] [ ]cabacba rrrrrrr ,,, +=+ ; ( )[ ] [ ]baba
rrrr ,, αα = ; . [ ] 0, =aa rr

a
b

c

 
Рис. 16. Вектора ar , b

r
 и [ ]bac

rrr ,= . 
Выражения в любом базисе векторов (любой системе координат) , 1e

r
2er , 3er  

332211 eeea rrrr ααα ++= ; 332211 eeeb rrrr
βββ ++= ; [ ]

[ ]
[ ]
[ ] 3321

2213

1132

,
βα
βα
βα

ee
ee
ee

ba
rr

rr

rr

rr
= . 
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Выражения в прямоугольных декартовых координатах 

[ ] ( )−−=+−== yzzy
yx

yx

zx

zx

zy

zy

zyx

zyx babai
bb

aa
k

bb
aa

j
bb

aa
i

bbb

aaa
kji

ba
rrrr

rrr

rr,  

( ) ( )xyyxxzzx babakbabaj −+−−
r r

; [ ] [ ] [ ] 0,,, === kkjjii
rrrrrr

; [ ] kji
rrr

=, ; [ ] ijk
rr

=, ;
r

 [ ] jik
rrr

=, . 

Пример 59 
Определим вектор [ ]babac

rrrrr ,=×= , если: ia
rr 3= , kb

rr
2= . Один из способов на-

хождения вектора cr  заключается в применении стандартного определения, в 
рамках которого данный вектор перпендикулярен векторам  и  и составляет 
с ними правую тройку векторов. Тогда 

ar b
r

[ ] jkikic
rrrrrr 6,623 −==×= . 

Вычислим вектор c  с помощью определителя. Тогда r

[ ] jkjikji
kji

ba
rrrrrrr

rrr

rr 6060
00
03

20
03

20
00

200
003, −=⋅+⋅−⋅=+−== . 

Смешанное (векторно-скалярное) произведение векторов 

Определение 28 
Смешанное произведение трёх векторов ar , b

r
 и cr  является скаляром, опреде-

ляемым с помощью следующего соотношения 

[ ]( )cbad rrr,= . 

Свойства смешанного произведения 
Основные соотношения 

[ ]( ) [ ]( ) [ ]( ) [ ]( ) [ ]( ) [ ]( )bcaabccabbacacbcba rr rrrrrrrrrrrrrr ,,,,,,,,,,,, −≡−≡−≡≡≡
rr

, 

[ ]( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )−⋅⋅−⋅⋅−⋅⋅≡ acacbbcbcbaaccbbaacba rrrrrrrrrrrrrrrrrrrrr ,,,,,,,,,,,
2

 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( )ccbcac

cbbbab

cabaaa

accbbababacc
rrrrrr

rrrrrr

rrrrrr

rrrrrrrrrrrr

,,,

,,,

,,,

,,,2,,, =⋅⋅+⋅⋅− . 
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Данный определитель называется определителем Грамма. Если  или ac rr
= bc

rr
= , 

то перестановкой векторов в смешанном произведении можно получить, что d =0.  

Выражения в любом базисе векторов (любой системе координат) , 1e
r

2er , 3er  

332211 eeea rrrr ααα ++= ; 332211 eeeb rrrr
βββ ++= ; 332211 eeec rrrr γγγ ++= , 

[ ]( ) [ ]( )321

333

222

111

,,,, eeecba rrrrrr

γβα
γβα
γβα

= . 

Выражение в прямоугольных декартовых координатах 

[ ]( )
zzz

yyy

xxx

cba

cba
cba

cba =
rrr ,, . 

Данный определитель положителен, если вектора ar , b
r

 и cr  - правая тройка, и 
отрицателен в противоположном случае. Равенство нулю определителя показы-
вает компланарность векторов ar , b

r
 и cr  (т.е. вектора лежат в одной плоскости). 

Пример 60 
Определим смешанное произведение d векторов jia

rrr 43 += , kjb
rrr

+−= 3  и 
. Для этого вычислим определитель kjc

rrr 52 +=

( ) 510042153
20
30

0
50
10

4
52
13

3
520
130
043

−=+⋅−−−⋅=
−

⋅+⋅−
−
⋅=−=d . 

Отрицательное значение определителя свидетельствует о том, что вектора ar , b
r

 
и  образуют левую тройку. cr

Пример 61 
Покажем, что векторы kjia

rrrr 23 ++−= , kjib
rrrr

432 −−=  и kjic
rrrr 6123 ++−=  

компланарны и разложим вектор cr  по векторам ar  и b
r

. Для этого вычислим 
смешанное произведение данных векторов 

[ ]( )
123

32
2

63
42

3
612
43

6123
432
231

−
−

+
−

−
−

−−
−=

−
−−

−
== cbad rrr

 

( ) ( )[ ] ( ) ( )[ ] ( ) ( )[ ]=−⋅−−⋅⋅+−⋅−−⋅⋅−⋅−−⋅−−= 3312223462312463  

( ) ( ) ( ) 0300309242121234818 =+−−=−⋅+−⋅−+−−= . 
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Полученное значение смешанного произведения подтверждает компланарность 
рассмотренных векторов. Далее разложим вектор cr  по векторам  и ar b

r
. Для 

решения второй части данной задачи представим вектор cr  в виде линейной 
комбинации векторов  и  ar b

r

bac
rrr
⋅+⋅= 21 λλ  

и определим коэффициенты разложения λ1 и λ2. Подстановка векторов  и bar
r

 в 
последнее соотношение позволяет получить 

( ) ( )kjikjikji
rrrrrrrrr

432236123 21 −−⋅+++−⋅=++− λλ . 

Приравнивание коэффициентов при векторах i
r

, j
r

 и k
r

 в левой и правой частях 
данного уравнения приводит к следующей системе уравнений для коэффициен-
тов λ1 и λ2 

⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

=−
=+
−=+−

642
1233

32

βα
βα
βα

 или 
⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

=−
=+
=−

32
4
32

βα
βα
βα

. 

Решение первых двух уравнений позволяет получить: λ1=5, λ2=1. При этом 
третье уравнение системы удовлетворяется. Таким образом, можно записать 

bac
rrr

+= 5 . 

Геометрические приложения векторной алгебры 

1) Длина вектора  может быть определена с помощью скалярного умножения 

данного вектора самого на себя и последующего извлечения квадратного 

корня из полученного соотношения, т.е. 

ar

( )aaa rrr ,= . 

В декартовой системе координат, когда kajaiaa zyx
rrrr

++= , данное соотноше-
ние имеет следующий вид 

222
zyx aaaa ++=

r . 

Пример 62 
Найдём длину вектора kjia

rrrr 23 ++−= . Для решения данной задачи умножаем 
вектор скалярно на самого себя и извлекаем из полученного соотношения квад-
ратный корень, т.е. 

( ) =++−++−= kjikjia
rrrrrrr 23,23  
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( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) =+++−−= kkkjjjkijiii
rrrrrrrrrrrr

,4,12,9,4,6,  

74,3144012904061 ≈=+⋅++⋅−⋅−= . 

2) Угол между векторами a  и  может быть определён с помощью соотношения r b
r

( ) ( )
( )( )bbaa

ba
rrrr

rr

,,
,cos =ϕ , 

которое следует из определения скалярного произведения 3.5. В декартовой 
системе координат такое выражение имеет вид 

( ) ( )( )222222
cos

zyxzyx

zzyyxx

bbbaaa

bababa

++++

++
=ϕ . 

Пример 63 
Вернёмся к векторам, рассмотренным в Примере 2, т.е. kjia

rrrr 374 ++=  и 
. Скалярное произведение данных векторов, согласно Примеру 

2, равно 83. Найдём длины векторов 
kjib
rrrr

1162 ++=

ar  и b
r

 по аналогии с предыдущим приме-
ром. Тогда 

( ) =++++= kjikjia
rrrrrrr 374,374  

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) =+++++= kkkjjjkijiii
rrrrrrrrrrrr

,9,42,49,24,56,16  

60,87490424902405616 ≈=+⋅++⋅+⋅+= . 

( ) =++++= kjikjib
rrrrrrr

1162,1162  

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) =+++++= kkkjjjkijiii
rrrrrrrrrrrr

,121,132,36,44,24,4  

69,121611210132360440244 ≈=+⋅++⋅+⋅+= . 

Далее подставим значения скалярного произведения и модулей векторов ar  и b
r

 
в соответствующее соотношение для косинуса угла между векторами, что при-
водит к следующему результату 

( ) 76,0
16174

83cos ≈
⋅

=ϕ . 

Данному значению косинуса соответствует угол 
"24'24504,45 oo =≈ϕ . 
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Пример 64 
Даны два вектора nma rrr 43 +=  и nmb rrr

3−= , где 1== nm rr , угол между векто-
рами  и  равен 60°. Найдём угол между данными векторами. Скалярное 
произведение векторов  и b

r
, а также их длины соответственно равны 

mr nr

ar

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) =−−+=−⋅+= nnmnmnmmnmnmba rrrrrrrrrrrrrr ,12,9,4,3343,  

( ) 5,12125,2312^cos53 22 =−−=−−= nnmnmm rrrrrr , 

( ) ( ) ( ) =++=+⋅+= 22 16^cos2494343 nnmnmmnmnma rrrrrrrrrrr
 

( ) 08,6371612916^cos249 22 ≈=++=++= nnmnmm rrrrrr , 

( ) ( ) ( ) 65,279319^cos633 22 ≈=+−=+−=−⋅−= nnmnmmnmnmb rrrrrrrrrrr
. 

Далее определим угол между векторами ar  и b
r

 с помощью стандартного соот-
ношения 

( ) ( ) 78,0
259

5,12,cos ≈==
ba
ba
rr

rr
ϕ  

Тогда 
γ ≈38,74°. 

3) Рассмотрим параллелограмм, построенный на векторах  и  (см. рис. 4). 
Площадь данного параллелограмма численно равна модулю векторного про-
изведения векторов  и b

r
, т.е. 

ar b
r

ar

[ ]baS p
rr,= . 

В декартовой системе координат данное соотношение принимает вид 
222

yx

yx

xz

xz

zy

zy
p bb

aa

bb
aa

bb

aa
S ++= . 

Площадь треугольника, построенного на векторах ar  и b
r

, равна половине пло-
щади параллелограмма (см. рис. 4) 

St=Sp/2. 

Пример 65 
Определим площади параллелограмма и треугольника, построенных на векто-
рах , , а также длину высоты параллелограмма, опущенной на jia

rrr
+= jib

rrr
−=
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вектор . На первом этапе с помощью стандартных операций векторного ум-
ножения двух векторов и вычисления модуля вектора определим площадь па-
раллелограмма, т.е. 

ar

a

b

a

b  
Рис. 17. Параллелограмм и треугольник, построенные на векторах a  и br r

. 
 

[ ] [ ] [ ] [ ] [ ] [ ] [ ] kjijjjiijiijijibac
rrrrrrrrrrrrrrrrrr 20,20,,,,, −=−−=−−+=−+== , 

[ ] 2200, 222 =++== baS p
rr . 

Площадь треугольника также найдём с помощью соотношения St=Sp/2. В дан-
ном случае площадь треугольника равна St=1. Длина высоты параллелограмма 
может быть вычислена как отношение площади параллелограмма к длине сто-
роны, на которую опускается высота, т.е. aSh p

r
= . Тогда 

211 22 =+=+= jia
rrr , 

что позволяет получить 

222 ==h . 

Пример 66 
Вернёмся к векторам, рассмотренным в Примере 9, и определим площади па-
раллелограмма и треугольника, построенных на данных векторах. На первом 
этапе с помощью стандартных операций векторного умножения двух векторов 
и вычисления модуля вектора определим площадь параллелограмма, т.е. 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) =−−+=−×+= nnnmmnmmnmnmc rrrrrrrrrrrrr ,12,9,4,3343  

[ ] [ ] [ ] [ ] [ nmnmnnnmmm ]rrrrrrrrrr ,1302,1303,12,13,3 ⋅−=⋅−⋅−⋅=−−= , 

[ ] [ ] ( ) 26,11sin13,13,13 ≈==−= γnmnmbaS p
rrrrrr . 

Площадь треугольника также найдём с помощью соотношения St=Sp/2. В дан-
ном случае площадь треугольника равна St ≈5,63. Длина высоты параллелограм-
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ма может быть вычислена как отношение площади параллелограмма к длине 
стороны, на которую опускается высота, т.е. aSh p

r
= . Тогда 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) =++=+⋅+=+= nnnmnmmmnmnmnma rrrrrrrrrrrrrrr ,16^cos,24,9434343  

08,63716129 ≈=++= , 

что позволяет получить 

93,0
08,6
63,5

≈≈h . 

4) Объём пирамиды, построенной на векторах ar , b
r

 и cr , численно равен сме-

шанному произведению данных векторов или его модулю для левой тройки 

векторов с коэффициентом 1/6, т.е. 

[ ]( )bacVpyr

rrr ,,
6
1

= . 

В декартовой системе координат данное соотношение принимает вид 

zyx

zyx

zyx

pyr

ccc

bbb

aaa

V
6
1

±= . 

Знак перед определителем выбирается в зависимости от того, правой или левой 
является тройка векторов , b

r
 и ar cr . 

Пример 67 
Даны вершины пирамиды A(2,-1,2), B(5,2,0), C(2,5,0) и D(1,2,4). Найдём объём 
пирамиды, площадь грани ABC и длину высоты, опущенной на эту грань. 
Для вычисления площади грани ABC с помощью векторного произведения не-

обходимо определить любые два из трёх векторов 
→
AB , 

→
AC  или 

→
BC . Для вы-

числения объёма пирамиды необходимо определить любые три некомпланар-
ных вектора, соединяющие вершины пирамиды. По этой причине на первом 
этапе найдём необходимые вектора. Для нашего случая вычисление проекций 

векторов 
→
AB , 

→
AC  и 

→
AD  приводит к следующему результату: т.е. +=

→

iAB
r

3  

kj
rr

23 −+ ,  и kjAC
rr

26 +=
→

kjiAD
rrr

233 ++=
→

. Далее площадь треугольника ABC 
и объём пирамиды ABCD определим с помощью стандартных соотношений, 
включающих в себя соответственно векторное и смешанное произведения век-
торов, т.е. 
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5) Объём параллелепипеда, построенного на векторах ar , b
r

 и , численно ра-

вен смешанному произведению данных векторов или его модулю, если век-

тора ,  и c  являются левой тройкой, т.е. 

cr

ar b
r r

[ ]( )bacVpar

rrr ,,= . 

В декартовой системе координат данное соотношение принимает вид 

zyx

zyx

zyx

par

ccc

bbb

aaa

V ±= . 

Знак перед определителем выбирается в зависимости от того, правой или левой 
является тройка векторов , b

r
 и ar cr . 

Пример 68 
Вычислим объём параллелепипеда, построенного на векторах jia

rrr 43 += , 
и . Правой или левой будет тройка векторов a , b  и kjb

rrr
+−= 3  kjc

rrr 52 +=
r r

cr ? 
Для вычисления объёма найдём смешанное произведение векторов , ar b

r
 и cr . 

Искомое произведение может быть определено с помощью стандартного опре-
делителя 

[ ]( )
zyx

zyx

zyx

ccc

bbb

aaa

bac =
rrr ,, . 
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Подстановка проекций векторов в данное соотношение позволяет получить 

[ ]( ) ( ) 51173
20
30

0
50
10

4
52
13

3
520
130
043

,, −=−⋅=
−

+−
−

=−=bac
rrr . 

Таким образом, объём параллелепипеда равен Vp= 51, а знак значения смешан-
ного произведения свидетельствует о том, что тройка векторов ,  и c  левая. ar b

r r

Пример 69 
Вычислим объём параллелепипеда A1B1C1D1A2B2C2D2, если известны координа-
ты вершин A1(2,-1,-2), B1(1,2,1), C1(2,3,0), D2(5,0,-5). В данном параллелепипеде 
вершины A1, B1 и C1 принадлежат одной грани параллелепипеда, а вершина D2 - 
к противоположной грани; рёбра B1B2 и D1D2 являются противоположными. 
Для вычисления объёма параллелепипеда необходимо определить три его ребра 
в различных измерениях, например A1B1, A1C1 и D1D2. Далее искомый объём мо-

жет быть определён как смешанное произведение векторов ,  и . 

Однако, вектора  и  известны (

→

11BA
→

11CA
→

21DD
→

11BA
→

11CA kjiBA
rrr

3311 ++−=
→

, kjCA
rr

2411 +=
→

), а 

для определения вектора  необходимо найти координаты точки D
→

21DD 1. Обо-
значим искомые координаты как x, y и z. Для определения искомых координат 
воспользуемся параллельностью рёбер A1B1 и C1D1 параллелограмма A1B1C1D1, 
что позволяет записать следующее соотношение 

0
032

331, 1111 =
−−−

−=⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡ →→

zyx

kji
DCBA

rrr

. 

Элементы третьей строки в данном определителе являются проекциями вектора 

 соответственно на оси абсцисс, ординат и аппликат. Вычисление опреде-
лителя позволяет получить 

→

11DC

=
−−

−
+

−−
−

−
−−

=
−−−

−
32

31
02

31
03

33

032
331

yx
k

zx
j

zy
i

zyx

kji
rrr

rrr

 

( )[ ] ( )[ ] ( ) ( )[ ]23323333 −−−−+−−−−−−= xykxzjyzi
rrr

. 

Условие равенства нулю данного вектора приводит к необходимости решения 
следующей системы уравнений 
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⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

=+−−
=+−−
=++−

093
063
0933

yx
zx
zy

. 

Сокращением в уравнениях данной системы множителей, общих для всех сла-
гаемых, преобразуем ее к более простой форме 

⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

=+
=+
=−

93
63
3

yx
zx
zy

. 

Найдём решение этой системы по правилу Крамера. Для этого вычислим опре-
делитель матрицы, элементами которой являются коэффициенты при неизвест-
ных в левых частях соответствующих уравнений, т.е. 

013
103
110 −

. 

Значение данного определителя равно нулю. Таким образом, одно из уравнений 
исходной системы уравнений для искомых координат является линейно зави-
симым от остальных. По этой причине найдём решение только первых двух 
уравнений, что приводит к следующему результату 

⎩
⎨
⎧

+=
−=

zy
zx

3
32

. 

Подстановка полученных соотношений в третье уравнение исходной системы 
приводит к тождественному равенству левой и правой частей данного уравне-
ния, что свидетельствует о правильности полученного решения исходной сис-
темы уравнений. Далее для нахождения координаты z точки D1 воспользуемся 

равенством рёбер A1B1 и C1D1, что эквивалентно равенству длин векторов  

и . Равенство рёбер может быть записано в виде 

→

11BA
→

11DC

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )211
2

11
2

11
2

11
2

11
2

11 zyxzyx DCDCDCBABABA ++=++ . 

С учётом значений координат точек A1, B1, C1 и D1 данное соотношение пред-
ставимо в следующей форме 

( ) ( ) ( ) 222222 32331 zyx +−+−=++− . 

После подстановки полученных зависимостей между x и z, а также между y и z 
и приведения подобных получаем 
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( ) ( ) 222 3323219 zzz +−++−−= . 

После приведения подобных в правой части равенства получаем 

91919 z= . 

Тогда z =3. При таком значении координаты z остальные координаты точки D1 

принимают значения x =1 и y =6, т.е. D1(1,6,3). Теперь вектор  определён и 

может быть представлен в следующем виде: . 

→

21DD

kjiDD
rrr

86421 −−=
→

На следующем этапе решения задачи найдём искомый объём параллелепипеда 

A1B1C1D1A2B2C2D2. Смешанное произведение векторов ,  и  оп-
ределяется с помощью стандартного соотношения 

→

11BA
→

11CA
→

21DD

=
−

+
−

−
−−

−=
−−

−
=⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

⎥⎦
⎤

⎢⎣
⎡⋅

→→→

64
40

3
84
20

3
86
24

1
864
240
331

, 111121 CABADD  

= -1⋅(-32+12)-3⋅(-8)+3⋅(-16)=20+24-48=-4. 

Таким образом, объём параллелепипеда A1B1C1D1A2B2C2D2 равен 4. Альтерна-
тивным методом нахождения объёма данного параллелепипеда является вы-

числение объёма пирамиды, построенной на векторах ,  и . Далее 
вычисленный объём умножается на 6. 

→

21DA
→

21DB
→

21DC

16. Примеры применения аппарата функций многих переменных к анали-
зу экономических процессов 

В данном разделе рассматриваются несколько примеров постановки и решения 
экстремальных задач. 
О методике оптимизации управления запасами промышленного предприятия 
Необходимость максимизации прибыли приводит к необходимости составлять 
оптимальный план выпуска продукции при имеющихся запасах ресурсов и со-
кращения издержек. Одной из форм издержек является стоимость хранения за-
пасов. С их увеличением увеличивается и данная стоимость. В тоже время 
уменьшение запасов ресурсов может привести к остановке производства. В 
этой ситуации в данной работе предлагается модель управления запасами пред-
приятия. На базе данной модели получено компромиссное значение парамет-
ров, позволяющее минимизировать издержки, связанные с наличием запасов. 
Рассмотрим соотношение для определения издержек в следующей форме 

xdcb
x
baI ++= ,           (14) 
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где x - размер партии товара, a - организационные издержки, b - интенсивность 
спроса, c - стоимость товара, d - издержки содержания товара. Первое слагае-
мое функции (12) описывает общие организационные издержки, второе слагае-
мое функции (12) описывает стоимость товара, третье слагаемое функции (12) 
описывает общие издержки содержания запасов. Параметры a, b, c и d считает-
ся постоянными и известными параметрами. Величину партии товаров, соот-
ветствующую минимуму определим в рамках стандартной процедуры поиска 
экстремума функции, т.е. из условия равенства нулю производной функции из-
держек I по размеру партии товара x. Данное условие представимо в следую-
щей форме 

0
2

=+−= d
x
ba

xd
Id .           (15) 

Решением данного уравнения является следующая величина: dbax = . Дан-
ный размер партии товаров соответствует минимуму издержек предприятия. 
Типичная зависимость функции издержек от размера партии товара приведена 
на рис. 18. 

 
Рис. 18. Зависимость функции издержек от размера партии товара 

О методике оптимизации производительности оборудования с учетом се-
бестоимости продукции предприятия 

Одним из основных факторов, оптимизирующих функционирование промыш-
ленных предприятий, является увеличение прибыли, а также уменьшение себе-
стоимости производства. По этой причине необходима разработка эффектив-
ных методов инновационного развития, приводящего к уменьшению накладных 
расходов при производстве продукции. В данном разделе предложена модель 
прогнозирования выручки предприятий с учетом изменения объема произво-
димой продукции. Также предложена аналитическая методика прогнозирова-
ния производительности оборудования с учетом себестоимости продукции 
предприятия и проведен ее анализ с целью уменьшения себестоимости. Себе-
стоимость единицы выпускаемой продукции определим с помощью следующе-
го соотношения 
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S=S1+S2V+S3/V,          (15) 
где V - производительность, считаемая постоянной в течение рабочего периода; 
коэффициенты S1, S2 и S3 учитывают различные производственные факторы. 
Например, коэффициент S1 определяется массой исходного сырья и массой го-
товой продукции, стоимостью единицы сырья, стоимостью потребляемой энер-
гии; коэффициент S2 определяется стоимостью используемого сырья; коэффи-
циент S3 определяется стоимостью потребляемой энергии и зарплатой персона-
ла. Выбор оптимальной производительности определяется с помощью стан-
дартной процедуры, т.е. из условия равенства нулю производной функции (15) 
по производительности предприятия V 

2
3

2 V
SS

V
S

−=
∂
∂ .         (16) 

 

Из условия равенства нулю производной (16) получаем оптимальное значение 
производительности 

1
23
−= SSV .       (17) 

В данном разделе проведем анализ производительности продукции в рамках 
рассматриваемой модели. На рис. 19 приведены типичные зависимости себе-
стоимости единицы S выпускаемой продукции от производительности пред-
приятия V при различных значениях коэффициентов Si. Из данного рисунка 
следует, что рассматриваемая зависимость может иметь минимум. Координата 
минимума зависит от значений параметров S2 и S3. Данные зависимости явля-
ются монотонно возрастающей и монотонно убывающей, соответственно. 

0.00 0.25 0.50 0.75 1.00
V

0

40

80

120

S

 
Рис. 19. Зависимости себестоимости единицы S выпускаемой продукции от произ-

водительности предприятия V при различных значениях коэффициентов Si 

Максимизация прибыли в условиях изменяющихся цен с учетом ее нели-
нейности 

Необходимость максимизации прибыли приводит к необходимости составлять 
оптимальный план выпуска продукции при имеющихся запасах ресурсов. Из-
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менение рыночной ситуации приводит к изменению цен в зависимости от объ-
ема товара на рынке. Из-за этого при решении задачи максимизации прибыли 
должна учитываться реакция рынка на выпуск новой партии изделий в виде из-
менения цен на данный товар (т.е. должна учитываться обратная связь). Дан-
ную обратную связь можно учесть как зависимость цен от количества выпу-
щенной продукции в функции прибыли. В данной работе рассматривается мак-
симизация прибыли предприятия, выпускающего несколько видов продукции. 
Данная максимизация проводится на примере выпуска трех видов продукции. 
Максимизация прибыли проводится с учетом возможности изменения цен на 
примере цен зависящих от количества продукции на рынке. В качестве примера 
рассматривается простейшая зависимость цен от количества продукции на 
рынке - линейная. Проведем анализ прибыли предприятия на основе изучения 
функции прибыли 

L=  p1(x1)   x1+p2(x2)  x2+p3(x3)  x3,        (18) 
где xi - количество выпускаемого i-го товара, pi(xi) - цена на i-ый товар как 
функция его количества на рынке. В рамках данного раздела в качестве приме-
ра рассмотрим простейшую зависимость цены товара от его количества pi(xi) 

=ai-bixi. Данная зависимость позволяет учесть зависимость цены товара от его 
количества и одновременно уменьшить объем расчетов. В рамках данной рабо-
ты рассмотрим ряд ограничений (данное соотношение показывает, что макси-
мальный объем товаров на момент начала продажи фиксирован: например, объ-
ем склада ограничен) 

c1x1+c2 x2 +c3 x3=d1           (19) 
и (данное соотношение показывает, что достигнут минимальный объем това-
ров, с которого начинаются собственное производство или поставки товаров 
извне) 

c4x1+c5 x2 +c6 x3=d2.           (20) 
Далее рассмотрим максимизацию прибыли в рамках математически стандарт-
ной процедуры. На первом этапе запишем функцию Лагранжа 

l=p1(x1) x1+p2(x2) x2+p3(x3) x3+λ1(c1x1+c2 x2 +c3 x3-d1)+λ2(c4x1+c5 x2 +c6 x3-d2),   (21) 
где λi - множители Лагранжа, являющиеся вспомогательным параметром. Далее 
максимальное значение прибыли определяем в рамках стандартной процедуры 
поиска условного экстремума, т.е. экстремума (в данном случае - максимума) 
функции прибыли (17) при условиях (20). В результате проведенных вычисле-
ний получаем координаты искомых максимумов 

( ) ( )( ) ( )( )[ ×+−−+−−+−= 2536242513536243612
2

536211 2bccccccccaccccccccaccccax  

( )( ) ( )( )] ( )[ ×+−−−+−−× 2
2

5362122514251332614361 222 bccccbcdcdccccbcdcdcccc  

( ) ( ) ] 12
4251513

2
4361 2

−
−+−× ccccccbcccc , 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )[{ ×−−−−+−−= 4361536216143536213612 2 ccccccccaccccccccdccbx  
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2
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−
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2
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( ) ] 12
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−
−+ ccccb . 

 
Рис. 20. Пример зависимости функции прибыли от объемов выпускаемых про-

дукций x1 и x2 

 
Рис. 21. Пример зависимости функции прибыли от объемов выпускаемых про-

дукций x1 и x3 

 
Рис. 22. Пример зависимости функции прибыли от объемов выпускаемых про-

дукций x2 и x3 
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Данные координаты являются объемами продукции, соответствующими мак-
симуму прибыли предприятия. Несколько типичных зависимостей функции 
прибыли (18) от объемов выпускаемых продукций xi приведены на рисунках 20 
-21 при различных значениях параметров. 

О модели прогноза выручки промышленных предприятий 
Одним из основных факторов, оптимизирующих функционирование промыш-
ленных предприятий, является увеличение прибыли, а также уменьшение на-
кладных расходов. По этой причине необходима разработка эффективных ме-
тодов инновационного развития и изменения рыночной ситуации, приводящей 
к изменению цен в зависимости от объема товара на рынке. В данной работе 
предложена модель прогнозирования выручки предприятий с учетом изменения 
объема производимой продукции. Также предложена аналитическая методика 
анализа зависимости величины выручки от различных параметров. В данной 
работе в качестве модели выручки выберем следующее выражение 

Q =V⋅P- V⋅R-V⋅T-V⋅S,             (22) 
где V - объем выпускаемой продукции; P - цена единицы продукции; R - цена 
сырья, расходуемого на единицу продукции; T - транспортные расходы на еди-
ницу продукции; S - зарплата сотрудникам, выплачиваемая за производство 
единицы продукции. Цена продукции может изменяться в зависимости от ее 
количества. В рамках данной статьи рассмотрим простейшую (линейную) мо-
дель такой зависимости P (V) =A-B⋅V, где A и B - параметры аппроксимирующей 
функции, учитывающие фактическое изменение цены. С учетом данной ап-
проксимации соотношение (21) принимает следующий вид 

Q =V⋅(A-B⋅V)- V⋅R-V⋅T-V⋅S.       (23) 
Выручка Q зависит от параметров R, T, S, A, B монотонно. Зависимость выруч-
ки Q от объема выпускаемой продукции V может быть немонотонной. Экстре-
мальное значение выручки может быть определено стандартно, т.е. из условия 
равенства нулю соответствующей частной производной: ∂ Q/∂ V = 0. С учетом 
соотношения (23) последнее соотношение имеет вид 

∂   Q/∂   V =A-2B⋅V-R-T-S=0.      (24) 
Из соотношения (24) можно получить экстремальное значение объема выпус-
каемой продукции Vextr

Vextr=(A -R-T-S)/2B.            (25) 
Зависимости объема выручки предприятия, а также экстремального значения 
объема выпускаемой продукции приведены ниже на рисунках. На рис. 23-25 
приведены типичные зависимости объема выручки Q от объема выпускаемой 
продукции V при различных значениях параметров A и B. Увеличение номера 
кривых соответствует увеличению значения параметра A и B. Зависимости объ-
ема выручки от объема выпускаемой продукции при различных значениях па-
раметров R, T, S аналогичны зависимостям, представленным на рис. 23. Из дан-
ных рисунков следует, что зависимости объема выручки от объема выпускае-



мой продукции при различных значениях параметров может быть как монотон-
ной, так и немонотонной с явно выраженным экстремальным (в данном случае 
максимальным) значением, определяемым соотношением (25). На рис. 25 и 26 
приведены зависимости объема выручки от параметров R, T, S, A и B. Все зави-
симости являются прямыми с разными угловыми коэффициентами. В зависи-
мости от значений параметров прогнозируемая прибыль может быть как поло-
жительной, так и отрицательной, что соответствует убытку предприятия. 

 
Рис. 23. Зависимость выручки Q от объема выпускаемой продукции V при раз-
личных значениях параметров R, T, S, A (все зависимости качественно анало-
гичны друг другу). Увеличение номера кривых соответствует увеличению зна-

чения параметра B 
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Рис. 24. Зависимость выручки Q от объема выпускаемой продукции V при раз-
личных значениях параметров R, T, S, B (все зависимости качественно анало-
гичны друг другу). Увеличение номера кривых соответствует увеличению зна-

чения параметра A 
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Рис. 25. Зависимость выручки Q от величины параметра A при различных зна-
чениях параметров R, T, S, B (все зависимости качественно аналогичны друг 
другу). Увеличение номера кривых соответствует увеличению значения 

параметра V 
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Рис. 26. Зависимость выручки Q от величины параметра B при различных зна-
чениях параметров R, T, S, A (все зависимости качественно аналогичны друг 
другу). Увеличение номера кривых соответствует увеличению значения пара-

метра V 
 

Прогнозирование случайных экономических систем 
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Экономические системы подвержены влиянию большого числа неуправляемых 
внешних факторов (погодные условия, внешняя политика, социальные факто-
ры, преднамеренное искажение и сокрытие информации с целью экономиче-
ской диверсии и т. д.). В этой ситуации параметры экономических систем при-
нимать случайные значения. Для описания случайных процессов используются 
различные методы: с помощью моментов, кумулянтов, плотности вероятности. 
Рассмотрим случайный процесс ξ (t). Зафиксируем моменты времени t1, t2, ..., tn. 
Вероятность того, что значение ξ (tn) находится в интервале ξ (tn)∈[xn,xn+d  xn], 
если в момент времени t1 случайный процесс имеет значение x1, в момент вре-
мени t2 случайный процесс имеет значение x2, ..., в момент времени tn-1 случай-
ный процесс имеет значение xn-1, равна произведению условной плотности ве-
роятности на длину интервала: P =W (x1,t1; x2,t2; ...; xn-1,tn-1| xn,tn) d  xn. В общем 



случае рассматриваемая вероятность зависит от всех значений xn,tn. С одной 
стороны имеется более точная модель случайного процесса, но ее тяжелее ис-
следовать. В этой ситуации представляют компромиссные модели, позволяю-
щие упростить описание процессов и максимально сохранить его адекватность. 
В качестве одной из наиболее простых моделей рассматривается марковский 
процесс: при анализе марковских процессов учитывается только одно его пре-
дыдущее значение xn-1. Его плотность вероятности описывается с помощью 
уравнения Фокера-Планка 

( ) ( ) ( )[ ] ( ) ( )[ ]
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x
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где D (x,t) - коэффициент диффузии, K (x,t) - коэффициент сноса. При постоян-
ных значениях коэффициентов диффузии D0 и сноса K0 уравнение (26) упроща-
ется 
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Существуют различные методы решения дифференциальных уравнений. В ка-
честве примера рассмотрим метод разделения переменных Фурье. Предвари-
тельно необходимо дополнить уравнение (26) граничными и начальным усло-
вием. В качестве примера используем следующие условия: W (0,t)=0; W (L,t)=0; 
W (x,0)=f (x). Далее будем искать решение уравнения (26а) в виде произведения: 
W (x,t)=A (x) B (t). Подстановка данного произведения в уравнение (25а) позволя-
ет получить 
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Далее разделим обе части уравнения (27) на произведение функций A (x) B (t). В 
результате этого деления получаем следующее уравнение 
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Теперь переменные разделены: левая часть уравнения зависит только от пере-
менной t, а правая - только от переменной x. Это возможно только тогда, когда 
обе части уравнений имеют постоянное значение. Пусть постоянное значение 
будет обозначено как γ, т.е. 
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Полученное соотношение представляет собой два уравнения: одно - для функ-
ции A (x), другое - для функции B (t), т.е. 
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Решения этих уравнений представимы в следующей форме 
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где CB, CA1 и CA2 - постоянные интегрирования. Следует заметить, что неогра-
ниченный рост величин невозможен. По этой причине будем считать, что по-
стоянная разделения может принимать только γ отрицательные значения, т.е. γ    

= -|β  |. Далее знак модуля будем опускать подразумевая параметр β положитель-
ным. Такое же ограничение имеется на функциональную зависимость решения 
от переменной x. Тогда 
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Далее определим постоянные интегрирования. Для этого функцию A (x) пред-
ставим с использованием гармонических функций, т.е. 
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В окончательной форме плотность вероятности W (x,t) представима в следующей 
форме 
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Далее постоянные интегрирования определим с помощью граничных условий. 
На первом этапа воспользуемся условием в точке x  =0. Тогда 
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В этом случае произведение постоянных интегрирования CB и CA1 равно нулю. 
Тогда выражение для плотности вероятности упрощается 
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Далее воспользуемся вторым граничным условием в точке x  =L. Его использо-
вание приводит к следующему соотношению 
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Равенство нулю множителей СВ и СА2 не представляет интереса, т.к. в этом слу-
чае будет равна нулю плотность вероятности W (x,t). Тогда модуль постоянной 
разделения β определяется как решение уравнения ( ) 04sin 2

00
1

0 =−− KDLD β , 

что эквивалентно соотношению nKDLD πβ =−− 2
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Получили бесконечный набор дискретных значений модуля постоянной разде-
ления β. В этом случае плотность вероятности W (x,t) представляется в виде ря-
да, учитывающего все значения βn, т.е. 
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Неизвестным пока остается произведение постоянных интегрирования CBn и 
CA2n. Для определения этого произведения используется начальное условие. 
Предварительно представим начальное распределение плотности вероятности в 
виде ряда Фурье 
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Тогда из равенства W (x,0)=f (x) получаем 
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Приравнивая члены ряда при одинаковых значениях их номера n получаем 
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В окончательной форме получаем плотность вероятности в следующей форме 
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При переменных значениях коэффициентов диффузии и сноса уравнение (26) 
точное решение удается получить редко. Рассмотрим приближенные методы 
решения данного уравнения. Для этого предварительно представим коэффици-
енты D (x,t) и K (x,t) в виде следующих сумм: 

D (x,t)=D0[1+ε⋅g (x,t)], K (x,t)=K0[1+ξ⋅h (x,t)],         (29) 
где |g (x,t)|≤1, |h (x,t)|≤1, 0≤ ε   <1, 0≤ ξ   <1, D0 и K0 - средние значения рассматри-
ваемых коэффициентов. Далее будем искать решение уравнения (25) в виде 
следующего ряда 

( ) (∑ ∑=
∞

=

∞

=0 0
,,

k l
kl

lk txWtxW ξε ) .       (30) 
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Подстановка данного ряда и соотношений (29) в уравнение (26) позволяет по-
лучить следующий результат 

( ) ( )[ ] ( ){ }
−∑ ∑

∂
⋅+∂

=∑ ∑
∂

∂ ∞

=

∞

=

∞

=

∞

= 0 0
2

2

0
0 0

,,1,
k l

kllk

k l

kllk

x
txWtxgD

t
txW εξεξε  

( )[ ] ( ){ }
∑ ∑

∂
⋅+∂

−
∞

=

∞

=0 0
0

,,1
k l

kllk

x
txWtxhK ξξε . (31) 

Группировка коэффициентов при одинаковых степенях параметров ε и ξ позво-
ляет получить уравнения для функций Wkl(x,t) 

( ) ( ) ( ) ( )[ ]
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∂
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2

02

2
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,,,,
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x
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( ) ( ) ( )[ ]
x

txWtxhK
x

txWK klkl

∂
⋅∂

−
∂

∂
− − ,,, 1

00 , k ≥0, l ≥0. (32) 

Граничные и начальные условия для функций, описываемых полученными 
уравнениями, имеют следующий вид 

Wkl(0,t)=0, Wkl(L,t)=0, k ≥0, l  ≥0; W00(x,0)  =f  (x), Wkl(x,t)=0, k ≥1, l  ≥1.        (33) 
Уравнения для функций Wkl(x,t) могут быть решены методом разделения пере-
менных Фурье, а также другими методами. 

КОНТРОЛЬНЫЕ ЗАДАНИЯ 
I) Построить поверхности уровня следующих функций, а также их линии уров-
ня, считая z =0 
01. f =x2+y2+2 y-z+4; 02. f =x2+y2+3 y-z2+1; 03. f =x2+y2+ y +z2+3; 

04. f =x2-5 x-y2+z2+3; 05. f =x2+2 x-y+z2+6; 06. f =2x2-3y2+4z2+1; 

07. f =2x2-3y+4z2+1; 08. f =3y2+4z2+9-2x2; 09. f =2x2+3y2+4z2+4; 

10. f =2x2+3y2-4z2+7; 11. f =6x2+4y2-2z2-3; 12. f =3x2+7y2+9z+5; 

13. f =2x2+4y2+5z2-2; 14. f =3x2-8y2+7z2+2; 15. f =6x2-4y2+8z2+8; 

16. f =2x2+3y+z2-8; 17. f =x2+3y2-7z2+1; 18. f =4x2+3y2+4z2+2; 

19. f =2x2+3y2+5z2+1; 20. f =-x2+2y2+3z+4; 21. f =2x2+y2+3z2+7; 

22. f =6x2+3y2-z2+4; 23. f =-x2+2y2+3z+7; 24. f =x2-y2-z+5; 

25. f =x2+2y2-5z2+6; 26. f =2x2+y2+2z2-6; 27. f =x2+y2+z2+2; 

28. f=4x2-6y2+3z2+9; 29. f =x2+y2-z+1; 30. f=x2-y2-z2+7. 
II) Найти значения пределов в точке M (x,y). Если функция имеет разрыв в дан-
ной точке, определить тип разрыва 
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ytg

y
x

π
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III) Вычислить частные производные первых двух порядков, градиенты и ди-
вергенции градиентов функций, приведённых в задании I. Найти также кру-
тизну функций в точке M и соответствующий ей угол 

01. M (3,2,1) 02. M (4,5,6) 02. M (4,5,6) 04. M (7,5,4) 05. M (2,3,5) 

06. M (6,4,8) 07. M (2,2,2) 08. M (3,5,9) 09. M (4,6,0) 10. M (5,4,3) 

11. M (6,9,3) 12. M (0,2,1) 13. M (2,0,0) 14. M (2,1,7) 15. M (3,5,6) 
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16. M (4,3,2) 17. M (5,9,7) 18. M (4,9,1) 19. M (1,7,8) 20. M (2,5,4) 

21. M (7,4,3) 22. M (8,5,4) 23. M (6,2,1) 24. M (8,0,3) 25. M (4,5,2) 

26. M (6,1,4) 27. M (3,2,2) 28. M (0,4,3) 29. M (2,5,1) 30. M (8,6,0) 
IV) Вычислить ротор следующих векторов 

01. ( ) ( ) k
zyx
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05. ( ) ( ) ( ) kej
yx

zyxizyxzyxV yxz rrrr 223 5656,, ++
++

++= ; 

06. ( ) ( ) kej
zyx

yxizyxzyxV zyx rrrr
+⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛

++
+= 222lnsin,, ; 

07. ( ) ( )kyyxjyxeizyxzyxV yx rrrr
1316,, 2223 2

+−+⎟
⎠
⎞⎜

⎝
⎛ −+++= ; 

08. ( ) k
zyx
zyxsh

zyx
jzyxi

zy
x

x
zyzyxV

r
r

rr
⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
++
++

+
++

+⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
+=

222

222

4

4 sin,, ; 

09. ( ) ( )kzexjzyyxi
x
yzzyxV y

rrrr
+−++−+⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛= 32 33sin,, ; 

10. ( ) ( ) k
zyx

zyxjzyxiyzyxV
rrrr ++

++−+=
535ln,,

2
3 ; 

11. ( ) k
zx

yxj
y

zxi
x

yzzyxV
rrrr 5cosln

6
38,,

3

3

+
+⎥

⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
+

+
= ; 

12. ( ) ( )kyxj
y

zxtgi
z

yxshzyxV
rrrr

35
3

45,, 3
3 +++⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
+⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛ +
= ; 

13. ( ) ( ) kzyxjyzxi
z

yxtgzyxV
rrrr

3 423 67ln
3

45,, −++++⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛ +
= ; 

14. ( ) ( )kyxezj
yx

eyi
zx
yxzyxV yx

z rrrr
2

22

3
2

8
16,, −+

−
+

+
+

= ; 

 94



15. ( ) ( ) ( ) k
ez

yx
jyxziyxzzyxV

z

rrrr
3

2328 sin4ln,,
−+

+
+⋅+−= ; 

16. ( ) ( ) k
zy

xjxyzi
zx

ytgzyxV
rrrr

+
+−⋅+⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
=

8
323 5ln,, ; 

17. ( ) ( ) k
zy

xjxyzi
zx
zyzyxV

rrrr
3

8
322 5sin,,

+
+−⋅+⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

+
+

= ; 

18. ( ) ( ) k
zy

xjxyzi
zx
zyzyxV

rrrr
3

8
322 5sin,,

+
+−⋅+⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

+
+

= ; 

19. ( ) ( ) kejxyzie
zx
zyzyxV zyxzx rrrr 33 3223 2

5,, +++ +−⋅+
+
+

= ; 

20. ( ) ( )[ ] ( ) ( ) kzyxjzxyiezyxthzyxV zx
rrrr

35,, 24323 +++++++= −+ ; 

21. ( ) ( ) ( ) ( )kzyxjzyxyi
z

zxzyxV
rrrr

234432 56ln8
7

3,, ++++++
+

= ; 

22. ( ) ( ) ( ) ( )kzytgjxychi
z
yxthzyxzyxV z

rrrr
3536,, 322 ++++⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛++= ; 

23. ( ) ( ) k
z
yxj

z
xyizyxtgzyxV

rrrr
+⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛ +
+++=

32
2 ln36,, ; 

24. ( ) ( ) ( )kzyxj
zx
xyizzyxzyxV

rrrr
++−

−
+

+++= 2

32
2 2ln36,, ; 

25. ( ) ( ) ( ) ( ) ( )kzyxchjxyzxizyxzyxV
rrrr

++++⋅−++⋅= 32222sin8,, ; 

26. ( ) ( ) kejxyzizyxzyxV zyx rrrr 33224 2 2
536,, +++−⋅+++= ; 

27. ( ) ( ) kej
zy

zyxtgie
zx
zyzyxV yxzzx rrrr 23

2
3

2
36,, −+ +⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛ ++
+

+
+

= ; 

28. ( ) k
zyx
zyxtgj

zyx
zyxshi

zyx
zyxzyxV

rrrr

⎟
⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛

++

−−
+⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−+

+
+

+
−+

=
3 2

52

32

432

432

32

36
36

35
35,, ; 

29. ( ) ( ) ( )
( ) k

zyx
zyx

xyz
jyiz

zx
zyzyxV

r
r

rr
32

2

3222 853
3

5
sin5ln,,

++
++

+
−⋅

+
+
−

= ; 

30. ( ) ( ) k
yxz

zyxyx
j

x
yztgi

zyx
yxx

zyxV
rrrr

753
432

3
1

,,
2

2

23

+⋅
++−

+⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛+

++
++

= . 

V) Для функций задания I найти их условные и безусловные экстремумы, счи-
тая z =0. В качестве условий выбрать функции g =x +2y =0 для вариантов 01 - 

 95



10, g =x -3y =0 для вариантов 11 - 20, g =2x +5y =0 для вариантов 21 - 30. 
VI) Найти: (i) массу области S, распределённую с плотностью ρ (x,y); (ii) коор-
динаты центра тяжести области S. 

01. ρ (x,y) = x⋅y2-2, S: y = x4, xy = ; 02. ρ (x,y) = x⋅(x-y-1), S: y =x2, x =0, y =1; 

03. ρ (x,y) = y⋅(x⋅+1-y), S: y = x, y = x3; 04. ρ (x,y) = y⋅(x2-y)+1, S: y = x4, y =1-x2; 

05. ρ (x,y) = 3x2⋅y-y +1, S: y =x, y =1-x2; 06. ρ(x,y) = x⋅y-4x+y-1, S: y⋅=⋅x2, y⋅=1, x⋅>0; 

07. ρ (x,y) = 1-x⋅y3, S: y = x2, xy = ; 08. ρ (x,y) = x⋅y (8+9 x y), S: y =-x3, 3 xy −= ; 

09. ρ (x,y) = 9x2⋅y2-x +y, S: y = x, xy= ; 10. ρ (x,y) = 12x2⋅y2-1, S: x =1, y =-x2, xy −= ; 

11. ρ (x,y) = x⋅y, S: y=x2, 4y = x2, x=±2; 12. ρ (x,y) = x2⋅y2, S: x y = 4, y = x, y = 0, x=4; 

13. ρ (x,y) = y -x, S: y2=4+x, x2=-3y; 14. ρ (x,y) = x⋅y2-x2⋅y, S: 4y = x2, y = x2, y=4; 

15. ρ (x,y) = 1, S: y = x, x =1+y, y =-1, y =0; 16. ρ (x,y) = x⋅y, S: a y = x2, 4 y = x2-2a x, y = x; 

17. ρ (x,y) = x⋅y, S: x2+y2=a2, y ≥0, x ≥0; 18. ρ (x,y) = 1, S: y =sin(x), y =cos(x), x ∈[0; π/4]; 

19. ρ (x,y) = 1, S: x y =1, x y =8, x =1, x =2; 20. ρ (x,y) = y2-x2, S: y2
 =x2, y =2+x, x =0; 

21. ρ (x,y) = y, S: y =e-x, x =1, y=1; 22. ρ (x,y) = y⋅sin2(x), S: y =x2, y =x4-2 x2; 

23. ρ (x,y) = x⋅y2-x +1, S: y =8-x, x =0, 
xy 2= ; 

24. ρ (x,y) = x⋅y, S: x2+y2=a2, x =- a, x = a, y 

=0, xy 2= ; 

25. ρ (x,y) = y, S: y =0, y =x4-2 x2; 26. ρ (x,y) = x, S: x = a, x =b, y =a, y = x; 

27. ρ (x,y) = 2-y +x, S: y2= a  x, y = x; 28. ρ (x,y)=1, S: y2
 = a⋅x, x =a; 

29. ρ (x,y) = y2, S: y = x2, x =±4; 30. ρ (x,y) = x2, S: y =1+x2/2, y =2 x, x=0. 
VII) Вычислить объём области V. 

01. V: z =0, z =1-y2, x =2, x =5; 02. V: z =0, z =1-y2, y =x2, y =1-x2; 

03. V: z ≥0, z+y2
 =9, x2+y2=9; 04. V: z =0, z+x2

 =1, y =0, y =3; 

05. V: x =0, z =0, z+y=2, x2
 +y2=4; 06. V: z =0, z+y2

 =1, y =x2, y =1-x2; 

07. V: z =0, 4z =1-y2, 2x = y, x+y =9; 08. V: z =0, z =1, y =sin(x), y =cos(x), x ∈[0; π/4]; 

09. V: z =0, z=4-y2, x2+y2
 =9; 10. V: z =0, z =9-y2, x+y =1, x=0, x=3; 

11. V: z =0, x + y +z =3, x2+y2
 =4; 12. V: z =0, z = 4-y2, y =x2, y = 4-x2; 

13. V: z =0, z =1-y2, x =±2; 14. V: z =0,z=4-y2, y2
 =4+x, x =2-3y2; 

15. V: z =0, z=4-y2, y =1-x2, y =-1; 16. V: z =0, z =1-y2, y =3x2-2, y =2x; 

17. V: z =0, z=1-y2, x2+y2=1; 18. V: z =0, z =1-y2, y =x, x =1, x =2; 
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19. V: z =2, x2+y2
 =z; 20. V: z = 0, z=1-y2, x-y =1, x =1, x =2; 

21. V: z =0, z-x =0, x2+y2
 =25; 22. V: z=1, yz 4= , y =0, x=0, x=4; 

23. V: x2+z2
 =25, y = -1, y = 1; 24. V: z = 0, z =1-y2, x = 0, x = 4; 

25. V: y2+z2
 =16, x =2, x =10; 26. V: z =0, z=5, x =0, y =0, x+y=1; 

27. V: z =0, z=1-y2, x2+ y2=1; 28. V: z =0, z =1-y2, y =x2; 

29. V: z =0, z =4-y2, x2+y2
 =16; 30. V: z =0, x+y - z=5, x2+y2=9. 

VIII) Вычислить криволинейные интегралы по контуру L. 
01. , L: прямая OA, O(0,0), A(2,2); ( )

( )
∫ +
L

xdyx

02. , L: дуга OA параболы y=x( )
( )
∫ +
L

xdyx 2/2, O(0,0), A(2,2); 

03. , L: треугольник с вершинами O(0,0), A(2,2), B(2,0); ( )
( )
∫ −+
L

ydxxdyx

04. , L: прямая OA, O(0,0), A(4,2); ( )
( )
∫ −+
L

ydxxdyx

05. , L: треугольник с вершинами OAB, O(0,0), A(4,2), B(2,0); ( )
( )
∫ +
L

xdyx

06. , L: прямая OA, O(0,0), A(4,2); 
( )
∫ +
L

ydxxdy

07. , L: треугольник с вершинами O(0,0), A(4,2), B(2,0); 
( )
∫ +
L

ydxxdy

08. , L: треугольник со сторонами x=0, y=0, x+y=a; ( )
( )
∫ −+
L

ydxxdyx 2

09. , L: прямая линия AB, A(1,π /6), B(2,π /4); 
( )
∫ +
L

ydxxdyx 22

10. , L: прямая линия AB, A(1,π /6), B(2,π /4); ( ) ( )
( )
∫ −
L

ydyxxdy 2sin22cos

11. ( ) ( )
( )
∫ +
L

yydxxdytg cos , L: прямая линия AB, A(1,π /6), B(2,π /4); 

12. , L: первая четверть эллипса ( )
( )
∫ +
L

xdyx 12

2

2

2
=+

b
y

a
x ; 

13. , L: третья четверть эллипса ( )
( )
∫ ++
L

ydyxxdy 22 12

2

2

2
=+

b
y

a
x ; 

14. , L: треугольник с вершинами A(a,0), B(a,a),C(0,a); ( )
( )
∫ −
L

xdyx
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15. ( )
( )
∫ −
L

xdyx 2 , L: прямая OA, O(0,0), A(3,3); 

16. ( )
( )
∫ +
L

ydyx2 , L: дуга OA параболы y2=x/2, O(0,0), A(8,2); 

17. ( )
( )
∫ +
L

ydyx 22 , L: треугольник с вершинами O(0,0), A(2,2), B(2,0); 

18. ( )
( )
∫ +−
L

ydxxdyx 22 , L: прямая OA, O(0,0), A(4,3); 

19. , L: треугольник с вершинами O(0,0), A(4,2), B(2,0); 
( )
∫ +
L

ydxxdyx

20. , L: треугольник с вершинами O(0,0), A(4,2), B(2,0); 
( )
∫ −
L

ydxxdyx

21. , L: прямая AB, A(1,π /4), B(1,π /4); ( ) ( )
( )
∫ +
L

ydyxxdy 2sin22cos

22. ( ) ( )
( )
∫ +
L

ydxxxdytg cos , L: прямая AB, A(π/4,π/3), B(π/3,π /6); 

23. , L: вторая четверть эллипса ( )
( )
∫ ++
L

ydyxxdyx 222 12

2

2

2
=+

b
y

a
x ; 

24. ( )
( )
∫ +
L

ydyx2 , L: третья четверть эллипса 12

2

2

2
=+

b
y

a
x ; 

25. ( )
( )
∫ +
L

ydyx 2 , L: треугольник с вершинами A(2,3), B(3,3),C(3,2); 

26. ( )
( )
∫ +−
L

ydxxdyx 245 , L: дуга AB линии y = 4 x3, A(2,32), B(3,108); 

27. , L: треугольник с вершинами O(0,0), A(3,5), B(4,0); ( )
( )
∫ +
L

xdyx

28. ( )
( )
∫ ++
L

ydxydyx 32 , L: дуга AB линии y3=x, A(1,1), B(8,2); 

29. , L: дуга AB линии y=x( )
( )
∫ −+
L

ydyxxdx5 2, A(2,4), B(3,9); 

30. , L: треугольник с вершинами A(2,5), B(3,5), C(2,0). ( )
( )
∫ −
L

ydyx 2

IX) Найти массу и координаты центра тяжести кривой L (контур для каждого 
варианта определён в задании VIII) с плотностью ρ (x,y,z) = x y z. 

X) Найти работу силы kRjQiPF
rrrr

++=  вдоль кривой L. Контур для каждого 
варианта определён в предыдущем задании. 
01. P=5x2

 +7xy +9y2, Q=-x+8y; 02. P=3x2
 +2xy , Q=5y2-4y; 
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03. P=9x2
 +5xy , Q=4y2+7x-7y; 04. P=4x2

 -8xy , Q=5y2+5x-6y; 

05. P=4x2
 +3xy , Q=8y2-8y; 06. P=2x2

 +4xy -7y2, Q=5x-4y; 

07. P=8x2
 +3xy , Q=3y2-5x-4y+9; 08. P=7x2

 +4xy +8y2
 ,Q=5y; 

09. P=-3x2
 +8xy , Q=9y2+7x+6y; 10. P=4x2

 +3xy -5y2
 , Q=8x-7y; 

11. P=5x2
 +4xy , Q=3y2-2y; 12. P=7x2

 +8xy +9y2,Q=3x-8y; 

13. P=8x2
 +9xy  , Q=7y2-5x-8y; 14. P=12x2

 +5xy  ,Q=6y2-4y; 

15. P=7x2
 +8xy, Q=8x-9y2-7y; 16. P=9x2+5xy, Q=3y2-8x-6y; 

17. P=13x2+9xy, Q=-3y2-8y; 18. P=9x2+6xy+5y2, Q=2x-2y; 

19. P=-x2
 +5xy +8y2

 , Q=-6x+5y; 20. P=3x2
 +9xy , Q=6y2+2x-11y; 

21. P=2x2
 +7xy , Q=y2+2x-4y; 22. P=6x2

 +2xy +y2, Q=2x-5y; 

23. P=7x2
 +2xy , Q=15y2+8x-4y; 24. P=9x2

 +3xy, Q=7y2+2x; 

25. P=3x2
 +2xy +6y2, Q=-5x-4y; 26. P=3x2

 +2xy +2y2, Q=8x+9y; 

27. P=3x2
 +2xy -y2, Q=-7x-4y; 28. P=7xy +7y2, Q=-9x-3y; 

29. P=5x2
 +4xy, Q=3y2+11x-3y; 30. P=3x2

 +6xy, Q= -7y2+2x-4y. 
XI) Вычислить интегралы по поверхности S. 

01. , S: верхняя поверхность части плоскости x +y +z =1, рас-

положенной в первом октанте (x>0, y>0, z>0); 

( )
( )
∫∫ ++
S

Sdzyx

02. , S: верхняя поверхность части плоскости x +y /2+z/3 =1, 

расположенной во втором октанте (x<0, y>0, z>0); 

( )
( )
∫∫ −+
S

Sdzyx

03. (
( )
∫∫ ++=
S

SdyxzI 342 ) , S: верхняя поверхность части плоскости (x/2)+ 

(y/3)+(z/4)=1, лежащая в первом октанте (x>0, y>0, z>0); 
04. (

( )
∫∫ −+=
S

SdyxzI 342 ) , S: часть плоскости (x/2)+(y/3)+(z/4)=1, лежащая 

во втором октанте (x < 0, y > 0, z > 0); 
05. , S: верхняя поверхность плоскости x +y +z =1, расположен-

ной в первом октанте (x >0, y >0, z >0); 
( )
∫∫=
S

SdzyxI

06. 
( )
∫∫=
S

Sd
z
yxI , S: верхняя поверхность плоскости x +y +z = a, расположен-

ной во втором октанте (x < 0, y > 0, z >0); 
07. , S: положительная сторона нижней половины сферы 

( )
∫∫=
S

ydxdzyxI 222
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x2+y2+z2=R2; 
08. , S: отрицательная сторона верхней половины сферы 

x
( )
∫∫=
S

ydxdzyxI 222

2+y2+z2=R2; 

09. , S: внешняя сторона эллипсоида 
( )
∫∫=
S

ydxdzI 4 12

2

2

2

2

2
=++

c
z

b
y

a
x ; 

10. ( )
( )
∫∫ −−=
S

ydxdyxzI 222 , S: внутренняя сторона эллипсоида 

1
1694

222

=++
zyx ; 

11. 
( )
∫∫ ++=
S

zdxdzyzdydyxydxdzxI , S: внешняя сторона пирамиды, со-

ставленной плоскостями: x=0, y=0, z=0, x + y + z =1; 
12. 

( )
∫∫ ++=
S

zdxdzyzdydyxydxdzxI , S: внутренняя сторона пирамиды, 

составленной плоскостями: x=0, y=0, z=0, x + y + z =1; 
13. , S: положительная сторона час-

ти сферы x
( )
∫∫ ++=
S

zdxdyxzdydzxydxdzyI 222222

2+y2+z2=1, расположенной в первом октанте; 
14. , S: положительная сторона час-

ти сферы x
( )
∫∫ ++=
S

zdxdyxzdydzxydxdzyI 222222

2+y2+z2=1, расположенной во втором октанте; 
15. , S: положительная сторона час-

ти сферы x
( )
∫∫ +−=
S

zdxdyxzdydzxydxdzyI 222222

2+y2+z2=1, расположенной в третьем октанте; 
16. , S: положительная сторона час-

ти сферы x
( )
∫∫ −+=
S

zdxdyxzdydzxydxdzyI 222222

2+y2+z2=1, расположенной в четвёртом октанте; 
17. , S: внешняя сторона поверх-

ности, расположенной в первом октанте и составленной из параболоида 
вращения -z = x

( )
∫∫ ++−=
S

zdxdyxzdydzxydxdzyI 222222

2+y2 и координатных плоскостей; 
18. , S: внутренняя сторона поверх-

ности, расположенной во втором октанте и составленной из параболоида 
вращения -z = x

( )
∫∫ −+=
S

zdxdyxzdydzxydxdzyI 222222

2+y2 и координатных плоскостей; 
19. , S: внутренняя сторона поверх-

ности, расположенной во третьем октанте и составленной из параболоида 
вращения -z = x

( )
∫∫ ++=
S

zdxdyxzdydzxydxdzyI 222222

2+y2 и координатных плоскостей; 
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20. , S: внешняя сторона поверхно-

сти, расположенной во четвёртом октанте и составленной из параболоида 
вращения -z = x

( )
∫∫ ++=
S

zdxdyxzdydzxydxdzyI 222222

2+y2 и координатных плоскостей; 

21.  (преобразовать по формуле Стокса в интеграл 

по поверхности, натянутой на контур L), L: x
( )
∫ ++=
L

zdzydxdyxI 32

2+y2=1, z = 0; 

22.  (преобразовать по формуле Стокса в интеграл 

по поверхности, натянутой на контур L), L: x
( )
∫ ++=
L

zdxydzxdyI 23

2+y2=1, z = 0; 

23.  (преобразовать по формуле Стокса в интеграл 

по поверхности, натянутой на контур L), L: x
( )
∫ ++=
L

zdxydyxdzI 23

2-y2=1, z = 0; 

24.  (преобразовать по формуле Стокса в интеграл 

по поверхности, натянутой на контур L), L: x
( )
∫ −−=
L

zdxydyxdzI 23

2-2x+y2+2y=1, z = 0; 
25. , S: положительная сторона час-

ти сферы x
( )
∫∫ +−=
S

zdxdyxzdydzxydxdzyI 222222

2+y2+z2=1, расположенной в пятом октанте; 
26. , S: положительная сторона час-

ти сферы x
( )
∫∫ ++=
S

zdxdyxzdydzxydxdzyI 222442

2+y2+z2=1, расположенной в шестом октанте; 
27. , S: положительная сторона час-

ти сферы x
( )
∫∫ +−=
S

zdxdyxzdydzxydxdzyI 222222

2+y2+z2=1, расположенной в седьмом октанте; 
28. , S: положительная сторона час-

ти сферы x
( )
∫∫ +−=
S

zdxdyxzdydzxydxdzyI 222222

2+y2+z2=1, расположенной в восьмом октанте; 
29. ( )

( )
∫∫ +−=
S

SdyxzI 242 , S: часть плоскости x+2y+3z=4, лежащая в первом 

октанте; 
30. ( )

( )
∫∫ ++=
S

SdxyzI 32 23 , S: часть плоскости 4x+3y+2z=10, лежащая в пер-

вом октанте (x>0, y>0, z>0). 
XII) Дан треугольник ABC, его вершины A(xA,yA), B(xB,yB) и C(xC,yC). Опреде-
лить: (i) уравнение прямых AC, BC, AB; (ii) внутренние углы треугольника; 
(iii) уравнение прямой, проходящей через точку B параллельно стороне AC; 
(iv) уравнения высоты и медианы, проведённых из точки B; (v) координаты 
точки 'B , симметричной точке B, относительно прямой AC; (vi) расстояние от 
точки B до прямой AC. 

01. A(1,2), B(5,4), C(5,6); 02. A(4,3), B(1,8), C(3,2); 
 101
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03. A(6,4), B(3,8), C(3,5); 04. A(8,2), B(1,3), C(5,7); 

05. A(4,2), B(6,5), C(2,3); 06. A(2,3), B(1,5), C(8,6); 

07. A(7,7), B(2,1), C(4,0); 08. A(3,5), B(7,2), C(4,2); 

09. A(3,1), B(3,5), C(4,0); 10. A(4,6), B(2,3), C(7,8); 

11. A(6,5), B(3,4), C(4,1); 12. A(0,2), B(8,6), C(4,2); 

13. A(2,9), B(8,5), C(4,2); 14. A(3,7), B(9,6), C(5,8); 

15. A(3,9), B(2,2), C(3,1); 16. A(5,5), B(2,3), C(7,4); 

17. A(8,2), B(2,5), C(4,3); 18. A(3,2), B(7,2), C(5,4); 

19. A(2,3), B(6,8), C(3,4); 20. A(0,7), B(9,8), C(6,4); 

21. A(5,3), B(2,8), C(9,9); 22. A(2,4), B(3,8), C(7,5); 

23. A(6,4), B(2,3), C(5,8); 24. A(8,9), B(9,5), C(4,3); 

25. A(4,3), B(9,5), C(4,3); 26. A(2,1), B(7,8), C(3,5); 

27. A(8,8), B(0,3), C(1,1); 28. A(1,7), B(7,5), C(4,3); 

29. A(5,6), B(4,8), C(9,3); 30. A(5,6), B(3,0), C(2,5). 
XIII) Даны две прямые (x-x1)/l1=(y-y1)/m1=(z-z1)/n1 и (x-x2)/l2=(y-y2)/m2=(z-z2)/n2, 
плоскость Ax+By+Cz+D=0 и точка M0(x0,y0,z0). Определить: (i) угол между 
двумя прямыми; (ii) угол между первой прямой и плоскостью; (iii) уравнение 
плоскости, проходящей через первую прямую и точку M0; (iv) уравнение 
плоскости, проходящей через первую прямую и параллельную второй пря-
мой, если l1=m1= n1=1, l2=2, m2=3, n2=4 и 

01. x0=0, x1=1, x2=3, y0=4, y1=3, y2=2, z0=5, z1=6, z2=4, A=3, B=6, C=2, D=1; 
02. x0=3, x1=6, x2=5, y0=4, y1=8, y2=3, z0=2, z1=1, z2=7, A=9, B=6, C=4, D=2; 
03. x0=8, x1=7, x2=4, y0=2, y1=7, y2=1, z0=3, z1=8, z2=7, A=2, B=1, C=1, D=6; 
04. x0=4, x1=2, x2=1, y0=3, y1=7, y2=9, z0=8, z1=3, z2=8, A=5, B=0, C=3, D=2; 
05. x0=1, x1=6, x2=4, y0=0, y1=2, y2=1, z0=1, z1=2, z2=5, A=5, B=5, C=2, D=6; 
06. x0=9, x1=8, x2=0, y0=1, y1=1, y2=3, z0=2, z1=0, z2=5, A=1, B=3, C=8, D=9; 
07. x0=2, x1=1, x2=6, y0=4, y1=5, y2=8, z0=3, z1=2, z2=2, A=1, B=0, C=7, D=9; 
08. x0=8, x1=6, x2=4, y0=2, y1=0, y2=7, z0=1, z1=3, z2=8, A=7, B=2, C=1, D=1; 
09. x0=0, x1=3, x2=2, y0=8, y1=6, y2=4, z0=3, z1=7, z2=1, A=0, B=5, C=4, D=3; 
10. x0=6, x1=5, x2=4, y0=3, y1=2, y2=1, z0=6, z1=4, z2=5, A=2, B=7, C=0, D=1; 
11. x0=1, x1=7, x2=8, y0=5, y1=2, y2=1, z0=3, z1=2, z2=5, A=8, B=7, C=4, D=6; 
12. x0=2, x1=5, x2=3, y0=2, y1=4, y2=1, z0=3, z1=7, z2=5, A=2, B=8, C=0, D=6; 
13. x0=4, x1=3, x2=2, y0=1, y1=3, y2=2, z0=7, z1=5, z2=9, A=4, B=8, C=3, D=2; 
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14. x0=5, x1=9, x2=4, y0=0, y1=3, y2=6, z0=9, z1=3, z2=2, A=8, B=7, C=4, D=0; 
15. x0=5, x1=2, x2=9, y0=0, y1=6, y2=4, z0=2, z1=5, z2=3, A=7, B=2, C=1, D=7; 
16. x0=3, x1=8, x2=6, y0=5, y1=3, y2=2, z0=7, z1=9, z2=5, A=4, B=6, C=2, D=3; 
17. x0=8, x1=9, x2=5, y0=2, y1=4, y2=3, z0=2, z1=2, z2=8, A=0, B=4, C=3, D=9; 
18. x0=5, x1=4, x2=0, y0=3, y1=2, y2=8, z0=9, z1=6, z2=5, A=4, B=3, C=2, D=1; 
19. x0=1, x1=1, x2=0, y0=7, y1=1, y2=5, z0=4, z1=9, z2=5, A=7, B=1, C=8, D=3; 
20. x0=2, x1=4, x2=3, y0=6, y1=9, y2=8, z0=4, z1=5, z2=3, A=8, B=9, C=3, D=7; 
21. x0=6, x1=4, x2=9, y0=8, y1=3, y2=5, z0=2, z1=1, z2=1, A=5, B=3, C=6, D=8; 
22. x0=0, x1=0, x2=6, y0=4, y1=9, y2=5, z0=4, z1=3, z2=9, A=5, B=4, C=6, D=3; 
23. x0=5, x1=8, x2=9, y0=9, y1=3, y2=2, z0=2, z1=1, z2=3, A=4, B=3, C=7, D=9; 
24. x0=3, x1=8, x2=7, y0=4, y1=2, y2=4, z0=7, z1=8, z2=7, A=2, B=9, C=6, D=8; 
25. x0=9, x1=5, x2=2, y0=4, y1=3, y2=3, z0=9, z1=7, z2=8, A=9, B=1, C=2, D=6; 
26. x0=2, x1=4, x2=3, y0=8, y1=7, y2=1, z0=3, z1=2, z2=2, A=6, B=4, C=9, D=2; 
27. x0=1, x1=8, x2=5, y0=4, y1=9, y2=8, z0=0, z1=5, z2=9, A=1, B=8, C=3, D=3; 
28. x0=9, x1=9, x2=5, y0=3, y1=1, y2=8, z0=6, z1=4, z2=5, A=2, B=2, C=5, D=6; 
29. x0=6, x1=4, x2=8, y0=3, y1=3, y2=2, z0=9, z1=1, z2=5, A=9, B=4, C=8, D=3; 
30. x0=0, x1=5, x2=6, y0=2, y1=4, y2=3, z0=8, z1=5, z2=2, A=2, B=6, C=3, D=4. 

XIV) Даны три точки M1(x1,y1), M2(x2,y2) и M3(x3,y3). Найти: (i) полуоси a и b, 
расстояние между фокусами, эксцентриситет эллипса, проходящего через точки 
M1(x1,y1) и M2(x2,y2), а также гиперболы проходящей через точки M1(x1,y1) и 
M3(x3,y3); (ii) каноническое уравнение параболы, если M1(x1,y1) - её фокус, а y 

= y2 - её директриса; (iii) записать канонические уравнения для рассмотрен-
ных случаев. 

01. M1(3,1), M2(1,2), M3(4,2); 02. M1(4,1), M2(0,2), M3(3,0); 

03. M1(6,2), M2(4,3), M3(5,4); 04. M1(7,1), M2(5,4), M3(8,2); 

05. M1(4,3), M2(7,0), M3(5,1); 06. M1(4,3), M2(1,2), M3(2,1); 

07. M1(5,3), M2(7,1), M3(4,2); 08. M1(5,1), M2(0,2), M3(3,2); 

09. M1(1/5,2/3),M2(1,1/3), M3(1/6,0); 10. M1(2,5), M2(0,7), M3(1,2); 

11. M1(4,2), M2(81/2,0), M3(3,1); 12. M1(6,0), M2(1,2), M3(7,1); 

13. M1(4,5), M2(1,2), M3(3,1); 14. M1(7,1), M2(5,2), M3(1,2); 

15. M1(2,1), M2(4,3/4), M3(7,4); 16. M1(2,7), M2(3,5), M3(1,1/3); 

17. M1(4,5), M2(0,6), M3(3,0); 18. M1(3,1/3), M2(2,1), M3(2,1); 

19. M1(2,3), M2(3,0), M3(1/2,1); 20. M1(1,1/2), M2(2,0), M3(2,3); 

21. M1(5,0), M2(4,2), M3(3,1); 22. M1(5,4), M2(3,5), M3(1,1/3); 



23. M1(6,4), M2(5,3), M3(3,1); 24. M1(6,0), M2(5,1), M3(8,3); 

25. M1(2,3), M2(1,6), M3(4,7); 26. M1(5,1), M2(3,2), M3(6,3); 

27. M1(5,1), M2(4,3), M3(6,2); 28. M1(6,1), M2(5,3), M3(7,2); 

29. M1(2,1), M2(0,3), M3(6,7); 30. M1(9,0), M2(4,1), M3(11,2). 
XV) Привести уравнения кривых второго порядка к каноническому виду, на-
звать и построить кривые. 

01. 5x2+7xy+9y2-x-8y+11=0; 02. 3x2+2xy+5y2-4y+27=0; 

03. 9x2+5xy+4y2+7x-7y+4=0; 04. 4x2-8xy+5y2+5x-6y+11=0; 

05. 4x2+3xy +8y2-8y-3=0; 06. 2x2+4xy-7y2-5x-4y-9=0; 

07. 8x2+3xy+3y2-5x-4y+9=0; 08. 7x2+4xy+8y2-5y-4=0; 

09. -3x2+8xy+9y2+7x+6y+5=0; 10. 4x2+3xy-5y2+8x-7y+7=0; 

11. 5x2+4xy+3y2-2y+4=0; 12. 7x2+8xy+9y2-3x-8y+4=0; 

13. 8x2+9xy+7y2-5x-8y+6=0; 14. 12x2+5xy+6y2-4y=0; 

15. 7x2+8xy-9y2+8x-7y+3=0; 16. 9x2+5xy+3y2-8x-6y+4=0; 

17. 13x2+9xy-3y2-8y=0; 18. 9x2+6xy+5y2+2x-2y+8=0; 

19. -x2+5xy+8y2-6x+5y+4=0; 20. 3x2+9xy+6y2+2x-11y=0; 

21. 2x2+7xy+y2+2x-4y=0; 22. 6x2+2xy+y2-2x-5y+7=0; 

23. 7x2+2xy+15y2+8x-4y+9=0; 24. 9x2+3xy+7y2+2x+1=0; 

25. 3x2+2xy+6y2-5x-4y+8=0; 26. 3x2+2xy+2y2+8x+9y+1=0; 

27. 3x2+2xy-y2-7x-4y+2=0; 28. 7xy+7y2-9x-3y+2=0; 

29. 5x2+4xy +3y2+11x-3y+12=0; 30. 3x2+6xy-7y2+2x-4y+8=0. 
XVI) Привести уравнения поверхностей к каноническому виду, назвать и по-
строить поверхности. 

01. 6
1183

222
=++

zyx ; 02. 
74

2
22 yxz += ; 03. 4

928

222
=−+

zyx ; 

04. ; 55,0 222 =−+ zyx 05. y2=5x; 06. 75,0 222 −=−+ zyx ; 

07. 3
42

22
=−

yx ; 08. 3
645

222
−=−+

zyx ; 05. 
83

22 yxz += ; 

10. 
74

2
22 yxz −= ; 11. 15

598

222
−=−+

zyx ; 12. 11
328

222
=++

zyx ; 
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13. 21
359

222
=++

zyx ; 14. 
25

9
22 yxz += ; 15. 4

729

222
−=−+

zyx ; 

16. 7
32

2
2

2
−=−+

zyx ; 17. 4
52

2
22

=−+ zyx ; 18. 4
34

2
22

=++ zyx ; 

19. 1
468

222
=++

zyx ; 20. 0
38

2
22

=−+ zyx ; 21. 1
7

2
47

222
=++

zyx
; 

22. 18
268

3
222

−=−+
zyx

; 23. 0
723

222
=−+

zyx ; 24. 5
38

22
=+

yx ; 

25. 
82

3
22 yxz += ; 26. 4

34
2

22
=−+ zyx ; 27. 0

172

222
=−+

zyx ; 

28. 1
32

2
22

=++ zyx ; 
 

29. 2x2+5y2+3z2=11; 30. 7
2

22
2

=++ zyx . 

XVII) Даны два вектора  и . Найти угол между этими векторами и площадь 
параллелограмма, построенного на них, если 

ar b
r
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01a. , kjia
rrrr 233 −−= kib

rrr
2+= ; 01b. dca

rrr 32 += , dcb
rrr

32 −= , 2=cr , 

2=d
r

, o
rr 60^ =dc ; 

02a. kjia
rrrr 62 ++= , kjib

rrrr
47 −−= ; 02b. dca

rrr
+= 2 , dcb

rrr
4+= , 2=cr , 

1=d
r

, o
rr 60^ =dc ; 

03a. , kjia
rrrr

++= kjib
rrrr

335 ++= ; 03b. dca
rrr 73 −= , dcb

rrr
118 += , 3=cr , 

4=d
r

, o
rr 60^ =dc ; 

04a. , ; kja
rrr 63 +−= kjib

rrrr
−−= 04b. dca

rrr
+= 2 , dcb

rrr
47 += , 3=cr , 

3=d
r

, o
rr 60^ =dc ; 

05a. , kjia
rrrr 886 ++= kjib

rrrr
464 ++= ; 05b. dca

rrr 56 += , cdb rrr
23 −= , 6=cr , 

2=d
r

, o
rr 60^ =dc ; 

06a.  kjia
rrrr

++= 8 , kjib
rrrr

653 ++= ; 06b. dca
rrr

−= 7 , dcb
rrr

11+= , 1=cr , 

4=d
r

, o
rr 45^ =dc ; 

07a.  kjia
rrrr

++= 83 , kjib
rrrr

248 ++= ; 07b. dca
rrr 85 += , dcb

rrr
23 += , 2=cr , 
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8=d
r

, o
rr 45^ =dc ; 

08a. , kjia
rrrr 486 ++= kjib

rrrr
57 ++−= ; 08b. dca

rrr 129 += , dcb
rrr

7+= , 4=cr , 

6=d
r

, o
rr 45^ =dc ; 

09a. , jia
rrr 36 += kjib

rrrr
25,04 ++= ; 09b. dca

rrr 117 += , dcb
rrr

28 += , 2=cr , 

5=d
r

, o
rr 45^ =dc ; 

10a. , kjia
rrrr 543 ++= kjib

rrrr
8721 ++= ; 10b. dca

rrr
+= 4 , dcb

rrr
37 += , 1=cr , 

3=d
r

, o
rr 45^ =dc ; 

11a. , kjia
rrrr 964 ++= kjib

rrrr
1197 ++= ; 11b. dca

rrr 46 +−= , dcb
rrr

117 += , 2=cr , 

4=d
r

, o
rr 30^ =dc ; 

12a. ,  kja
rrr 24 += kjib

rrrr
++= 2 ; 12b. dca

rrr 124 += , dcb
rrr

85 += , 13=cr , 

16=d
r

, o
rr 30^ =dc ; 

13a. kjia
rrrr 8193 ++= , kjb

rrr
911 += ; 13b. dca

rrr 82 += , dcb
rrr

239 += , 9=cr , 

9=d
r

, o
rr 30^ =dc ; 

14a.  kjia
rrrr

++= 82 , kjib
rrrr

298 ++= ; 14b. dca
rrr 198 += , dcb

rrr
32 += , 3=cr , 

2=d
r

, o
rr 30^ =dc ; 

15a. , kjia
rrrr 32 ++= kjib

rrrr
++= 3 ; 15b. dca

rrr 25 += , dcb
rrr

4+= , 1=cr , 

5=d
r

, o
rr 30^ =dc ; 

16a. , kjia
rrrr 233 −−= kjib

rrrr
47 −−= ; 16b. dca

rrr
+= 3 , dcb

rrr
24 += , 2=cr , 

2=d
r

, o
rr 90^ =dc ; 

17a. , kjia
rrrr 62 ++= kib

rrr
2+= ; 17b. dca

rrr 47 += , dcb
rrr

339 +=  , 1=cr , 

1=d
r

, o
rr 90^ =dc ; 

18a. , kjia
rrrr 233 −−= kjib

rrrr
++= 3 ; 18b. dca

rrr 311 += , dcb
rrr

527 += , 3=cr , 

2=d
r

, o
rr 90^ =dc ; 

19a. , ; kjia
rrrr

++= kjib
rrrr

−−= 19b. dca
rrr 93 += , dcb

rrr
82 += , 6=cr , 



5=d
r

, o
rr 90^ =dc ; 

20a. , kja
rrr 63 +−= kjib

rrrr
335 ++= ; 20b. dca

rrr 27 += , dcb
rrr

3+= , 4=cr , 

3=d
r

, o
rr 90^ =dc ; 

21a. , kjia
rrrr 886 ++= kjib

rrrr
653 ++= ; 21b. dca

rrr 63 += , dcb
rrr

129 += , 2=cr , 

1=d
r

, o
rr 120^ =dc ; 

22a. , kjia
rrrr 886 ++= kjib

rrrr
653 ++= ; 22b. dca

rrr 27 += , dcb
rrr

48 += , 9=cr , 

11=d
r

, o
rr 120^ =dc ; 

23a.  kjia
rrrr

++= 83 , kjib
rrrr

57 ++−= ; 23b. dca
rrr 5+= , dcb

rrr
35 += , 2=cr , 

7=d
r

, o
rr 120^ =dc ; 

24a.  kjia
rrrr

++= 83 , kjib
rrrr

57 ++−= ; 24b. da
rr 2= , dcb

rrr
62 += , 3=cr , 

6=d
r

, o
rr 120^ =dc ; 

25a. , kjia
rrrr 964 ++= kjib

rrrr
++= 2 ; 25b. dca

rrr 3+= , dcb
rrr

94 += , 9=cr , 

12=d
r

, o
rr 120^ =dc ; 

26a. , kjia
rrrr 964 ++= kjib

rrrr
++= 2 ; 26b. dca

rrr
+= 2 , dcb

rrr
83 += , 4=cr , 

4=d
r

, o
rr 135^ =dc ; 

27a. , kjia
rrrr 8193 ++= kjib

rrrr
298 ++= ; 27b. dca

rrr 83 += , db
rr

3= , 5=cr , 

1=d
r

, o
rr 135^ =dc ; 

28a. , kjia
rrrr 8193 ++= kjib

rrrr
298 ++= ; 28b. dca

rrr 74 += , dcb
rrr

46 += , 3=cr , 

7=d
r

, o
rr 135^ =dc ; 

29a. , kjia
rrrr 62 ++= kjib

rrrr
47 −−= ; 29b. dca

rrr 25 += , dcb
rrr

113 += , 2=cr , 

5=d
r

, o
rr 135^ =dc ; 

30a.  kjia
rrrr

++= 83 , kjib
rrrr

++= 3 ; 30b. ca rr 6= , dcb
rrr

34 += , 1=cr , 

1=d
r

, o
rr 135^ =dc . 

XVIII) Найти объёмы параллелепипеда A1B1C1D1A2B2C2D2 и пирамиды A1B1C1D2, 

если 
 107
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01. A1(3,2,1), B1(6,8,4), C1(5,7,2), D2(4,3,-8); 

02. A1(5,4,3), B1(0,-2,1), C1(5,6,1), D2(3,4,5); 

03. A1(6,8,5), B1(4,3,0), C1(2,1,7), D2(3,7,-4); 

04. A1(2,1,1), B1(3,0,0), C1(4,1,5), D2(6,2,4); 

05. A1(2,5,3), B1(4,2,2), C1(5,5,5), D2(3,6,2); 

06. A1(6,5,-4), B1(1,-3,6), C1(-2,-4,-6), D2(0,3,5); 

07. A1(1,8,6),B1(2,5,4), C1(0,8,3), D2(7,2,1); 

08. A1(0,0,1),B1(7,2,0), C1(0,2,-11), D2(5,8,7); 

09. A1(5,3,4), B1(2,7,7), C1(5,1,1), D2(0,8,7); 

10. A1(6,2,4), B1(8,5,7), C1(3,1,2), D2(5,4,8); 

11. A1(0,3,3), B1(5,8,7), C1(4,3,1), D2(8,8,6); 

12. A1(5,4,2), B1(0,8,-3), C1(-3,6,5), D2(2,2,2); 

13. A1(7,4,5), B1(-3,5,1), C1(2,1,1), D2(4,3,2); 

14. A1(5,4,2), B1(2,7,5), C1(2,7,8), D2(4,5,1); 

15. A1(8,7,4), B1(5,3,2), C1(4,3,2), D2(5,8,7); 

16. A1(3,8,3), B1(5,1,1), C1(2,1,4), D2(7,8,9); 

17. A1(9,5,7), B1(8,9,4), C1(5,7,8), D2(4,3,-1); 

18. A1(1,2,1), B1(3,7,5), C1(2,1,1), D2(5,4,0); 

19. A1(19,0,1), B1(4,3,1), C1(2,1,1), D2(3,6,9); 

20. A1(1,7,8), B1(7,1,1), C1(0,8,5), D2(4,3,1); 

21. A1(2,3,7), B1(9,5,4), C1(8,6,4), D2(2,3,1); 

22. A1(4,3,1), B1(8,6,4), C1(4,5,6), D2(2,5,-1); 

23. A1(3,6,4), B1(2,1,3), C1(9,7,2), D2(4,3,2); 

24. A1(6,9,4), B1(-6,2,2), C1(0,7,4), D2(9,3,2); 

25. A1(6,9,2), B1(5,3,1), C1(3,2,9), D2(5,7,3); 
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26. A1(5,8,1),B1(3,4,1),C1(2,1,8), D2(4,3,11); 

27. A1(3,8,1), B1(4,9,11), C1(2,3,5), D2(1,3,1); 

28. A1(6,9,4), B1(5,3,0), C1(8,3,4), D2(3,8,1); 

29. A1(5,9,0), B1(6,2,1), C1(5,4,3), D2(7,9,0); 

30. A1(2,4,6), B1(3,7,7), C1(2,7,8), D2(5,1,3). 

XIX) Построить графики зависимости издержек от размера партии товара x при 
различных значениях параметров a, b, c, d 
01. a =1, b =3, c =2, d =5 02. a =2, b =4, c =1, d =2 03. a =7, b =1, c =3, d =3 
04. a =3, b =2, c =5, d =1 05. a =2, b =5, c =4, d =4 06. a =4, b =8, c =3, d =7 
07. a =5, b =1, c =2, d =3 08. a =3, b =2, c =8, d =1 09. a =2, b =4, c =3, d =2 
10. a =5, b =1, c =5, d =3 11. a =1, b =2, c =3, d =1 12. a =3, b =1, c =0, d =3 
13. a =6, b =3, c =1, d =4 14. a =5, b =4, c =3, d =7 15. a =1, b =2, c =4, d =5 
16. a =4, b =5, c =4, d =1 17. a =3, b =3, c =1, d =4 18. a =2, b =4, c =5, d =2 
19. a =1, b =0, c =4, d =1 20. a =4, b =3, c =7, d =7 21. a =3, b =6, c =0, d =2 
22. a =5, b =4, c =2, d =3 23. a =4, b =5, c =5, d =0 24. a =2, b =1, c =4, d =5 
25. a =8, b =3, c =1, d =2 26. a =4, b =2, c =0, d =5 27. a =1, b =1, c =3, d =2 
28. a =3, b =5, c =1, d =3 29. a =2, b =3, c =3, d =4 30. a =5, b =4, c =5, d =0 

XX) Построить зависимости себестоимости единицы S выпускаемой продукции от 
производительности предприятия V при различных значениях коэффициентов Si

01. S1 =1, S2 =3, S3 =2 02. S1 =2, S2 =4, S3 =1 03. S1 =7, S2 =1, S3 =3 
04. S1 =3, S2 =2, S3 =5 05. S1 =2, S2 =5, S3=4 06. S1 =4, S2 =8, S3 =3 
07. S1 =5, S2 =1, S3 =2 08. S1 =3, S2 =2, S3 =8 09. S1 =2, S2 =3, S3 =1 
10. S1 =4, S2 =1, S3 =5 11. S1 =5, S2 =4, S3 =1 12. S1 =8, S2 =7, S3 =3 
13. S1 =5, S2 =1, S3 =3 14. S1 =7, S2 =3, S3 =2 15. S1 =5, S2 =6, S3=8 
16. S1 =4, S2 =5, S3 =1 17. S1 =3, S2 =6, S3 =5 18. S1 =4, S2 =2, S3 =5 
19. S1 =2, S2 =5, S3 =8 20. S1 =1, S2 =3, S3 =4 21. S1 =5, S2 =3, S3 =1 
22. S1 =4, S2 =2, S3 =6 23. S1 =3, S2 =7, S3 =5 24. S1 =1, S2 =4, S3 =3 
25. S1 =5, S2 =1, S3=2 26. S1 =8, S2 =4, S3 =5 27. S1 =6, S2 =3, S3 =1 
28. S1 =3, S2 =2, S3 =5 29. S1 =4, S2 =3, S3 =7 30. S1 =2, S2 =5, S3 =1 

XXI) Построить зависимости функции прибыли от объемов выпускаемых про-
дукций x1 и x2; x2 и x3; x1 и x3
01. a1 =1, a2 =3, a3 =2, b1 =0.5, b2 =2.5, b3 

=1, c1 =3, c2 =5, c3 =1, c4 =6, c5 =9, c6=4, d1 

=3, d2 =1.5 

02. a1 =2, a2 =4, a3 =3, b1 =1, b2 =3, b3 =0, 
c1 =2, c2 =1, c3 =4, c4 =7, c5 =2, c6=1, d1 =5, 

d2 =1 
03. a1 =4, a2 =7, a3 =1, b1 =3, b2 =5, b3 =2, 

c1 =4, c2 =1, c3 =3, c4 =2, c5 =6, c6=5, d1 =2, 
d2 =4 

04. a1 =6, a2 =8, a3 =3, b1 =1, b2 =3, b3 =4, 
c1 =6, c2 =7, c3 =2, c4 =5, c5 =0, c6=3, d1 =7, 

d2 =5 
05. a1 =8, a2 =4, a3 =7, b1 =1, b2 =4, b3 =7, 
c1 =2, c2 =6, c3 =3, c4 =5, c5 =3.5, c6=7, d1 

=2, d2 =4 

06. a1 =1, a2 =3, a3 =2, b1 =0.5, b2 =2.5, b3 

=1, c1 =3, c2 =5, c3 =1, c4 =6, c5 =9, c6=4, d1 

=3, d2 =1.5 
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07. a1 =2, a2 =8, a3 =7, b1 =4, b2 =3, b3 =2, 
c1 =6, c2 =4, c3 =5, c4 =2, c5 =4.5, c6=0, d1 

=2, d2 =6 

08. a1 =4, a2 =9, a3 =5, b1 =3, b2 =1, b3 =2, 
c1 =4, c2 =3, c3 =7, c4 =2, c5 =0, c6=3, d1 =1, 

d2 =3 
09. a1 =4, a2 =8, a3 =3, b1 =5, b2 =1, b3 =7, 

c1 =4, c2 =8, c3 =0, c4 =2, c5 =1, c6=3, d1 =0, 
d2 =5 

10. a1 =8, a2 =6, a3 =5, b1 =4, b2 =3, b3 =7, 
c1 =2, c2 =4, c3 =5, c4 =3, c5 =1, c6=4, d1 =8, 

d2 =3 
11. a1 =3, a2 =7, a3 =1, b1 =4, b2 =7, b3 =5, 
c1 =3, c2 =2, c3 =6, c4 =4, c5 =0, c6=5, d1 =3 

d2 =1 

12. a1 =2, a2 =6, a3 =5, b1 =3, b2 =1, b3 =5, 
c1 =2, c2 =7, c3 =4, c4 =8, c5 =5, c6=6, d1 =1, 

d2 =3 
13. a1 =2, a2 =5, a3 =3, b1 =1, b2 =8, b3 =6, 

c1 =4, c2 =3, c3 =1, c4 =5, c5 =7, c6=1, d1 =3, 
d2 =2 

14. a1 =4, a2 =9, a3 =5, b1 =1, b2 =3, b3 =2, 
c1 =5, c2 =3, c3 =6, c4 =9, c5 =8, c6=0, d1 =3, 

d2 =2 
15. a1 =8, a2 =5, a3 =4, b1 =3, b2 =7, b3 =2, 

c1 =5, c2 =1, c3 =3, c4 =0, c5 =8, c6=5, d1 =4, 
d2 =9 

16. a1 =2, a2 =5, a3 =7, b1 =9, b2 =4, b3 =9, 
c1 =2.5, c2 =8, c3 =3, c4 =2, c5 =1, c6=2, d1 

=4, d2 =6 
17. a1 =5, a2 =3, a3 =1, b1 =2, b2 =4, b3 =6, 

c1 =4, c2 =9, c3 =7, c4 =5, c5 =1, c6=9, d1 =3, 
d2 =1 

18. a1 =3, a2 =4, a3 =6, b1 =5, b2 =1, b3 =3, 
c1 =8, c2 =7, c3 =1, c4 =4, c5 =5, c6=3, d1 =6, 

d2 =2 
19. a1 =3, a2 =6, a3 =1, b1 =2, b2 =3, b3 =9, 

c1 =4, c2 =0, c3 =5, c4 =7, c5 =1, c6=4, d1 =9, 
d2 =2 

20. a1 =2, a2 =7, a3 =1, b1 =3, b2 =5, b3 =9, 
c1 =4, c2 =1, c3 =6, c4 =5, c5 =2, c6=4, d1 =9, 

d2 =3 
21. a1 =4, a2 =9, a3 =3, b1 =1, b2 =2, b3 =9, 

c1 =5, c2 =0, c3 =3, c4 =4, c5 =7, c6=5, d1 =3, 
d2 =4 

22. a1 =4, a2 =3, a3 =7, b1 =2, b2 =0, b3 =1, 
c1 =3, c2 =4, c3 =2, c4 =1, c5 =7, c6=2, d1 =1, 

d2 =3 
23. a1 =2, a2 =6, a3 =4, b1 =2, b2 =3, b3 =4, 

c1 =9, c2 =3, c3 =1, c4 =6, c5 =3, c6=2, d1 =1, 
d2 =4 

24. a1 =5, a2 =7, a3 =1, b1 =3, b2 =4, b3 =2, 
c1 =0, c2 =2, c3 =7, c4 =1, c5 =3, c6=2, d1 =6, 

d2 =1 
25. a1 =2, a2 =4, a3 =8, b1 =3, b2 =5, b3 =9, 

c1 =1, c2 =3, c3 =5, c4 =9, c5 =2, c6=4, d1 =7, 
d2 =5 

26. a1 =2, a2 =7, a3 =5, b1 =3, b2 =9, b3 =2, 
c1 =7, c2 =2, c3 =5, c4 =3, c5 =9, c6=4, d1 =2, 

d2 =3 
27. a1 =2, a2 =4, a3 =3, b1 =2, b2 =8, b3 =6, 

c1 =1, c2 =0, c3 =4, c4 =2, c5 =7, c6=4, d1 =2, 
d2 =3 

28. a1 =2, a2 =4, a3 =3, b1 =1, b2 =6, b3 =5, 
c1 =0, c2 =3, c3 =4, c4 =9, c5 =5, c6=3, d1 =4, 

d2 =5 
29. a1 =8, a2 =4, a3 =9, b1 =3, b2 =5, b3 =8, 

c1 =7, c2 =1, c3 =2, c4 =5, c5 =7, c6=3, d1 =4, 
d2 =8 

30. a1 =3, a2 =5, a3 =2, b1 =1, b2 =6, b3 =3, 
c1 =5, c2 =2, c3 =4, c4 =6, c5 =1, c6=7, d1 =3, 

d2 =2 
XXII) Определить экстремальное значение объема выпускаемой продукции Vextr

01. A =1, B =3, R =2, T  =5, S  =3. 02. A =2, B =4, R=1, T  =2, S  =3 
03. A =7, B =1, R=3, T  =3, S  =1. 04. A =3, B =2, R=5, T  =1, S  =1 
05. A =2, B =5, R=4, T  =4, S  =2. 06. A =4, B =8, R=3, T  =7, S  =2 
07. A =5, B =1, R=2, T  =3, S  =5. 08. A =3, B =2, R=8, T  =1, S  =4 
09. A =2, B =3, R=4, T  =5, S  =1. 10. A =5, B =1, R=7, T  =2, S  =0 
11. A =2, B =1, R =4, T  =7, S  =2. 12. A =3, B =7, R=9, T  =3, S  =5 
13. A =0, B =2, R=5, T  =1, S  =4. 14. A =5, B =3, R=3, T  =2, S  =3 
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15. A =4, B =8, R=7, T  =5, S  =0. 16. A =2, B =1, R=2, T  =3, S  =1 
17. A =1, B =3, R=1, T  =4, S  =1. 18. A =6, B =9, R=3, T  =8, S  =4 
19. A =9, B =4, R=5, T  =3, S  =3. 20. A =7, B =2, R=9, T  =1, S  =6 
21. A =1, B =1, R =1, T  =3, S  =2. 22. A =3, B =2, R=2, T  =8, S  =2 
23. A =1, B =7, R=7, T  =6, S  =1. 24. A =5, B =4, R=1, T  =3, S  =3 
25. A =7, B =3, R=2, T  =2, S  =0. 26. A =1, B =5, R=5, T  =5, S  =1 
27. A =3, B =2, R=1, T  =7, S  =3. 28. A =8, B =3, R=0, T  =0, S  =4 
29. A =4, B =4, R=2, T  =1, S  =1. 30. A =1, B =2, R  =1, T  =3, S  =0 

XXIII) Найти плотность вероятности W (x,t) при постоянных коэффициентах 
диффузии и сноса следующих значениях параметров 

01. D0=2, K0=-1, L=1, f  (x) =1- (x-1)2 02. D0=3, K0=-5, L=π /3, f (x) = 2 sin (3 x) 
03. D0=2, K0=-4, L=2, f  (x) =8-2x2 04 D0=1, K0=-3, L=3, f  (x) =27-3(x-3)2

05. D0=3, K0=1, L=2π, f (x) = 4 sin (x/2) 06. D0=2, K0=-7, L=5π, f (x) = 4 sin (x/5) 
07. D0=2, K0=-0.1, L=π  /5, f (x) = 4 sin (5 x) 08. D0=0.3, K0=-5, L=5, f  (x) =125-5(x-5)2

09. D0=0.3, K0=-5, L=1, f  (x) =1- (x-1)2 10. D0=1, K0=-3, L=5, f  (x) =125-5(x-5)2

11. D0=2, K0=-2, L=5π, f (x) = 4 sin (x/5) 12. D0=4, K0=1, L=1, f  (x) =1- (x-1)2

13. D0=2, K0=-1, L=π  /5, f (x) = 4 sin (5 x) 14. D0=2, K0=-5, L=3, f  (x) =27-3(x-3)2

15. D0=3, K0=-1, L=2, f  (x) =8-2x2 16. D0=4, K0=-3, L=2, f  (x) =8-2x2

17. D0=1, K0=4, L=3, f  (x) =27-3(x-3)2 18. D0=3, K0=-5, L=1, f  (x) =1- (x-1)2

19. D0=2, K0=-3, f  (x) = 2cos (3x +1); 20. D0=1, K0=3, L=π  /5, f (x) = 4 sin (5 x) 
21. D0=1, K0=2, L=π /3, f (x) = 2 sin (3 x) 22 D0=1, K0=-2, L=2, f  (x) =8-2x2

23. D0=5, K0=-2, L=π /3, f (x) = 2 sin (3 x) 24. D0=4, K0=-5, L=1, f  (x) =1- (x-1)2

25. D0=3, K0=-3, L=3, f  (x) =27-3(x-3)2 26. D0=5, K0=-4, L=π  /5, f (x) = 4 sin (5 x) 
27. D0=3, K0=1, L=2, f  (x) =8-2x2 28. D0=1, K0=-3, L=2π, f (x) = 4 sin (x/2) 
29. D0=2, K0=-5, L=π /3, f (x) = 2 sin (3 x) 30. D0=3, K0=-2, L=2, f  (x) =8-2x2

XXIV) Найти плотность вероятности W (x,t) при переменных коэффициентах 
диффузии и сноса для параметров, приведённых в задании XVIII и g (x,t) =(1-
x/L)(1-D0t/L2), h (x,t) =(1-x/L)(1-K0t/L). 
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