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Введение 
В настоящее время имеется большое количество экономических, для описа-

ния которых необходимо решать дифференциальные уравнения. В рамках про-
ведения такого моделирования необходимо решать как линейные, так и нели-
нейные дифференциальные уравнения с постоянными и переменными парамет-
рами. В данном пособии приведен обзор методов решения обыкновенных диф-
ференциальные уравнения. Пособие ориентировано на развитие у студентов 
компетенций ОК-15 и ОК-16 образовательного стандарта специальности 38.05. 
01 «Экономическая безопасность». В результате изучения раздела математики 
«Дифференциальные уравнения» курса «Математика» студенты должны знать 
основные понятия теории обыкновенных дифференциальных уравнений и 
дифференциальных уравнений с частными производными, уметь решать обык-
новенные дифференциальные уравнения и дифференциальные уравнения с ча-
стными производными, а также системы дифференциальных уравнений, уметь 
применять дифференциальные уравнения для прогноза экономических процес-
сов. 



I. ОБЫКНОВЕННЫЕ ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНЫЕ УРАВНЕНИЯ 
1.1. Основные понятия теории обыкновенных дифференциальных 

уравнений 
Определение 1 
Уравнение, связывающее независимую переменную x, искомую функцию неза-
висимой переменной y(x) и производные функции y (x) до n-го порядка включи-
тельно называется обыкновенным дифференциальным уравнением n-го поряд-
ка. 
Определение 2 
Пусть F (x,y,…) - непрерывная функция. Уравнение 

( ) ( ) ( ) ( ) 0,...,,,,
2

2

=⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
xd
xyd

xd
xyd

xd
xydxyxF

n

n

 

называется обыкновенным дифференциальным уравнением n-го порядка, нераз-
решённым относительно старшей производной. 
Определение 3 
Пусть f (x,y,…) - непрерывная функция. Уравнение 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )
⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
= −

−

xd
xyd

xd
xyd

xd
xydxyxf

xd
xyd

n

n

n

n

1

1

2

2
,...,,,,  

называется обыкновенным дифференциальным уравнением n-го порядка, раз-
решённым относительно старшей производной. 
Определение 4 
Функция y =y (x) называется решением (интегралом) дифференциального урав-
нения, если при её подстановке в данное уравнение оно обращается в тождест-
во. 
Определение 5 
Общим решением дифференциального уравнения называется его решение, со-
держащее все постоянные интегрирования. 

Замечание 1 
Количество постоянных интегрирования совпадает с порядком уравнения. 
Определение 6 
Если в общем решении выбрано конкретное значение постоянных интегриро-
вания, то решение называется частным. 
Определение 7 
Особым решением называется такое решением дифференциального уравнения, 
для всех точек которого нарушается свойство единственности. Например, от-
дельные слагаемые могут обращаться в нуль или бесконечность. Особое реше-
ние состоит из особых точек. 
Пример 1 
Рассмотрим уравнения 
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x
y

xd
yd 2= , 

x
y

xd
yd

−= , 
yx
yx

xd
yd

−
+

= , 
y
x

xd
yd

−= . 

Правые части данных уравнений, а также уравнений 

y
x

yd
xd

2
= , 

y
x

yd
xd

−= , 
yx
yx

yd
xd

+
−

= , 
x
y

yd
xd

−=  

разрывны в точке x=0 и y=0. Интегрирование исходных уравнений позволяет 
получить следующие решения 

y = C x2, y = C/ x, ⎥⎦

⎤
⎢⎣

⎡
⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛=+

x
yarctgCyx exp22 , x2+y2

 = C2. 

Данные особые точки называются соответственно узлом, седлом, фокусом и 
центром. 
Определение 8 
График частного решения называется интегральной кривой. 
Определение 9 
Если решение дифференциального уравнения y =y (x) удовлетворяет начальным 
условиям, т.е. при x=x0, y (x0)=y0, ( ) 00 '' yxy = , ( ) 00 "" yxy = , …, ( )( ) ( )

00
nn yxy = , то 

считается, что оно удовлетворяет задаче Коши. 
Определение 10 
Если решение дифференциального уравнения y=y(x) на интервале x∈[a,b] удов-
летворяет граничным условиям, т.е. при x=a y (a)=ya и при x=b y (b)=yb, то счита-
ется, что оно удовлетворяет краевой задаче. 

1.2. Задачи, приводящие к решению обыкновенных дифференциальных 
уравнений 

Необходимость решения дифференциальных уравнений возникает в ряде при-
кладных задачах. Рассмотрим несколько примеров. 
Пример 2 
Рассмотрим точку, движущуюся вдоль оси Ox со скоростью v (t). Будем также 
считать, что известна абсцисса x0 этой точки в некоторый момент времени t0, 
принятый за начальный. Найдём закон движения данной точки. Под законом 
движения понимается зависимость абсциссы движущейся точки от времени. 
Такая задача сводится к необходимости нахождения решения следующего 
дифференциального уравнения 

( ) ( )tv
td
txd
= . 

Общее решение такого уравнения имеет следующий вид 

( ) ( )∫+=
t

dvCtx
0

ττ . 
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Решение имеет единственную постоянную интегрирования, но при t=t0 оно 
должно обращаться в x=x0. Из данного условия получаем 

( )∫−=
0

0
0

t
dvxC ττ . 

Тогда 

( ) ( ) ( ) ( )∫+=∫+∫−=
t

t

tt
dvxdvdvxtx

0

0

0
00

0 ττττττ . 

Пример 3 
Известно, что скорость распада радия прямо пропорционально наличному ко-
личеству радия. Будем считать, что в момент времени t0 имелось M0 г радия. 
Определим массу радия в момент времени t. Обозначим коэффициент пропор-
циональности как a >0. Тогда задача сводится к нахождению такого решения 
дифференциального уравнения 

( ) ( )tMa
td

tMd
−= , 

которое при t=t0 обращается в M=M0. Искомым решением будет убывающая во 
времени экспоненциальная функция 

( ) taeCtM −= . 

Наложенное условие позволяет получить 
0

0
taeMC = . 

Таким образом, решение рассмотренного уравнения, удовлетворяющее нало-
женным условиям, имеет следующий вид 

( ) ( )0
0

ttaeMtM −−= . 

Из рассмотренных примеров следует, что одному и тому же дифференциально-
му уравнению может удовлетворять большое количество функций. Поэтому 
для определения искомой функции задавалось не только дифференциальное 
уравнение, которому она должна удовлетворять, но также и её значение при 
определённом (например, начальном) значении аргумента. В рассмотренных 
примерах начальные значения определяли единственным образом соответст-
вующие им решения дифференциальных уравнений. Нахождение решений диф-
ференциального уравнения называется интегрированием данного уравнения. 
Пример 4 
Рассмотрим колебательный контур, состоящий из конденсатора ёмкостью С, 
катушки индуктивностью L, резистора с сопротивлением R и источника ЭДС E. 
(см. рис.1 .1). Падение напряжения на первых трёх элементах соответственно  
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R

L C

E  
Рис. 1.1. 

равно 
C
q  (q - заряд на обкладках конденсатора), 

td
idL  (

td
qdi =  - сила тока) и iR. 

Второй закон Кирхгофа при постоянном значении индуктивности в данном 
случае имеет вид 

( ) ( ) ( ) E
C

tq
td
tqdR

td
tqdL =++2

2
. 

Общее решение такого уравнения имеет представимо в следующей форме 

⎥
⎥
⎦

⎤

⎢
⎢
⎣

⎡

⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜

⎝

⎛
−−+

⎥
⎥
⎦

⎤

⎢
⎢
⎣

⎡

⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜

⎝

⎛
+−−+= t

L
R

CLL
RCt

L
R

CLL
RC

L
CEq

2
1

4
exp

2
1

4
exp 2

2

22

2

1 , 

где C1 и C2 - постоянные интегрирования, t - время. Если 
CLL

R 1
4 2

2
> , получаем 

затухающее во времени решение исходного дифференциального уравнения. Ес-

ли 
CLL

R 1
4 2

2
< , получаем колебательное с уменьшающейся во времени амплиту-

дой решение исходного дифференциального уравнения, т.е. 

( )
⎥
⎥
⎦

⎤

⎢
⎢
⎣

⎡

⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜

⎝

⎛
−−+

⎥
⎥
⎦

⎤

⎢
⎢
⎣

⎡

⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜

⎝

⎛
+−−+= tj

L
R

L
R

CL
Ctj

L
R

L
R

CL
C

L
CEtq

24
1exp

24
1exp 2

2

22

2

1 . 

где 1−=j . Эквивалентная форма записи (с учётом формул Эйлера) данного 
соотношения имеет следующий вид 

( )
⎥
⎥
⎦

⎤

⎢
⎢
⎣

⎡

⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜

⎝

⎛
−−+

⎥
⎥
⎦

⎤

⎢
⎢
⎣

⎡

⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜

⎝

⎛
+−−+= t

L
R

L
R

CL
Ct

L
R

L
R

CL
C

L
CEtq

24
1sin~

24
1cos~

2

2

22

2

1 . 
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Пусть q(0)=q0 и . Из таких начальных условий получаем ( ) 00' =q

CLL
R

L
CE

L
R

CLL
R

L
CEq

L
CEqC 1

4
2

2
1

4 2

2

2

2

001 −
⎥
⎥
⎦

⎤

⎢
⎢
⎣

⎡
−

⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜

⎝

⎛
+−⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −−−= , 

CLL
R

L
CE

L
R

CLL
R

L
CEqC 1

4
2

2
1

4 2

2

2

2

02 −
⎥
⎥
⎦

⎤

⎢
⎢
⎣

⎡
−

⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜

⎝

⎛
+−⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −= . 

1.3. Методы решения дифференциальных уравнений первого порядка 
Определение 11 
Уравнения 

( ) ( ) 0,, =⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
xd
xydxyxF  и ( ) ( )( )xyxf

xd
xyd ,= , 

называются обыкновенными дифференциальными уравнением первого порядка 
неразрешённым и разрешённым относительно первой производной. 
Определение 12 
Пусть в каждой точке (x,y) определён такой угол α, что tg (α)=f (x,y(x)). Тогда 
точка (x,y) вместе с отрезком малой длины, составляющим угол α с положи-
тельным направлением оси абсцисс, называется линейным элементом. 
Определение 13 
Совокупность линейных элементов образует поле направлений, наглядно изо-
бражающее рассматриваемое дифференциальное уравнение. 

Метод изоклин 
Рассмотри уравнение 

( ) ( )( )xyxf
xd
xyd ,= . 

Функция k=f (x,y(x)) является угловым коэффициентом касательной к искомой 
интегральной кривой. Геометрическое место точек, в которых касательные к 
интегральным кривым сохраняют постоянное значение (k =const), называются 
изоклинами. 
Пример 5 
Рассмотрим уравнение 

x
y

xd
yd
= . 

Угловой коэффициент касательной к искомой интегральной кривой равен от-
ношению k =y/x, т.е. совпадает с угловым коэффициентом прямой, направлен-
ной из начала координат в точку (x,y). Интегральными кривыми в данном слу-
 7



чае будут линии y = C x (C - постоянная интегрирования), т.к. направления этих 
линий совпадают с направлением поля. 
Пример 6 
Рассмотрим уравнение 

y
x

xd
yd

−= . 

Угловой коэффициент касательной к искомой интегральной кривой равен от-
ношению k =-x/y. Такой угловой коэффициент и угловой коэффициент каса-
тельной в предыдущем примере удовлетворяют условию ортогональности (т.е. 
интегральная кривая перпендикулярна своей касательной), т.е. –(x/y)(y/x)=-1. 
Поэтому поле направлений, определяемое данным дифференциальным уравне-
нием, ортоганально полю направлений, рассмотренному в предыдущем приме-
ре. Тогда интегральными кривыми в рассмотренном примере являются две по-
луокружности 22 xcy −=  и 22 xcy −−= , образующие окружность с цен-
тром в начале координат и радиусом, равным постоянной интегрирования. 
Пример 7 
Рассмотрим уравнение 

22 yx
xd
yd

+= . 

Угловой коэффициент касательной к искомой интегральной кривой равен 
22222 kyxconstkyx =+⇔==+ . 

Таким образом, изоклинами являются окружности с центром в начале коорди-
нат и равным k радиусом. Для построения поля направлений присвоим посто-
янной k некоторые определённые значения (см. рис. 1.2). 

 
Рис. 1.2. 

Теперь можно приближённо провести искомые интегральные кривые, похожие 
на y = C x2 (C - постоянная интегрирования). 
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Дифференциальные уравнения с разделяющимися переменными 
Определение 14 
Если обыкновенное дифференциальное уравнение первого порядка представи-
мо в следующей форме 

( ) ( )xgyf
xd
yd
= , 

где f (y)≠0, то оно называется уравнением с разделяющимися переменными. Для 
его решения разделим переменные. Тогда 

( ) ( ) xdxg
yf
yd

= . 

Интегрирование такого уравнения позволяет получить 

( ) ( ) Cxdxg
yf
yd

+∫=∫ . 

Если необходимо выделить частное решение, удовлетворяющее условиям y(x0) 
=y0, тогда решение рассматриваемого дифференциального уравнения может 
быть представлено в следующей форме 

( ) ( )∫=∫
x

x

y

y
xdxg

yf
yd

00

. 

Пример 8 
Решим уравнение 

y
x

xd
yd

−= . 

Далее разделим переменные. Тогда 
y d y+x d x=0. 

В окончательном виде решение данного уравнения представимо в следующей 
форме 

y2+x2=C. 

Пример 9 
Найдём решение уравнения 

( ) ( )2expln xy
xd
yd
= . 

Далее разделим переменные. Тогда 
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( ) ( ) xdx
y
yd 2exp

ln
= . 

В окончательном виде решение данного уравнения представимо в следующей 
форме 

( ) ( ) Cxdx
y
yd

+∫=∫ 2exp
ln

. 

Полученные интегралы не вычисляются в элементарных функциях, но рассмат-
риваемое дифференциальное уравнение считается проинтегрированным, т.к. 
решение доведено до квадратур. 
Уравнения, приводящиеся к уравнениям с разделяющимися переменными 

Рассмотрим уравнение 

( )ybxaf
xd
yd

+= , 

где a и b - постоянные величины. Замена переменных z = a x +b y позволяет пре-
образовать данное уравнение к уравнению с разделяющимися переменными. 
Переходя к новым переменным, получаем 

xd
ydba

xd
zd

+= , ( )zfba
xd
zd

+= . 

Разделение переменных приводит к следующему результату 

( ) xd
zfba

zd
=

+
. 

Общий интеграл такого уравнения имеет вид 

( ) C
zfba

zdx +∫
+

= . 

Пример 10 
Найдём решение уравнения 

yx
xd
yd

+= 2 . 

Замена переменных z = a x +b y приводит к следующему результату 

2−=
xd
zd

xd
yd , z

xd
zd

=− 2 . 

Разделение переменных в новом уравнении позволяет получить 
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2+
=

z
zdxd . 

В результате последовательных интегрирования и потенцирования получаем 
x2+ln |C|=ln |z+2|⇒z=Cex-2. 

Возвращение к исходным переменным приводит к решению исходного диффе-
ренциального уравнения в окончательной форме 

2x+y=Cex-2⇔y=Cex-2x-2. 

Пример 11 
Решим уравнение 

11
+

−
=

yxxd
yd . 

Замена переменных z=x-y позволяет получить 

xd
zd

xd
yd

−=1 , 111 +=−
zxd

zd . 

Такая система уравнений может быть преобразована к одному уравнению 

zxd
zd 1

−= . 

Последовательные разделение переменных и интегрирование приводят к сле-
дующему решению данного уравнения 

z d z =-d x, z2=C-2x. 

Возвращение к исходным переменным позволяет получить искомое решение в 
окончательной форме 

(x-y)2=C-2x⇔ xCxy 2−= m . 

К уравнениям с разделяющимися переменными также приводятся 
Однородные дифференциальные уравнения 

Рассмотрим следующее уравнение 

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛=

x
yf

xd
yd . 

После подстановки z=y/x или y =z⋅x получаем 

( )zfz
xd
zdx

xd
yd

=+= . 
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Разделение переменных приводит к следующему результату 

( ) x
xd

zzf
zd

=
−

. 

Общий интегрирование такого уравнения имеет вид 

( ) Cz
zzf

zd lnln +=∫
−

. 

Потенцирование такого соотношения позволяет получить 

( ) ⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
∫

−
=

zzf
zdCx exp . 

Пример 12 
Найдём форму зеркала, собирающего параллельные лучи в одну точку. Для ре-
шения данной задачи будем считать, что лучи падают параллельно оси Ox спра-
ва. Из соображений симметрии следует, что форма поверхности зеркала являет-
ся поверхностью вращения. Примем плоскость Oxy за мередианную плоскость 
данной поверхности. В сечении находится искомая кривая y =y (x). Если вос-
пользоваться условием, что угол падения ϕ равен углу отражения (как следст-
вие – равны соответствующие тангенсы, выраженные через x, y (x) и ( )xy' ), 
можно получить искомое дифференциальное уравнение в следующем виде 

( )
22 xyx

y
xd
ydtg

++
==ϕ . 

Преобразуем данное уравнение к эквивалентной форме 

xdxyydyxdx 22 +=+ . 

Умножим полученное уравнение на функцию 221 xy +=µ , т.е. 

xd
xy

ydyxdx
=

+

+
22

. 

Интегрирование позволяет получить 

Cxxy +=+ 22 . 

Решением данного уравнения является квадратичная парабола 
y2=2C(x+C/2). 

Пример 13 
Рассмотрим уравнение 
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⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
++
++

=
222

111
cybxa
cybxaf

xd
yd . 

Такое уравнение может быть преобразовано к однородному уравнению после 
переноса начала координат в точку (x1,y1) пересечения прямых a1x1+b1y1+c1=0 и 
a2x2+b2y2+c2=0. В новых координатах X=x-x1 и Y=y-y1 рассматриваемое уравне-
ние принимает следующий вид 

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛=⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
+
+

=⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
+
+

=
X
YF

XYba
XYbaf

YbXa
YbXaf

Xd
Yd

22

11

22

11 , 

соответствующий однородному уравнению. 
Уравнение в полных дифференциалах 

Рассмотрим уравнение 
M(x,y)d x+N(x,y)d y=0. 

Если левая часть такого уравнения является дифференциалом некоторой функ-
ции d U (x,y), то рассмотренное уравнение называется уравнением в полных 
дифференциалах. Тогда 

d U(x,y)=M(x,y) d x+N(x,y) d y=0. 

Интегрирование такого уравнения позволяет получить 
U(x,y)=C. 

Для того, чтобы левая часть исходного уравнения являлась полным дифферен-
циалом функции d U (x,y) необходимо и достаточно выполнения сформулиро-
ванного Эйлером условия 

( ) ( )
x

yxN
y

yxM
∂

∂
≡

∂
∂ ,, . 

Функцию U (x,y) можно также восстановить из полного дифференциала с по-
мощью следующего соотношения 

( ) ( )
( )

( )
( )

( )

( )
∫+∫=
yx

yx

yx

yx
ydyxNxdyxMyxU

,

0,0

,

0,0
,,, . 

Пример 14 
Рассмотрим уравнение 

(x+y+1) d x+(x-y2+3) d y=0. 

Равенство друг другу производных 
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( ) ( )
x
yx

y
yx

∂
+−∂

=
∂

++∂ 31 2
⇔1=1 

подтверждает, что исходное уравнение является уравнением в полных диффе-
ренциалах. Далее вычисляем интеграл ( ) ( ) yCxdyxMyxU ( )+∫= ,, . Тогда 

( ) ( )yCxyxxyxU +++=
2

,
2

. 

Вычисление производной ( )
y

yxU
∂

∂ ,  позволяет получить 

( ) ( ) ( ) 22 33, y
y
yCyx

y
yCx

y
yxU

−=
∂

∂
⇔+−=

∂
∂

+=
∂

∂ . 

Восстановление C(x,y) по её производной приводит к следующему результату 

( )
3

3
3

1

yCyyC −+= . 

В окончательной форме искомая функция U(x,y) определяется соотношением 

( ) 1

32

3
3

2
, CyyxyxxyxU +−+++= , 

где C1 - постоянная интегрирования. 
Интегрирующий множитель 

Часто левая часть уравнения 
M(x,y) d x+N(x,y) d y=0 

не является уравнением в полных дифференциалах. Но иногда удаётся подоб-
рать такой множитель µ (x,y), который приводит рассматриваемое уравнение в 
уравнение в полных дифференциалах, т.е. 

d U(x,y)=µ (x,y)M(x,y)d x+µ (x,y)N(x,y)d y=0 

В таком случае функция µ (x,y) называется интегрирующим множителем для 
рассматриваемого уравнения. 
Пример 15 
Рассмотрим уравнение 

x d x+y d y+x2
 (x2+y2) d x=0. 

Умножим левую часть уравнения на функцию µ (x,y)=1/(x2+y2), т.е. 

02
2222 =+

+
+

+
xdx

yx
ydy

yx
xdx . 
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Проверка с использованием соотношения 
( ) ( )

x
yxN

y
yxM

∂
∂

=
∂

∂ ,,  

подтверждает, что полученное соотношение является уравнением в полных 
дифференциалах. Тогда уравнение с учётом интегрирующего множителя легко 
интегрируется 

( ) 1

3
22 ln

3
ln

2
1 Cxyx =++ ⇔ ( ) ( )21

3
22 ln

3
2ln Cxyx =++ . 

Потенцирование данного соотношения позволяет получить 

( ) 1
3222 3

Ceyx x =+ . 

В общем виде интегрирующий множитель может быть определён с помощью 
следующего соотношения 

( ) ( )[ ] ( ) ( )[ ]
x

yxNyx
y

yxMyx
∂

∂
=

∂
∂ ,,,, µµ . 

Линейное уравнение 
Линейным уравнением называется уравнение, линейное относительно искомой 
функции, т.е. 

( ) ( )xfyxp
xd
yd

=+ , 

где p(x) и f (x) – известные функции. Если f (x)=0, то оно называется однород-
ным. Если f (x)≠0, то оно называется неоднородным. Однородное уравнение 
может быть решено методом разделения переменных. Тогда 

( )∫−⋅= xdxpeCy . 

Для решения неоднородного уравнения может быть использован 
Метод вариации произвольной постоянной 

В рамках данного метода решение однородного уравнения подставляется в ис-
ходное неоднородное уравнение. Но при этом считается, что постоянная интег-
рирования c является функцией независимой переменной x, т.е. c =c(x). После 
рассмотренной подстановки получаем 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )xfexcxpexpxce
xd
xcd xdxpxdxpxdxp =+− ∫−∫−∫− ⇔ 

⇔
( ) ( ) ( )∫−= xdxpexf
xd
xcd . 
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Тогда 

( ) ( ) ( )
1Cxdexfxc vdvp +∫= ∫ . 

Пример 16 
Найдём решение уравнения 

2x
x
y

xd
yd

=− . 

Решением однородного уравнения является следующая функция 
y =C x. 

Далее считаем C функцией x. Тогда 
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) x

xd
xCdx

xd
xCdxx

x
xxCxC

xd
xCdx =⇔=⇔=−+ 22 . 

Решение уравнения для C(x) и его подстановка в решение однородного уравне-
ния для y (x) позволяет получить 

y = x (C1+x2/2). 

Пример 17 
Определим функцию y (x) из уравнения 

( ) ( )xxxctgy
xd
yd sin2=− . 

Решением однородного уравнения является функция 
y =C⋅sin(x). 

Вариация постоянной C приводит к следующему результату 
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )⇔=−+ xxxctgxxCxxCx
xd
xCd sin2sincossin  

( ) ( ) ( ) ( ) x
xd
xCdxxx

xd
xCd 2sin2sin =⇔=⇔ . 

Общий интеграл данного уравнения определяется соотношением 
y =(C1+x2) sin(x). 

Некоторые нелинейные уравнения могут быть сведены к линейным заменой 
переменных. Примером таких уравнений является 

Уравнение Бернулли 
Данное уравнение имеет следующий вид 
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( ) ( ) nyxfyxp
xd
yd

=+ , 

где n≠1. Разделим правую и левую часть уравнения Бернулли на y 
n

 (x), т.е. 
( ) ( )xf

y
xp

xd
yd

y nn =+ −1
1 . 

Замена переменной z(x)=yn-1(x) приводит рассматриваемое уравнение к следую-
щему виду 

( ) ( )xfzxp
xd
zd

n
=+

−1
1 . 

Пример 18 
Решим уравнение 

y
x

x
y

xd
yd

22

2
+= . 

Преобразуем его к виду 

2
2

2 x
x
y

xd
ydy += . 

Проведём замену переменных y2=z. Тогда 
2x

x
z

xd
zd

+= . 

Интегрирование данного уравнения приводит к следующему результату 
z = x (C1+x2/2). 

Возвращаясь к исходным переменным, получаем 
y2

 = x (C1+x2/2). 

Уравнение Риккарти 
Такое уравнение в общем случае имеет следующий вид 

( ) ( ) ( )xfyxqyxp
xd
yd

=++ 2 . 
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Данное уравнение не интегрируется в квадратурах, т.е. в общем случае его ре-
шение не может быть найдено в элементарных функциях. Однако, если извест-
но одно частное решение уравнения Риккарти y1(x), то заменой y(x)=y1(x)+z(x) 
рассматриваемое уравнение можно преобразовать в уравнение Бернулли. После 
проведения рассмотренной замены получаем 



( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )xfzxqzyxqyxqzxpyxp
xd
zd

xd
yd

=++++++ 2
1

2
11

1 2 . 

Из-за того, что y1(x) является решением уравнения Риккарти, сумма соответст-
вующих членов уравнения равна нулю. Тогда 

( ) ( )[ ] ( ) ( )xfzxqzyxqxp
xd
zd

=+++ 2
12 . 

Пример 19 
Рассмотрим уравнение 

2
2 2

x
y

xd
yd

−= . 

Частным решением такого уравнения является следующая функция y1(x)=1/x. 

Полагая y(x) = z(x)+1/x, получаем ( ) ( ) 2
1''
x

xzxy −= . Тогда 

x
zz

xd
zd

xx
z

xxd
zd 2211 2

2

2

2 +=⇔−⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +=− . 

Данное уравнение является уравнением Бернулли. Приводим его к следующему виду 

121
2 +=

zxxd
zd

z
. 

Замена переменных z=1/u позволяет получить 

12 −−=
x
u

xd
ud . 

Последовательные разделение переменных, интегрирование и потенцирование 
дают связь между u и x 

x
xd

u
ud 2−= ; 2lnln2ln

x
CuCxu =⇔+−= . 

Вариация постоянной приводит к следующему результату 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )
3

1221 3

1
2

332
xCxCx

xd
xCd

x
xC

x
xC

xd
xCd

x
−=⇒−=⇔−−=− . 

Тогда 

( ) ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−=

3
1 3

12
xC

x
xu ⇒ ( ) 3

1

2

3
3

xC
xxz
−

= ⇒ 
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⇒ ( ) 23
1

2 1
3

3
xxC

xxy −
−

= ⇔ ( ) ( )3
1

2
1

34

3
33
xCx

Cxxxy
−
−+

= . 

Уравнение Клеро 
Уравнением Клеро называется следующее уравнение 

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−=

xd
ydg

xd
ydxy . 

Общий интеграл уравнения Клеро имеет вид 
y = x C +g (C), 

где C – произвольная постоянная. 

1.4. Дифференциальные уравнения второго порядка 
В данном разделе рассматриваются методы интегрирования дифференциальных 
уравнений второго порядка. Данные методы обобщаемы и на случай уравнений 
более высокого порядка 
Определение 15 
Уравнения 

( ) ( ) ( ) 0,,, 2

2
=⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛

xd
xyd

xd
xydxyxF  и ( ) ( ) ( )

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
=

xd
xydxyxf

xd
xyd ,,2

2
 

называются обыкновенными дифференциальными уравнениями второго поряд-
ка, соответственно неразрешённым и разрешённым относительно старшей про-
изводной. 

Замечание 2 

Задача Коши для дифференциального уравнения второго порядка имеет сле-
дующий вид: при x =x0 искомая функция и её первая производная соответст-
венно равны y(x0) = y0, . ( ) 00' yxy =

Понижение порядка дифференциальных уравнений 
(i) Уравнение, не содержащее искомой функции 

Рассмотрим уравнение, не содержащее искомой функции, т.е. 

( ) ( ) 0,, 2

2
=⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛

xd
xyd

xd
xydxF . 

В данном случае замена искомой функции ( ) ( )
xd
xydxz =  позволяет понизить 

порядок уравнения, т.е. 
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( ) ( ) 0,, =⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
xd
xzdxzxF . 

После нахождения решения z = z (x) функция y =y (x) находится интегрированием 
( ) ( ) Cxdxzxy +∫= . 

Пример 20 
Рассмотрим уравнение 

01
2

2
=−

xd
yd

xxd
yd . 

Проведём замену искомой функции ( ) ( )
xd
xydxz = . Тогда 

0=−
x
z

xd
zd . 

Разделение переменных позволяет получить 

x
xd

z
zd
= . 

Результат интегрирования данного уравнения имеет вид 
z = C1 x. 

Возвращение к исходной искомой функции приводит к следующему соотношению 
y =C2+ C1 x2/2. 

(ii) Уравнение, не содержащее независимой переменной 
Рассмотрим уравнение, не содержащее независимой переменной, т.е. 

( ) ( ) ( ) 0,, 2

2
=⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛

xd
xyd

xd
xydxyF . 

Тогда замена искомой функции ( ) ( )
xd
xydxz =  позволяет понизить порядок урав-

нения, т.е. 

xd
ydz = ; 

yd
zdz

xd
yd

yd
zd

xd
yd

xd
zd

=== 2

2
. 

Таким образом, достигается понижение порядка исходного дифференциального 
уравнения за счёт его сведения к следующему виду 
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( ) ( ) ( ) 0,, 2

2
=⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛

xd
xyd

xd
xydxyF → ( ) ( )

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
yd
yzdyzyF ,,~ . 

Тогда после решения уравнения в переменных (y,z), полученное уравнение фор-
мально интегрируется в исходных переменных (x,y). 
Пример 21 
Рассмотрим уравнение 

0
2

2

2
=⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−

xd
yd

xd
ydy . 

Проведём замену искомой функции ( ) ( )
xd
xydxz = . Тогда получаем уравнение с 

разделяющимися переменными 

02 =− z
yd
zdzy . 

Последовательные разделение переменных и интегрирование приводят к сле-
дующему результату 

( ) ( ) ( )
xd
ydyCzCyz

y
yd

z
zd

==⇔+=⇒= 11lnlnln . 

Повторные последовательные разделение переменных и интегрирование позво-
ляют получить общее решение исходного уравнения в окончательном виде 

( ) ( ) xCeCyCxCyxdC
y
yd

1
2211 lnln =⇔+=⇒= . 

(iii) Левая часть уравнения является полным дифференциалом функции 
Рассмотрим уравнение, левая часть которого является производной некоторого 
дифференциального выражения, т.е. 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) 0,,~,,, 2

2
=⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
=⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛

xd
xydxyxF

xd
d

xd
xyd

xd
xydxyxF . 

Тогда формальным интегрированием левой и правой частей уравнения получа-
ем так называемый “первый интеграл”, т.е. 

( ) ( )
1,,~ C

xd
xydxyxF =⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
. 

Пример 22 
Рассмотрим уравнение 
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0
2

2

2
=⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
+

xd
yd

xd
ydy . 

Такое уравнение эквивалентно следующему 

0=⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
xd
ydy

xd
d . 

Первый интеграл такого соотношения имеет вид 

1

2

1 2
1 C

xd
ydC

xd
ydy =⇔= . 

Являющийся в данном случае вторым общий интеграл вычисляется аналогич-
но, т.е. 

y2
 =2 C1 x+C2. 

Пример 23 
Рассмотрим уравнение 

0
2

2

2
=⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−

xd
yd

xd
ydy . 

Преобразуем данное уравнение к следующей форме 

0101
2

2

2

2 =⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
⇔=

⎥
⎥
⎦

⎤

⎢
⎢
⎣

⎡
⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−

xd
yd

yxd
d

xd
yd

xd
ydy

y
. 

Первый интеграл данного соотношения имеет вид 

1
1 C

xd
yd

y
= ⇔ 1ln Cy

xd
d

= . 

Являющийся в данном случае вторым общий интеграл вычисляется аналогич-
но, т.е. 

21
~ln CxCy += ⇔ xCeCy 1

2= . 

(iv) Понижение порядка уравнения, имеющего одинаковые коэффициенты пе-
ред искомой функцией и её производными 

Рассмотрим уравнение, имеющее одинаковые коэффициенты перед искомой 
функцией и её производными (оно также имеет название однородного относи-
тельно искомой функции и её производных), т.е. 
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( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
=⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
xd
xydk

xd
xydkxykxFk

xd
xydk

xd
xydkxykxF p

2

2

2

2

,,,~,,, . 

Порядок такого уравнения может быть понижен на единицу с помощью сле-
дующей замены: ( ) ( )∫= xdxzexy . Вычисление производных от искомой функции 
подтверждает понижение порядка, т.е. 

( ) ( ) ( )∫= xdxzexz
xd
xyd , ( ) ( ) ( ) ( )∫

⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
+= xdxze

xd
xzdxz

xd
xyd 2

2

2
. 

Решение линейного дифференциального уравнения второго порядка 
Линейным дифференциальным уравнением второго порядка называется урав-
нение следующего вида 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )xbxyxa
xd
xydxa

xd
xydxa =++ 012

2

2 .   (1) 

Замечание 3 
Порядок указывает на то, что решение уравнения должно содержать две по-
стоянные интегрирования. Если известны два линейно независимых частных 
решения рассматриваемого дифференциального уравнения y1(x) и y2(x), то 
структура общего решения такого уравнения представима в виде 

y (x) =C1 y1(x)+C2 y2 (x), 

где C1 и C2 - постоянные интегрирования. 
Определение 16 
Если b(x)=0, то дифференциальное уравнение (1) называется однородным. В 
противоположном случае данное уравнение называется неоднородным. 
Определение 17 
Если a0(x)=const0, a1(x)=const1, a2(x)=const2 и b(x)=constb, то дифференциальное 
уравнение (11.1) называется уравнением с постоянными коэффициентами. 
Определение 18 
Функции y1(x), y2(x), … называются линейно зависимыми на отрезке x∈[a,b], 
если существуют такие постоянные величины α1, α2, … (хотя бы одна из них не 
равна нулю), что на данном отрезке выполняется соотношение 

α1 y1 (x)+α2 y2 (x)+…≡0. 

Если данное тождество выполняется только при α1≡α2≡…≡0, то функции y1(x), 
y2(x), … называются линейно независимыми на отрезке x∈[a,b]. 

Метод Эйлера 
Метод Эйлера применяется для решения линейного однородного дифференци-
ального уравнения n-го порядка с постоянными коэффициентами. В качестве 
примера рассмотрим дифференциальное уравнение второго порядка 
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( ) ( ) ( ) 0012

2

2 =++ xya
xd
xyda

xd
xyda . 

Подстановка y(x)=eλ 
x преобразует рассмотренное дифференциальное уравнение 

в алгебраическое 
a2 λ2eλ 

x+a1 λeλ 
x+a0 eλ 

x=0, 

называемое “характеристическим”. Далее сокращаем каждый из членов урав-
нения на ненулевой множитель eλ 

x. Тогда параметр λ определяется корнями 
следующего квадратичного полинома 

a2 λ2+a1 λ+a0 =0. 

Искомые корни определяются с помощью стандартного соотношения 

20
2
1

22

1
2,1 4

2
1

2
aaa

aa
a

−±−=λ . 

В окончательной форме искомое решение рассматриваемого уравнения имеет 
следующий вид 

( ) xx eCeCxy 21

21
λλ += . 

Если параметры λ получаются комплексными, то в зависимости от значения 
корней представляет интерес тригонометрическая или смешанная (экспоненци-
ально-тригонометрическая) форма решения дифференциального уравнения (с 
применением формул Эйлера). 
Пример 24 
Решим уравнение 

0542

2
=++ y

xd
yd

xd
yd . 

Подстановка y(x)=eλ 
x позволяет получить следующее характеристическое урав-

нение 
λ2+4 λ+5 =0. 

Его корни равны следующим величинам: λ1,2=-2±j, 1−=j . Тогда искомое ре-
шение рассматриваемого уравнения имеет следующий вид 

y (x)=e 
-2x[C1e 

j
 
x+C2 e 

–j
 
x]. 

После незначительных преобразований с использованием формул Эйлера получаем 

( ) ( ) ( )[ ]xCxCexy x sin~cos~
21

2 += − . 

Пример 25 
 24



Решим уравнение 

0232

2
=+− y

xd
yd

xd
yd . 

Подстановка y (x)=eλ 
x позволяет получить характеристическое уравнение 

λ2-3 λ+2 =0. 

Его корни равны: λ1=1 и λ2=2. Тогда искомое решение данного уравнения имеет 
следующий вид 

y (x)=C1e 
x+C2 e2

 
x. 

Если среди корней характеристического уравнения имеются кратные (в случае 
дифференциального уравнения второго порядка возможно два кратных корня), 
то решение необходимо искать в другом виде, т.е. 

y (x)=(C1+C2x) eλ 
x. 

Пример 26 
Решим уравнение 

044
2

2

=+− y
xd
yd

xd
yd . 

Подстановка y(x)=eλ 
x позволяет получить следующее характеристическое урав-

нение 
λ2-4 λ+4 =0. 

Его корни равны следующим величинам: λ1=λ2=2. Тогда искомое решение рас-
сматриваемого уравнения имеет вид 

y (x)=(C1+C2x) e 
2x. 

Формула Лиувилля 
Пусть y1(x) и y2(x) - два линейно независимых решения однородного обыкно-
венного дифференциального уравнения второго порядка с переменными коэф-
фициентами. Если одно из них (например, y1(x)) известно, то второе может быть 
определено с помощью формулы Лиувилля 

( )
( )

( )( )∫ ∫−= xdxdxa
xy

xyCy 12
1

112 exp1 , 

где C - произвольная постоянная. Частное решение соответствующего неодно-
родного уравнения определяется с помощью следующего соотношения 

( ) ( ) ( ) ( )[ ] ( ) ( ) ( ) ( )[ ] 212
1

1
11

1

2 expexp Cxdxdxaxyxb
C

xyxdxdxaxyxb
C

xyys +∫ ∫−∫ ∫= . 
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Решение линейного неоднородного дифференциального уравнения второго по-
рядка с переменными коэффициентами 

Рассматриваемое уравнение имеет следующий вид 

( ) ( ) ( ) bxya
xd
xyda

xd
xyda =++ 012

2

2 . 

Общее решение данного уравнения представимо в форме 
y (x)=C1y1(x)+C2y2(x)+ys(x), 

где ys(x) - частное решение дифференциального уравнения, остальная часть - 
общее решение соответствующего однородного уравнения. Иногда удаётся по-
добрать частное решение. Например, у уравнения 

( ) ( ) xxy
xd

xyd
=+2

2
 

частным решением является функция ys(x)=x. Часто частные решения определя-
ют для некоторых специальных зависимостей b(x). Пусть функция b(x) = Qk(x) 
⋅emx, где Qk(x) - многочлен степени k. Тогда частное решение ищется в виде: 
ys(x) = Rk(x)emx (если m не является корнем характеристического уравнения) или 
ys(x)=xq-1⋅Rk(x)emx (если m является q-кратным корнем характеристического урав-
нения), где Rk(x) - полином с неопределёнными пока коэффициентами. Пусть 
функция b(x)=Qk(x)emxsin(ω x) или b(x)=Qk(x)emxcos(ω x), где Qk(x) - многочлен 
степени k. Тогда частное решение определяется в виде: ys(x)=emx[Rk(x)cos (ω x) + 
Sk(x)sin(ω x)] (если m не является корнем характеристического уравнения) или 
ys(x)=xq-1emx[Rk(x) cos(ω x)+Sk(x)sin(ω x)] (если m является q-кратным корнем ха-
рактеристического уравнения), где Rk(x) и Sk(x) - полиномы с неопределёнными 
пока коэффициентами. 
Метод вариации произвольных постоянных для линейного неоднородного диф-

ференциального уравнения второго порядка 
Если общее решение однородного уравнения найдено, а нахождение частного 
решения неоднородного уравнения затруднено, то можно воспользоваться ме-
тодом вариации произвольных постоянных. Данный метод заключается в том, 
чтобы в общем решении однородного уравнения 

y (x)=C1y1(x)+C2y2(x) 

объявить произвольные постоянные объявить функциями независимой пере-
менной, т.е. 

y (x)=C1(x) y1(x)+C2(x) y2(x) 

и подобрать их таким образом, чтобы получившееся решение удовлетворяло бы 
неоднородному уравнению. Для этого необходимо сформулировать два допол-
нительных условия, которые могут быть представлены в следующей форме 

 26



( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( )
⎪
⎪
⎩

⎪⎪
⎨

⎧

=+

=+

xb
xd

xyd
xd

xCd
xd
xyd

xd
xCd

xy
xd

xCdxy
xd
xCd

2211

2
2

1
1 0

. 

Пример 27 
Рассмотрим колебание тела массы m на пружине жёсткости k. Потери энергии 
учитывать не будем. Зависимость координаты тела от времени описываются 
вторым законом Ньютона 

( ) ( ) ( ) ( ) 00 2

2

2

2
=+⇔=+ tx

m
k

td
txdtxk

td
txdm . 

Общее решение данного уравнения описывается следующим соотношением 

( ) ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
+⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
= t

m
kCt

m
kCtx sincos 21 . 

Такие колебания тела называются собственными. Далее рассмотрим вынужден-
ные колебания тела, т.е. при воздействии внешней силы. Тогда второй закон 
Ньютона записывается в следующей форме 

( ) ( ) ( )tftx
m
k

td
txd

=+2

2
. 

Для нахождения зависимости координаты колеблющегося тела от времени про-
варьируем произвольные постоянные. Тогда 

( ) ( )

( ) ( ) ( )⎪
⎪

⎩

⎪
⎪

⎨

⎧

=⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
+⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−

=⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
+⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛

tft
m
k

td
tCd

m
kt

m
k

td
tCd

m
k

t
m
k

td
tCdt

m
k

td
tCd

cossin

0sincos

21

21

. 

Преобразуем данную систему к следующему виду 

( ) ( )

( ) ( )⎪
⎪

⎩

⎪
⎪

⎨

⎧

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
=

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−=

t
m
ktf

k
m

td
tCd

t
m
ktf

k
m

td
tCd

cos

sin

2

1

 

Интегрирование данной системы позволяет получить следующий результат 
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( ) ( )

( ) ( )⎪
⎪

⎩

⎪
⎪

⎨

⎧

+∫ ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
=

+∫ ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−=

22

11

~cos

~sin

Ctdt
m
ktf

k
mtC

Ctdt
m
ktf

k
mtC

 

Закон изменения координаты колеблющегося тела под действием внешней си-
лы в окончательном виде определяется следующим соотношением 

( ) ( ) +⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
+∫ ⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
= t

m
kCtdt

m
ktf

k
mtx cos~sin 1  

( ) ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
+∫ ⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
+ t

m
kCtdt

m
ktf

k
m sin~cos 2 , 

где  и  - постоянные интегрирования. В качестве частного случая внешней 
силы рассмотрим гармоническое воздействие f (t)=Acos(ω  t). Тогда 

1
~C 2

~C

( ) ( ) ×⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
+⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
∫ ⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
= t

m
kt

m
ktdt

m
kt

k
mACtx sincossincos~

1 ω  
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Из данного соотношения следует, что с уменьшением разницы между частотой 
внешнего воздействия ω и собственной частотой колебаний mk  неограни-
ченно увеличивается амплитуда колебаний тела. Такое явление называется “ре-
зонанс”. 

1.5. Системы линейных дифференциальных уравнений. 
Нормальные системы обыкновенных дифференциальных уравнений первого порядка 
К нормальным системам относятся системы следующего вида 
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Пусть коэффициенты уравнений постоянны. Для нахождения решения такой 
системы решим следующее характеристическое уравнение 
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Каждому корню λi характеристического уравнения соответствует система част-
ных решений 

y1(x)=A1exp(λi x), y2(x)=A2exp(λi x), …, yn(x)=Anexp(λi x). 

Коэффициенты Ai определяются из следующей системы линейных однородных 
алгебраических уравнений 

( )
( )

( )⎪
⎪
⎩

⎪
⎪
⎨

⎧

=−+++

=++−+
=+++−

0...
............

0...
0...

2211

2222121

1212111

nnnnn

nn

nn

AaAaAa

AaAaAa
AaAaAa

λ

λ
λ

 

Из этой системы могут быть определены только отношения Ai. Поэтому полу-
ченная данным способом система частных решений для каждого λi будет со-
держать единственную произвольную постоянную. Если все корни характери-
стического уравнения различны, то сумма всех частных решений будет содер-
жать n независимых произвольных постоянных. Такая сумма частных решений 
даёт общее решение исходной системы дифференциальных уравнений. Если 
хотя бы один корень λi характеристического уравнения имеет кратность q, то 
этому корню будет соответствовать система частных решений вида 

y1(x)=A1(x) exp(λi x), y2(x)=A2(x) exp(λi x), …, yn(x)=An(x) exp(λi x), 

где Ai(x) - многочлены степени не выше q-1. После подстановки этих выраже-
ния с неопределёнными коэффициентами в данную систему и приравнивания 
(после сокращения экспоненциального множителя) коэффициенты при одина-
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ковых степенях x в правых и левых частях равенств получаются уравнения, по-
зволяющие определить все неизвестные коэффициенты. 
Пример 28 
Найдём решение системы уравнений 
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Характеристическое уравнение данной системы имеет следующий вид 
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Для простого корня λ=6 получается следующая система уравнений для коэф-
фициентов Ai, i∈[1,3] 
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Корни этой системы равны следующим величинам: A1=0, A2=A3/2=C1. Тогда: 
y1(x)=0, y2(x)=C1e6x, y3(x)=2C1e6x. Для кратного корня λ=1 искомые решения сис-
темы с учётом неопределённых коэффициентов определяются соотношениями 

y1(x)=(P1x+Q1)ex, y2(x)=(P2x+Q2)ex, y3(x)=(P3x+Q3)ex. 
После подстановки предполагаемой формы решения в исходную систему урав-
нений, сокращения на ex и приведения подобных получаем систему уравнений 
для коэффициентов Pi и Qi
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Приравнивание друг другу коэффициентов при различных степенях x преобра-
зует полученную систему в следующие две 
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Решение этих систем позволяет получить 
P1=5C2, P2=C2, P3=7C2; Q1=5C3-6C2, Q2=C2, Q3=7C3-11C2. 

В таком случае общее решение уравнения имеет вид 
y1(x)=(5С2x+5С3-6С2) ex, y2(x)=C1e6x+(С2x+С3) ex, y3(x)=2C1e6x+(7С2x+7С3-11С2) ex. 

Системы однородных обыкновенных дифференциальных уравнений 
первого порядка 

Рассматриваемые системы уравнений имеют вид 
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Данная система может быть также записана в более компактной форме 
( ) ( ) 0

11
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n

k
kik
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k

k
ik xyb

xd
xyda , i∈[1,n]. 

Если определитель матрицы, состоящей из коэффициентов aik, не равен нулю, то 
данная система может быть приведена к нормальному виду. Однако решение 
рассматриваемой системы может быть получено без её преобразования. Харак-
теристическое уравнение данной системы имеет следующий вид: |aikλ+bik|=0. 
Коэффициенты Ai, соответствующие простому корню λi, определяется из урав-
нений 

( ) 0
1

=∑ +
=

n

k
kikiik Aba λ , i∈[1,n]. 

В остальном методика нахождения решения данной системы та же, что и в слу-
чае нормальной системы. Системы дифференциальных уравнений, у которых 
определитель матрицы, состоящей из коэффициентов aik, равен нулю, необхо-
димо дополнительно исследовать. 
Пример 29 
Найдём решение системы уравнений 
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Характеристическое уравнение данной системы имеет следующий вид 
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Найдём коэффициенты A1 и A2 для λ1=-2. В данном случае 
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Решением данной системы являются следующие значения коэффициентов Ai: 
A2=2A1=2C1. Далее найдём коэффициенты  и  для λ1

~A 2
~A 2=1. Соответствующая 

система уравнений имеет вид 
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Решением данной системы являются следующие значения искомых коэффици-
ентов . Таким образом, общее решение имеет вид 212 3~3~ CAA ==

y1(x)=C1e-2x+C2ex, y2(x)=2C1e-2x+3C2ex. 
Системы неоднородных обыкновенных дифференциальных уравнений 

первого порядка 
Общий вид таких систем 
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Данная система может быть представлена в следующей, более компактной, 
форме 
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== 11
, i∈[1,n]. 

Рассмотрим решение данной системы с помощью метода вариации произволь-
ной постоянной. Общее решение однородной системы подставляется в неодно-
родную. При этом постоянные интегрирования Ci считаются функциями неза-
висимой переменной x, т.е. Ci=Ci(x). При этом в выражениях для производных 
искомых функций появятся члены, содержащие производные от искомых 
функций, а также члены, содержащие производные от Ci(x) 
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Первые члены компенсируются более поздними слагаемыми уравнений рас-
сматриваемой системы (т.к. являются решениями однородной системы), т.е. 
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Далее из этой системы находятся функции Ci(x). 
Пример 30 
Найдём решение системы уравнений 
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Решение соответствующей однородной системы, найденное в предыдущем при-
мере, имеет следующий вид 

y1(x)=C1e-2x+C2 ex, y2(x)=2C1e-2x+3C2ex. 
Далее постоянные Ci будем считать функциями независимой переменной x, т.е. 
Ci=Ci(x). Тогда 
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Приведение подобных и сокращение экспоненты позволяет получить следую-
щую систему уравнений 
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которая приведением подобных может быть преобразована к более простой 
форме 
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Решение такой системы имеет вид 
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Общее решение исходной системы неоднородных уравнений представимо в 
следующей форме 
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Системы однородных обыкновенных дифференциальных 
уравнений второго порядка 

Данные системы уравнений имеют вид 
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Рассматриваемая система также может быть представлена в более компактной 
форме 
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Такие системы решаются аналогично системам дифференциальных уравнений 
первого порядка, т.е. в виде линейной комбинации частных решений 

, где параметры λ( ) x
ii

ieAxy λ= i определяются из характеристического уравнения 

|aikλ2+bikλ+cik|=0. 

Параметры Ai определяются из соответствующих линейных алгебраических 
уравнений. 
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1.6. Применение обыкновенных дифференциальных уравнений к анализу 
экономических процессов 

В данном разделе рассматривается возможность анализа изменений во времени 
экономических процессов с помощью обыкновенных дифференциальных урав-
нений. 

1.6.1. Об определении количества реализованной продукции 
Найти выражение для объёма реализованной продукции y =y (t), если известно, 
что кривая спроса p (y) задаётся уравнением p (y) = 2-y, норма акселерации 1/l =2, 
норма инвестиций m =0,5, y (t)=0,5. Для решения используем формулу, отра-
жающую модель роста в условиях конкурентного рынка 

yymlpy )(=′ . 
Тогда получим следующее дифференциальное уравнение 

yyy )2( −=′  
Далее разделим переменные 

;
)2(

dt
yy

dy
=

−
 ;

1122 dt
yy

dy
−=

−+−
 td

y
dy

−=
−− 1)1( 2

. 

Интегрируя, получаем 

;ln
11
11ln Ct

y
y

+−=⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
+−
−−  ;2ln t

Cy
y

−=
−  ;2 te

Cy
y −=
−  ;21 tCe

y
−=−  

tCe
y

−−
=
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Учитывая, что y (0) =0,5, получаем, что C =-3. Таким образом, решение рассмат-

риваемого уравнения имеет вид 
te

y
231

2
−+

= . 

1.6.2. Об определении функции дохода 
Найти функцию дохода Y =Y (t), если известно, что величина потребления зада-
ётся функцией C =2t, коэффициент капиталоёмкости прироста дохода b =0,5,     
Y (0) = 2. Известно, что функция дохода равна 

Y (t)=I (t)+C (t), 
где I (t) - сумма инвестиций, C (t) - величина потребления. А также имеет место 
дифференциальное уравнение 

)()( tItYb =′ , 
где b  – коэффициент капиталоёмкости прироста дохода. По условию задачи со-
ставим дифференциальное уравнение: 

ttYtY 2)(
2
1)( +′= , или ttyty 4)(2)( −=−′  

Итак, функция дохода удовлетворяет линейному неоднородному уравнению 
первого порядка. Будем искать его решение в виде )()()( tvtutY = . 

Тогда uvvuy ′+′=′ , подставим в уравнение tuvuvvu 42 −=−′+′  
1)    2) 0)2( =−′ vvu tvu 4−=′  
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dt
v
dv 2=     teu t 42 −=′  

tv 2ln =     ∫−= − dttedu t24  
tev 2=     Ceteu tt ++= −− 222  

Общее решение vuy =  или 122 ++= tCey t . Используя начальные условия 
, найдём :  или 2)0( =Y C 12 +=C 1=C . Итак, функция дохода имеет вид 

. 122 ++= tey t

1.6.3. Об аналитической методике анализа активности промышленных 
предприятий 

Одним из важнейших факторов, определяющих повышение конкурентоспособ-
ности и успешное функционирование промышленных предприятий, является 
развитие всех сфер своей деятельности. По этой причине предприятия должны 
разрабатывать эффективные методы и придерживаться стратегической концеп-
ции инновационного развития. В данном разделе предложена модель прогнози-
рования производственной активности предприятий с учетом изменения объема 
производимой продукции во времени, а также с учетом изменения ее отгрузки, 
и на ее основе проведен анализ ее изменения. Данная методика базируется на 
решении обыкновенного дифференциального уравнения. Описание искомых 
величин с помощью дифференциальных уравнений позволяет учитывать их 
мгновенные изменения по сравнению со стационарным описанием. Предложе-
на аналитическая методика решения данного дифференциального уравнения. В 
рамках данной методики проведем анализ производственной активности пред-
приятий с учетом отгрузки производимой продукции с помощью анализа сле-
дующей начальной задачи 

( ) ( ) ( ) ( )tctYbtYa
td
tYd

+−⋅+⋅= τ      (2) 

с начальным условием 
Y (0) =0, 

где Y(t) - объем отгружаемой продукции; τ - задержка (т.е. Y(t-τ) - объем отгру-
жаемой продукции с задержкой τ); a и b - коэффициента модели, определяемые 
эмпирическими данными; c (t) - приращение объема продукции за счет ее про-
изводства. Данная задержка может быть вызвана ограниченной скоростью про-
изводства продукции, ограниченным объемом транспортных единиц и т.д. В 
рамках данного раздела рассмотрим простейший случай одной задержки. В 
рамках предложенной методики может быть учтено большее количество за-
держек. Далее уравнение (2) преобразуем к интегральной форме (2a) 

( ) ( ) ( ) ( )∫+∫ −⋅+∫⋅=
ttt

dcdYbdYatY
000

θθθτθθθ .         (2a) 
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Решим уравнение (2) с помощью метода Бубнова-Галеркина. В рамках данного 
метода будем искать решение данного уравнения в виде суммы экспоненциаль-
ных функций 

Y (t) =d1e-a
  

t+d2e-b
  

t.             (3) 
Данные функции являются наиболее естественными решениями уравнения (2) в 
рамках классической теории дифференциальных уравнений. Подстановка 
функции (3) в уравнение (2) позволяет получить 

( ) ( ) ( )∫+∫ +⋅+∫ +⋅=+ −−−−−−
tt

bbaa
t

batbta dcdeedeedbdededaeded
00

21
0

2121 θθθθ τθτθθθ . 

Вычисление интегралов в правой части уравнения позволяет получить 

 ( ) ( )+−+−=+ −−−− tbtatbta e
b
adededed 11 2121  

 ( ) ( ) ( )∫+−+−+ −−
t

btbata dceedee
a
bd

0
21 11 θθττ . 

Умножаем левую и правую часть соотношения на e-a
  

t или на e-b
  

t и интегрируем 
от 0 до ∞. В результате данной операции получаем уравнения для вычисления 
коэффициентов a и b 
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Решение данной системы уравнений приводит к следующему результату 
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В простейшем случае при c = c0 получаем 
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Воспользуемся полученными соотношениями для анализа активности предпри-
ятий с учетом изменения объема производимой продукции, а также с учетом 
изменения ее отгрузки. На рис. 1.3 приведены типичные зависимости объема 
отгружаемой продукции от времени при различных значениях параметров a и b 
при постоянном приращении объема продукции c0. На рис. 1.4 приведены ти-
пичные зависимости объема отгружаемой продукции от величины параметра a 
при различных значениях параметра b, в различные моменты времени t и при 
постоянном приращении объема продукции c0. Аналогичными являются зави-
симости объема отгружаемой продукции от параметра b (см. рис. 1.5). Типич-
ные зависимости объема отгружаемой продукции от задержки τ также являются 
убывающими функциям (см. рис. 1.6). 
Таким образом, с ускорением вывоза отгружаемой продукции уменьшается его 
количество и необходимо увеличить ее производство. При уменьшении пара-
метров a и b, а также задержки τ  объем отгружаемой продукции увеличивают-
ся, что соответствует накоплению объема продукции. В этой ситуации кривые 
на рисунках 3.1-3.4 будут возрастающими. 
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Y(
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Рис. 1.3. Зависимости объема отгружаемой продукции от времени при различ-
ных значениях параметров a и b при постоянном приращении объема продук-

ции c0 и задержке τ
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Рис. 1.4. Зависимости объема отгружаемой продукции от величины параметра a 
при различных значениях параметра b, в различные моменты времени t и при 

постоянном приращении объема продукции c0 и задержке τ
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Рис. 1.5. Зависимости объема отгружаемой продукции от величины параметра b 
при различных значениях параметра a, в различные моменты времени t и при 

постоянном приращении объема продукции c0 и задержке τ
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Рис. 1.6. Зависимости объема отгружаемой продукции от величины задержки τ 
при различных значениях параметров a и b, в различные моменты времени t и 

при постоянном приращении объема продукции c0 
 

1.6.4. Модель экономического роста с учетом влияния окружающей среды 
Экологические проблемы являются одними из наиболее значимых для развития 
экономик: деградация окружающей среды тесно связана с интенсивностью 
промышленного производства и достигнутым уровнем жизни. В экономике 
природопользования известна связь воздействия человеческой деятельности на 
окружающую среду и достигнутого уровня жизни. Значительный интерес пред-
ставляют математические модели экономического роста, позволяющие учесть 
экологические факторы. В данном разделе предлагается одна из таких моделей. 
Динамику накопления капитала опишем следующим уравнением 
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( ) ( ) ( ) ( )tKatDtY
td
tKd

⋅−−=  

с начальным условием 
K (0) =K0, 

где K(t) - запас капитала; Y(t) - национальный ВВП; D(t) - уровень потребления; 
a - коэффициент выведения капитала. Уровень потребления и накопление капи-
тала связаны с национальным ВВП следующими соотношениями: D(t)=d (t)Y(t) 
и Y(t)=b K(t), где d (t) - доля ВВП, направляемая на потребление; b - характери-
стика производительности капитала. С учетом последних соотношений уравне-
ние (1) принимает следующий вид 

( ) ( )[ ]{ } tKatdb
td
tKd

−−= 1 .( )  

Решение данного уравнения в рамках стандартной процедуры с учетом рас-
смотренного начального условия приводит к следующему результату 

( )
( )[ ]{ }∫ −−

=
t

tdatdb
eKtK 0

1

0 . 

Данное решение также может быть представлено в следующей форме 

( ) ( ) ( )[ ] ta
t

a eKdeDYtK −

⎭⎬
⎫

⎩⎨
⎧ +∫ −= 0

0
τττ τ . 

В процессе промышленного производства происходит изменение окружающей 
среды за счет добычи ресурсов и выбросов промышленных отходов. В качестве 
характеристики состояния окружающей среды используем функцию E (t) под 
названием “качество окружающей среды”. Данная функция пропорционально 
объему производства с эластичностью γ 

( ) ( )tYEtE γ−= 0 . 

В тоже время изменение качества окружающей среды определяется частью до-
бычи ресурса, которая используется для борьбы против загрязнения F(t), и ин-
тенсивностью добычи ресурса для экономического роста G(t). Соответствую-
щее уравнение представимо в следующей форме 

( ) ( ) ( )tGtF
td
tEd

−−= . 

Решение данного уравнения в рамках стандартной процедуры приводит к сле-
дующему результату 

( ) ( ) ( )∫−∫−=
tt

dGdFEtE
00

0 ττττ . 

С другой стороны 
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В таком случае накопление капитала описывается следующим соотношением 
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В качестве примера при постоянных значениях функций в правой части по-
следнего соотношения F(t)=F0, G(t)=G0, D(t)=D0 и γ  =1 получаем следующую 
зависимость накопления капитала от времени 

( )
( )

ta

n
n

nn
ta eK

a
D

GFn
tEt

E
GF

GF
EeEtK −

∞

=

− ++
⎥
⎥
⎦

⎤

⎢
⎢
⎣

⎡
∑

+
−⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛ +
−

+
= 02

0

1
00

0

0

00

00

0
0 !

1ln .     (4) 

На рис. 1.7 приведены типичные зависимости величины капитала, описываемо-
го соотношением, от времени. 
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Рис. 1.7. Типичные зависимости величины капитала, описываемого соотноше-

нием (4), от времени 
 

1.6.5. Об аналитической методике прогноза конкурентоспособности про-
мышленных предприятий 

В современной экономической теории научно-технологический прогресс рас-
сматривается как один из актуальных факторов долговременного экономиче-
ского роста. Влияние научно-технологического прогресса на отдельную от-
расль экономики проявляется в создании новой продукции, которая имеет важ-
ные конкурентные преимущества перед уже существующей, или же в модифи-
кации (модернизации) уже производимой продукции. Часто новая продукция 
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основана и на новых (инновационных) технологиях. Однако технологическое 
первенство требует своевременной модернизации производства и обучения 
персонала, то есть существенных финансовых и организационных вложений. В 
то же время отказ от перехода к инновационным технологиям может привести к 
ощутимым потерям рыночных позиций или даже к полному прекращению дея-
тельности организации. В настоящее время одним из важных примеров рынков, 
для которых характерно вытеснение одних продуктов другими, более привле-
кательными с технологической точки зрения, является рынок информационно- 

телекоммуникационных технологий (рынок услуг передачи данных). Перед 
большинством руководителей предприятий, являющихся поставщиками това-
ров, и инвесторами актуальным является вопрос о конкурентоспособности 
предприятий перспективах их развития и его прогнозе. Конкурентоспособность 
предприятия определяется, в первую очередь, количеством произведенных и 
реализованных товаров, а также получаемой прибылью. Снижение издержек и 
расходов приводит к росту конкурентоспособности. На прибыль и издержки 
влияют множество факторов, изменяющихся во времени. В этой ситуации 
представляет интерес формирование методики прогноза конкурентоспособности 
предприятий. Целью данного раздела и является формирование такой методи-
ки, позволяющей учитывать максимально возможное количество факторов од-
новременно. Рассмотрим модель конкурентноспособности J промышленных 
предприятий, выпускающих по одному товару в количестве Ni, где i - номер 
предприятия. Опишем изменение во времени t количеств товаров и прибылей 
предприятий Qi(t) с помощью следующей системы дифференциальных уравне-
ний 
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В рассмотренной системе уравнений введены следующие обозначения: Kj - ем-
кость рынка для товара Nj(t); rj - параметр роста количества товаров; γj - пара-
метр конкуренции товаров; aj(t) - транспортные расходы; bj(t) - энергетические 
расходы на производство; cj(t) - расходы на персонал (зарплата, расходы на 
обучение и лечение, но при этом , т.е. количество сотрудников огра-

ничено и они могут переходить из одной фирмы в другую); d

( ) ctc
J

j
j =∑

=1

j(t) - сырье 
( , т.е. количество сырья ограничено); e( ) dtd

J

j
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=1
j(t) - расходы на исследования 

(исследования рынка; исследования для развития технологии, в том числе учи-
тывающие амортизацию); fj(t) - расходы на налоги; gj(t) - расходы на утилиза-
цию отходов. Начальные условия для функций Nj(t), Qj(t) представимы в сле-
дующей форме 

( ) jj NN ˆ0 = , ( ) 00 =jQ , . 
_____

,1 nj =

Решим систему уравнений (5) методом осреднения функциональных поправок. 
При этом в качестве примера анализа конкурентоспособности будем рассмат-
ривать простейший случай конкуренции двух предприятий (j =2). В этом случае 
анализ будет наиболее наглядным. При этом он в рамках изложенной далее про-
цедуры обобщаем на случай большего количества конкурирующих фирм. На 
первом этапе решения системы уравнений (5) преобразуем их от дифференци-
альной форме к интегральной 
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В рамках используемого метода заменим в правых частях рассматриваемых 
уравнений искомые функции N1(t) и N2(t) на их неизвестные пока средние зна-
чения α11 и α21. Подстановка данных значений в рассматриваемые уравнения 
позволяет получить первые приближения изменений во времени количеств то-
варов N11(t) и N21(t) 
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Неизвестные средние значения αi1 определим с помощью стандартного соот-
ношения 
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где Θ - длительность наблюдения за производством товаров. Подстановка соот-
ношений (6) в соотношение (7) позволяет получить следующую систему урав-
нений для определения искомых средних значений 
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Система уравнений (8) имеет следующее решение 
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Приближения второго и более высоких порядков искомых функций N1(t) и N2(t) 
определяются с помощью их стандартной замены Ni1(t)→αi1+Ni-11(t) и Ni2(t)→αi2 
+Ni-12(t) в правой части первых двух уравнений системы (5a). Вторые прибли-
жения количеств определяются следующими соотношениями 
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Неизвестные средние значения αij (порядок приближения i  ≥2) определим с по-
мощью стандартного соотношения 
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Подстановка соотношений (9) в соотношение (10) позволяет получить систему 
уравнений для определения искомых средних значений 
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Система уравнений (11) имеет следующее решение 
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В рамках данной работы искомые количества товаров определены во втором 
приближении по методу осреднения функциональных поправок. Данного при-
ближения обычно достаточно для получения качественных выводов и получе-
ния некоторых количественных результатов. Решение второй пары уравнений 
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системы (5a) определяется интегрированием левых и правых частей. В резуль-
тате данного интегрирования получаем 
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Рис. 1.8. Типичные зависимости количества произведенного товара от времени 

 

Далее проведем анализ влияния различных параметров на изменение во време-
ни количества производимых товаров и получаемых от их продажи прибыли. 
На рис. 1.8-1.10 приведены типичные качественные зависимости количества 
произведенного товара от различных параметров (от времени, емкости рынка, 
параметра роста количества товаров). Зависимости количества произведенного 
товара от параметра конкуренции двух товаров аналогичны его зависимостям 
параметра роста количества товаров. Прибыль со временем будет изменяться 
быстрее, чем количество произведенного товара. Ее зависимости от емкости 
рынка, параметра роста количества товаров и параметра конкуренции двух то-
варов являются аналогичными зависимостям, приведённым на рис. 1.8-1.10. В 
то же время возможны и качественно другие зависимости прибыли от парамет-
ров (см. рис. 1.11-1.13). При этом в рамках предлагаемой модели прибыль мо-
жет принимать и отрицательные значения. В таком случае приходится обсуж-
дать убытки предприятия, а не его прибыль. Увеличение транспортных, энерге-
тических и прочих расходов приводит к линейному уменьшению прибыли в за-
висимости от данных параметров. Убывания прибыли во времени зависит от 
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аналогичного изменения рассмотренных расходов. Анализ зависимости прибы-
ли от параметров показывает, что существуют комбинации параметров, при ко-
торых (i) прибыль предприятия всегда существует и возрастает; (ii) прибыль 
предприятия уменьшается и производство товара постепенно теряет рентабель-
ность; (iii) производство бывает временно убыточным и постепенно становится 
прибыльным с развитием предприятия. При производстве товаров также выпол-
няются естественные с экономической точки зрения частные случаи: (i) при 
удачно выбранной стратегии будет стабильный рост производства товаров; при 
менее удачно выбранной стратегии (ii) производство товаров прекратиться из-
за насыщения рынка или из-за слишком высокой себестоимости товара, (iii) 
возможна также задержка в производстве товара из-за необходимости подго-
товки технологического процесса. 

 
Рис. 1.9. Типичные зависимости количества произведенного товара от емкости 

рынка 

 
Рис. 1.10. Типичные зависимости количества произведенного товара от пара-

метра роста количества товаров 
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Рис. 1.11. Типичные зависимости прибыли от времени 
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Рис. 1.12. Типичные зависимости прибыли от емкости рынка 
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Рис. 1.13. Типичные зависимости прибыли от параметра роста количества товаров 
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II. ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНЫЕ УРАВНЕНИЯ С ЧАСТНЫМИ 
ПРОИЗВОДНЫМИ 

2.1. Классификация дифференциальных и интегральных уравнений 
2.1.1. Классификация дифференциальных уравнений 

Начнем рассмотрение методов решения дифференциальных уравнений с част-
ными производными с введения нескольких основных понятий. 
Определение 1 
Уравнение, связывающее независимые переменные x1, x2, …, xm, искомую 
функцию независимых переменных u (x1,x2,…,xm), заданной в некоторой облас-
ти G, и частные производные функции u (x1,x2,…,xm) до n-го порядка включи-
тельно называется дифференциальным уравнением в частных производных n-го 
порядка. 
Определение 2 
Порядком уравнения называется порядок старшей из входящих в уравнение 
производной. 
Определение 3 
Функция u (x1,x2,…,xm), обращающая уравнение в частных производных в тож-
дество, называется решением или интегралом данного уравнения. 
Определение 4 
Дифференциальное уравнение в частных производных называется линейным, 
если оно линейно относительно искомой функции u (x1,x2,…,xm) и всех её про-
изводных. В противном случае уравнение называется нелинейным. 
Пример 1 
Линейное дифференциальное уравнение в частных производных первого по-
рядка в общем случае имеет следующий вид: 
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Пример 2 
Линейное дифференциальное уравнение в частных производных второго по-
рядка в общем случае имеет следующий вид 
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Определение 5 
Если коэффициенты Bi (x1,x2,…,xm) равны нулю, уравнения (1), (2) и аналогич-
ные им уравнения более высокого порядка называются однородными. В про-
тивном случае данные уравнения называются неоднородным. 
Для описания физических процессов наиболее часто используются уравнения в 
частных второго порядка. Данные уравнения, также как и уравнения первого по-
рядка, могут быть классифицированы как “линейные” и “нелинейные”, “одно-
родные” и “неоднородные”. Существует также ещё одна классификация урав-
нений второго порядка. Наиболее просто она может быть проиллюстрирована с 
помощью линейного относительно старших производных уравнения для функ-
ций двух переменных u (x,t). Такое уравнение может быть представлено в сле-
дующем общем виде 
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Определение 6 
Уравнение (3) называется: 
(i) гиперболическим, если AxxAtt-Axt

2<0 (данное уравнение наиболее часто ис-
пользуется для описания волновых процессов); 

(ii) параболическим, если AxxAtt-Axt
2=0 (данное уравнение наиболее часто ис-

пользуется для описания теплопереноса и диффузии вещества); 
(iii) эллиптическим, если AxxAtt-Axt

2>0 (используется для описания стационарных 
процессов). 

С помощью замены переменных данные уравнения можно преобразовать к сле-
дующим каноническим формам 
канонические формы гиперболических уравнений 
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каноническая форма параболического уравнения 
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каноническая форма эллиптического уравнения 
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2.1.2. Классификация краевых условий для уравнений второго порядка 
Рассмотрим функцию двух переменных u (x,t) в некоторой области ( x,t)∈ G: 0 ≤ x 

≤ L, 0 ≤ t ≤ Θ. 
Определение 7 
Совокупность начального и граничного условий называется краевыми усло-
виями. Начальное условие называется временным краевым условием, а гранич-
ное условие называется пространственным краевым условием. 

Начальное условие 
Начальное условие определяется заданием распределения искомой функции u 

(x,t) и ее производной до m-1 порядка (m - порядок уравнения, решением которого 
является искомая функция u (x,t)) внутри области G в начальный момент време-
ни, т.е. 

u (x,0) = χ0(x), ( ) ( )t
t

txu

t
1

0

, χ=
∂

∂

=

, …, ( ) ( )t
t

txu
m

t
m

m

1
0

1

1 ,
−

=
−

−

=
∂

∂ χ .    (4) 

Существуют несколько видов граничных условий для искомой функции.  
Граничное условие первого рода (задача Дирихле) 

Граничное условие первого рода (задача Дирихле) состоит в задании на грани-
цах области G искомой функции u (x,t) в любой момент времени, т.е.  

u (0,t) = ϕ1 (0,t), u (L,t) = ϕ2 (L,t).          (4а) 
Такие граничные условия могут быть реализованы при искусственном поддер-
жании постоянной концентрации легирующей примеси или температуры, а 
также особыми условиями массо- или теплообмена между границей области G 
и окружающим пространством. 

Граничное условие второго рода (задача Неймана) 
Граничное условие второго рода (задача Неймана) состоит в задании на грани-
це области G плотности потока тепла, частиц, … При этом поток пропорциона-
лен нормальной производной искомой функции u (x,t) 
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В данном соотношении нормальная производная ( )
n

txu
∂

∂ ,  искомой функции u 

(x,t), имеющая смысл концентрации вещества или температуры, после умноже-
ния на коэффициент λ, имеющий смысл соответственно коэффициентов диф-
фузии или теплопроводности, является потоком соответственно вещества или 
тепла через поверхность G. Такие граничные условия используются при тепло-
обмене во время нагревания тела в высокотемпературных печах, где передача 
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тепла происходит при помощи излучения по закону Стефана-Больцмана, когда 
температура тела значительно меньше температуры излучающих поверхностей. 
Второй пример реализации граничных условий второго рода - протекание час-
тиц через границу области G с заданным потоком. 

Граничное условие третьего рода (задача Ньютона) 
Обычно граничные условия третьего рода характеризуют конвективный тепло-
обмен между поверхностью тела и окружающей средой в процессе нагревания 
и охлаждения тела. Данный закон достаточно сложен, но в упрощенном виде 
может быть принят в виде закона Ньютона. В рамках данного закона поток теп-
ла через поверхность тела пропорционален разности температур данного тела и 
окружающей среды, т.е. 
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В данном соотношении параметр α имеет смысл коэффициента теплообмена. 
Частным случаем третьей краевой задачи является закон Стефана-Больцмана. В 
рамках данного закона тепловой поток через границу от температуры пропор-
ционален разности четвёртых степеней температур тела и окружающей среды. 

Граничное условие четвертого рода 
Граничное условие четвёртого рода соответствует массо- и теплообмену по-
верхности тела с окружающей средой (например, с другим телом). При этом 
обычно считается, что концентрация вещества или температура (в зависимости 
от рассматриваемой с физической точки зрения ситуации), а также поток веще-
ства или тепла сохраняются с точностью до известного множителя при перехо-
де через границу раздела, т.е. 
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2.1.3. Переход от дифференциальной формы уравнений к интегральной 
Дифференциальное уравнение может быть преобразовано к интегральному. 
Рассмотрим два способа такого преобразования. В качестве примера рассмот-
рим обыкновенное дифференциальное уравнение второго порядка 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )xbxyxa
xd
xydxa

xd
xydxa =++ 012

2

2 ,    (5) 

где y (x) - искомая функция, ai(x) и b (x) - известные функции независимой пере-
менной x. В рамках первого метода перехода от дифференциального уравнения 
к интегральному сделаем в уравнении (5) следующую замену переменных: 

( ) ( )
2

2

xd
xydxz = . Тогда производная ( )

xd
xyd  является интегралом от новой функ-

ции z (x), т.е. ( ) ( ) 1
0

Сvdvz
xd
xyd x

+∫= , где С1 - постоянная интегрирования. Иско-
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мая функция y (x) является двухкратным интегралом от функции z (x), т.е. 

, где С( ) ( ) 21
0 0

СxСvduduzxy
x v

++∫ ∫= 2 - вторая постоянная интегрирования. С 

помощью интегрирования по частям [16] последнее соотношение можно свести 

к однократному интегралу: . После проведения 

такой замены переменных уравнение (5) преобразуется к следующему виду 
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Постоянные интегрирования С1 и С2 определяются с помощью наложенных на 
решение условий. Уравнение (5а) является интегральным уравнением относи-
тельно старшей производной искомой функции. После определения функции z 

(x) ее необходимо проинтегрировать необходимое число раз (в данном случае - 
два раза) для определения исходной искомой функции y (x).  
В рамках второго метода перехода от дифференциальной формы уравнения к 
интегральной проинтегрируем правую и левую части уравнения (5) по незави-
симой переменной x. Тогда уравнение (5) преобразуется к следующей форме 
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Первые два слагаемых уравнения (5б) могут быть преобразованы к более про-
стому виду использованием интегрирования по частям, т.е. 
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Повторное применение интегрирования по частям во втором слагаемом позво-
ляет преобразовать интегро-дифференциальное уравнение в интегральное 
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Или, после приведения подобных членов 
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Повторное интегрирование последнего соотношения является предпоследним 
шагом в преобразовании его из интегро-дифференциальной формы к инте-
гральной, т.е. 
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Применение интегрирования по частям к первому слагаемому и приведение 
подобных членов в последнем уравнении позволяет получить второй инте-
гральный аналог уравнения (5) 
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Введение обозначений 
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позволяет преобразовать второй интегральный аналог уравнения (5) к оконча-
тельному виду 
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2.1.4. Классификация интегральных уравнений 
Существуют две основных группы интегральных уравнений: уравнения Вальте-
ра и уравнения Фредгольма. В рамках каждой группы выделяются два рода 
уравнений: первый и второй. Общий вид перечисленных уравнений приведен 
ниже. Уравнения Вальтера соответственно первого и второго рода выглядят сле-
дующим образом: 

( ) ( ) (xftdtytxK
x

a
=∫ ,λ ),      (6а) 

( ) ( ) ( ) ( )∫+=
x

a
tdtytxKxfxy ,λ ,          (6б) 

где y (x) - искомая функция, f (x,t) и K (x,t) - известные функции, вторая из кото-
рых называется ядром интегрального уравнения. 
Уравнения Фредгольма соответственно первого и второго рода имеют вид 
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)( ) ( ) (xftdtytxK
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Если f (x) = 0, уравнения (6) и (7) называются однородными. В противном случае 
- неоднородными. 

2.2. Решение дифференциальных уравнений с частными 
производными первого порядка 

Из дифференциальных уравнений в частных производных наиболее просто ре-
шаются уравнения первого порядка. Рассмотрим методы их решения. 

2.2.1. Однородные уравнения 
Рассмотрим линейное однородное дифференциальное уравнение в частных 
производных первого порядка, т.е. 
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Составим следующую систему обыкновенных дифференциальных уравнений 
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Общий интеграл данной системы u1(x1,x2,…,xm) = C1, u2(x1,x2,…,xm) = C2, …, u m-1 
(x1,x2,…,xm) = Cm-1 даёт общее решение уравнения (1а) в следующем виде: 

u (x1,x2,…,xm) = U (u (x1,x2,…,xm),u (x1,x2,…,xm),…,u (x1,x2,…,xm)). 
Приведенный выше общий интеграл определяет семейство кривых, называемых 
характеристиками. 
Пример 3 
Рассмотрим уравнение 
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Соответствующая система обыкновенных дифференциальных уравнений имеет вид 

z
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Данная система имеет два независимых интеграла 
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где C1 и C2 - постоянные интегрирования. Таким образом, общим решением 
уравнения (3) является произвольная функция следующих аргументов 
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Подставим полученное решение (10) в уравнение (9). В результате такой под-
становки получаем 
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Вычисление в последнем соотношении частных производных, являющихся 
вторыми множителями в каждом из слагаемых, позволяет получить 
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Приведение подобных членов в данном соотношении показывает, что функция 
(10) является решением уравнения (9). 
Пример 4 
Рассмотрим уравнение 

( ) ( )
y

yxu
x

yxu
∂

∂
=

∂
∂ ,, .            (11) 

Соответствующее уравнению (11) обыкновенное дифференциальное уравнение 
в симметрической форме имеет вид 

11 −
=

ydxd . 

Его общим интегралом является следующая функция 
ϕ  (x,y) = x+y = c, 

где c - постоянная интегрирования. Таким образом, общим решением уравне-
ния (5) является произвольная функция следующих аргументов 
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u (x,y) =F ( x+y ). 
Подстановка полученного решения в исходное дифференциальное уравнение и 
приведение подобных членов подтверждает правильность его нахождения. 

2.2.2. Неоднородные уравнения 
Рассмотрим линейное неоднородное дифференциальное уравнение в частных 
производных первого порядка, т.е. уравнение (1). В данном случае будем ис-
кать решение в неявном виде:  U (x1,x2,…,xm,u (x1,x2,…,xm)) = 0. Решение уравне-
ния (1) может быть определено из следующего уравнения 

( ) ( )( ) ( )( )
×

∂
∂

+
∂

∂

2

11

1

11
11

,...,,,...,,...,,,...,,...,
x

xxuxxU
x

xxuxxUxxA mmmm
m  

( ) ( ) ( ) ( )( )
×

∂
∂

+
∂

∂
++×

u
xxuxxU

x
xxuxxAxxA mm

m

m
mmm

,...,,,...,,...,,...,...,..., 111
112  

( ) ( ) ( )[ ] 0,...,,...,,..., 11211 =+× mmm xxuxxBxxB .          (12) 

Методика решения данного уравнения совпадает с методикой решения одно-
родного уравнения. Добавляется лишь одно обыкновенное дифференциальное 
уравнение. Составим следующую систему обыкновенных дифференциальных 
уравнений 

( ) ( ) ( ) ====
mm

m

mm xxxA
xd

xxxA
xd

xxxA
xd

,...,,
...

,...,,,...,, 21212

2

211

1  

( ) ( ) ( )mmm xxuxxBxxB
ud

,...,,...,,..., 11211 +
= .        (13) 

Далее найдём характеристики данной системы уравнений и определим решение 
исходного неоднородного дифференциального уравнения. 
Пример 5 
Рассмотрим уравнение 

( ) ( ) ( yxu
y

yxuy
x

yxux ,2,3,4 =
∂

)∂
+

∂
∂ .     (14) 

Преобразуем его к виду 
( )( ) ( )( ) ( )( ) 0,,,2,,,3,,,4 =

∂
∂

+
∂

∂
+

∂
∂

u
yxuyxU

y
yxuyxUy

x
yxuyxUx . 

Далее запишем соответствующую систему обыкновенных дифференциальных 
уравнений 

u
ud

y
yd

x
xd

234
== . 

Данная система имеет следующие интегралы 
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( )
x
yxuC ,

1 = , ( )
32

,
y
yxuC = . 

Таким образом, решение уравнения (8) в неявной форме имеет следующий вид 

( ) ( ) 0,,,
3

=⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛

y
yxu

x
yxuU . 

2.2.3. Нелинейные уравнения 
Рассмотрим нелинейное уравнение в частных производных первого порядка в 
случае двух независимых переменных 

( ) ( ) ( ) 0,,,,,,, =⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
∂

∂
∂

∂
y

yxu
x

yxuyxuyxU , 

( ) ( ) ( ) 0,,,,,,, =⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
∂

∂
∂

∂
y

yxu
x

yxuyxuyxU ,        (15) 

где u (x,y) - искомая функция от x и y, U - заданная непрерывно- дифференцируе-
мая функция своих аргументов, нелинейно зависящая от искомой функции u (x,y) 

и ее производных ( )
x

yxu
∂

∂ ,  и ( )
y

yxu
∂

∂ , . Часто задача интегрирования одного 

уравнения является более трудной, чем интегрирование системы двух совмест-
ных уравнений 

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )
⎪
⎪
⎩

⎪
⎪
⎨

⎧

=⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
∂

∂
∂

∂

=⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
∂

∂
∂

∂

.0,,,,,,,

0,,,,,,,

2

1

y
yxu

x
yxuyxuyxU

y
yxu

x
yxuyxuyxU

       (15а) 

Пусть систему (15а) можно разрешить относительно производных ( )
x

yxu
∂

∂ ,  и 

( )
y

yxu
∂

∂ , , т.е. 

( ) ( )( )

( ) ( )( )
⎪
⎪
⎩

⎪⎪
⎨

⎧

=
∂

∂

=
∂

∂

,,,,,

,,,,

yxuyxB
y

yxu

yxuyxA
x

yxu

        (15б) 

где A (x,y,u (x,y)) и B (x,y,u (x,y)) - непрерывно дифференцируемые функции. Сле-
дует заметить, что дифференцирование первого уравнения системы (15б) по y, а 
второго по x позволяет сформулировать условие совместности в следующей 
форме 
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( ) ( )
yx
yxu

xy
yxu

∂∂
∂

=
∂∂

∂ ,, 22

. 

Данное условие позволяет получить 

( ) ( )( ) ( )( ) ( )( )

( ) ( )( ) ( )( ) ( )( )
⎪
⎪
⎩

⎪
⎪
⎨

⎧

∂
∂

+
∂

∂
=

∂
∂

=
∂∂

∂

∂
∂

+
∂

∂
=

∂
∂

=
∂∂

∂

.,,,,,,,,,,

,,,,,,,,,,

2

2

A
z

yxuyxB
x

yxuyxB
x

yxuyxB
yx
yxu

B
u

yxuyxA
y

yxuyxA
y

yxuyxA
xy
yxu

 

Два последних соотношения позволяют получить необходимое условие совме-
стности системы (15б) в окончательной форме 

( )( ) ( )( ) ( )( ) =
∂

∂
+

∂
∂ yxuyxB

u
yxuyxA

y
yxuyxA ,,,,,,,,,  

( )( ) ( )( ) ( )( )yxuyxA
z

yxuyxB
x

yxuyxB ,,,,,,,,,
∂

∂
+

∂
∂

= . (16) 

Решение данного типа уравнений проиллюстрируем на следующем примере. 
Пример 6 
Рассмотрим систему уравнений 

( ) ( )

( )
⎪
⎪
⎩

⎪⎪
⎨

⎧

−=
∂

∂

−++=
∂

∂

.2,

12,22, 22

y
y

yxu

yxyxuxx
x

yxu

         (17) 

Проверка условия совместности позволяет получить: 
4x y+2x (-2y) =0+0⋅[2 x2+2 x u (x,y)+2 x y2

 -1]. 
Данное уравнение выполняется тождественно. По этой причине система (17) 
интегрируема. Первое уравнение системы (17) проинтегрируем по x, фиксируя 
y. Тогда получаем 

( ) ( ) ( )[ ]∫ −++= − xdeyxxyCeyxu xx 2222
122, , 

где C(y) - произвольная непрерывно дифференцируемая функция переменной y. 
Интеграл в последнем соотношении разбиением на сумму трёх интегралов, при-
менением методов интегрирования по частям и усложнения дифференциала 
можно привести к следующему виду 

( ) =∫−−∫=∫ −+ −−−− xdeeyxdexxdeyxx xxxx 22222222 22122  

( ) 2222222
2 xxxxx exyxdeeyxdeex −−−−− +−=∫−−∫+−= . 

Таким образом, можно получить 

( ) ( ) xyeyCyxu x −−= 22
, . 
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Выберем функцию C(y) таким образом, чтобы удовлетворялось бы второе 
уравнение. Дифференцируя полученное из первого уравнения системы (17) ре-
шение, получаем 

( ) ( ) ye
yd
yCd

y
yxu x 2, 2

−=
∂

∂ . 

Сравнение последнее уравнение со вторым уравнением системы (17) приводит 
к следующему результату 

( ) yye
yd
yCd x 22

2
−=− . 

Тогда 
( ) 0=
yd
yCd , 

т.е. C (y)  = const. Решение системы (11) в окончательной форме имеет вид 

( ) xyeconstyxu x −−⋅= 22
, . 

2.3. Решение дифференциальных уравнений с частными 
производными второго порядка 

2.3.1. Метод разделения переменных 
2.3.1.1. Линейное однородное параболическое уравнение 

Рассмотрим линейное однородное параболическое уравнение 

( ) ( )
⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
∂

∂
∂
∂

=
∂

∂
x

txu
xt

txuc ,, λ .        (18) 

Физические трактовки решения данного уравнения - концентрация диффунди-
рующего вещества или температура, а уравнение (18) в зависимости от физиче-
ской трактовки решения называется уравнением диффузии или теплопроводно-
сти. Коэффициент c имеет смысл соответственно коэффициента пористости 
(отношение объёма пор в материале к общему объёму материала) или теплоём-
кости, а коэффициент λ имеет смысл соответственно коэффициента диффузии 
или коэффициента теплопроводности. Отношение коэффициента теплопровод-
ности и теплоёмкости λ / c называется коэффициентом температуропроводно-
сти. Если коэффициенты λ и c постоянны (а именно такой случай мы и будем 
пока рассматривать), тогда уравнение (18) примет следующий вид 

( ) ( )
2

2 ,,
x

txuD
t

txu
∂

∂
=

∂
∂ .            (18 а) 

В данном уравнении введено обозначение D = λ / c. Дополним уравнение (18а) 
следующими граничными и начальным условиями 

 61



( ) ( ) 0,,

0

=
∂

∂
=

∂
∂

== Lxx x
txu

x
txu

, u (x,0)=χ (x). 

Будем искать решение уравнения (18а) в виде произведения двух множителей, 
один из которых зависит только от пространственной переменной x, другой - 
только от времени t, т.е. u (x,t) = A(x) B(t). Подставим предлагаемую форму реше-
ния в уравнение (18а)  

( ) ( ) ( ) ( )
2

2

x
xAtBD

t
tBxA

∂
∂

=
∂

∂
. 

Далее перенесём в одну часть уравнения все множители, зависящие от одной 
переменной, в другую часть уравнения - все множители, зависящие от другой 
переменной, т.е. 

( )
( )

( )
( )
2

21
xd

xAd
xA

D
td
tBd

tB
= . 

Последнее равенство может выполняться только в том случае, когда его правая 
и левая части равны неопределённой пока постоянной величине 

( )
( )

( )
( ) γ== 2

21
xd

xAd
xA

D
td
tBd

tB
. 

Тогда получаем систему уравнений для функций A(x) и B(t) 

( )
( ) γ=
td
tBd

tB
1

, ( )
( ) γ=2

2

xd
xAd

xA
D .            (19) 

Решим первое уравнение системы (19) методом разделения переменных. Для 
использования данного метода умножим левую и правую часть данного уравне-
ния на d t, что приводит данное соотношение к следующему виду 

( )
( ) td
tB
tBd γ= . 

Интегрирование левой и правой части данного уравнения с использованием 
таблицы интегралов позволяет получить следующее решение первого уравне-
ния системы (19)  

ln[B (t)]= γ t+C1. 
Потенцирование данного соотношения дает функцию B(t) в явном виде 

B (t)=C1eγ t. 
Постоянная γ из условия физической реализуемости решения должна быть вы-
брана отрицательной, т.е. γ =-|γ |. В противном случае решение уравнения (18а) 
будет неограниченно возрастать во времени. Второе уравнение системы (19) 
может быть преобразовано к виду 
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( ) ( )xA
Dxd

xAd γ
=2

2

, 

что эквивалентно следующему уравнению 
( ) ( ) 02

2

=+ xA
Dxd

xAd γ
. 

Далее в рамках метода Эйлера подстановка A (x) = C eλ x позволяет получить сле-
дующее уравнение для параметра λ 

λ2+|γ |/D=0. 
Тогда 

Dxi γλ ±= , 

где 1−=i . С учётом последних соотношений функция A (x) может быть пред-
ставлена в двух эквивалентных формах 

( ) ⎟
⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛
−+⎟

⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛
=

D
xiC

D
xiCxA

γγ
expexp 32  и ( ) ⎟

⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛
+⎟

⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛
=

D
xC

D
xCxA

γγ
sincos 54 . 

Вторая форма является более предпочтительной, т.к. с её помощью определе-
ние постоянных интегрирования является более удобной. Решение уравнения 
(18а) в окончательной форме имеет следующий вид 

( ) te
D

xC
D

xCtxu γγγ −

⎥
⎥
⎦

⎤

⎢
⎢
⎣

⎡

⎟
⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛
+⎟

⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛
= sincos, 76 ,   (20) 

где C6=C1C4, C7=C1C5. Далее определим неизвестные пока постоянные величи-
ны C6, C7 и γ. Для этого найдём частную производную по переменной x от 
функции (20) 

( ) te
D

x
D

C
D

x
D

C
x

txu γγγγγ −

⎥
⎥
⎦

⎤

⎢
⎢
⎣

⎡

⎟
⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛
+⎟

⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛
−=

∂
∂ cossin,

76 . 

Подстановка граничных значений переменной x приводит к следующим ре-
зультатам 

при x = 0:         ( ) t

x

e
D

x
D

C
x

txu γγγ −

=
⎟
⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛
=

∂
∂ cos,

7
0

 

при x = L:  ( ) t

Lx

e
D

L
D

C
D

L
D

C
x

txu γγγγγ −

= ⎥
⎥
⎦

⎤

⎢
⎢
⎣

⎡

⎟
⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛
+⎟

⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛
−=

∂
∂ cossin,

76 . 
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Равенство нулю производной ( )
x

txu
∂

∂ ,  на границах рассматриваемой области 

позволяет получить из первого уравнения данной системы, что оно может 
удовлетворяться только при равенстве нулю постоянной интегрирования C7. 
Остальные множители производной или не равны нулю, или равны нулю толь-
ко в некоторых точках. Равенство нулю постоянной C7 приводит второе урав-
нение последней системы к следующему виду 

при x = L:         ( ) t

Lx

e
D

L
D

C
x

txu γγγ −

=
⎟
⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛
−=

∂
∂ sin,

6 . 

Данное соотношение может быть равно нулю или при ( ) 0sin =DL γ , или при 
C7= 0. Однако второе равенство приводит к нулевому решению уравнения (18а), 
что интереса не представляет. Решение уравнения ( ) 0sin =DL γ  позволяет 
получить: |γ |= D π2n2/L2, n = 0, 1, 2, … Таким образом, уравнение (18а) имеет 
бесконечное число решений. Числа π n /L называются собственными числами. 
Соответствующие им ненулевые (нетривиальные) решения называются 
собственными функциями. Задача на нахождение собственных чисел и собст-
венных решений называется задачей Штурма-Лиувиля. Формально составим 
ряд из этих решений 

( ) ∑ ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛=

∞

=

−

0

2

22

6 cos,
n

tD
L

n

n e
L

xnCtxu
π

π .    (21) 

Для определения постоянных интегрирования C6n воспользуемся начальным рас-
пределением. Представим начальное распределение χ (x) в виде ряда Фурье по 
собственным функциям рассматриваемой краевой задачи fn (x) = cos (π  n x/L), т.е. 

( ) ( ) ( )∑ ∫ ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛+∫=

∞

=1 00
coscos21

n

LL
xd

L
xnx

L
xn

L
xdx

L
x πχπχχ .         (22) 

Далее в соотношении (21) выберем нулевое значение переменной t и приравня-
ем полученный ряд ряду (22) 

( ) ( )∑ ∫ ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛+∫=∑ ⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ ∞

=

∞

= 1 000
6 coscos21cos

n

LL

n
n xd

L
xnx

L
xn

L
xdx

LL
xnC πχπχπ . 

Путём сравнения членов ряда при одинаковых значениях n получаем 

( )∫=
L

xdx
L

C
0

60
1 χ ; ( )∫ ⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛=

L

n xd
L

xnx
L

C
0

6 cos2 πχ , n ≥ 1. 

В окончательной форме решение уравнения (18а) имеет следующий вид 

( ) ( ) ( )∑ ∫ ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛+∫=

∞

=

−

0 0

2

22

0
coscos21,

n

LtD
L

n
L

xd
L

xnxe
L

xn
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Описанный метод называется метод разделения переменных Фурье. 
2.3.1.2. Линейное неоднородное параболическое уравнение 

Рассмотрим линейное неоднородное параболическое уравнение 
( ) ( ) ( )txg

x
txuD

t
txu ,,,

2

2

+
∂

∂
=

∂
∂ .        (18 б) 

Функция g (x,t) в данном уравнении описывает источник поступающих в об-
ласть G вещества или теплоты. Дополним уравнение (18б) следующими гра-
ничными и начальным условиями 

( ) ( ) 0,,
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== Lxx x
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txu

, u (x,0)=χ (x). 

Будем искать решение уравнения (18б) в виде ряда, по собственным функциям 
однородной краевой задачи fn (x) = cos (π  n x/L), т.е.  
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где hn(t) - неизвестная пока функция переменной t. Представим функцию g (x,t), а 

также начальное распределение χ (x) в виде рядов Фурье по собственным функ-
циям однородной краевой задачи 
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Подстановка ряда (24) в уравнение (18б) позволяет получить уравнение для не-
известной функции hn(t) 
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Далее в полученном уравнении группируем слагаемые при одинаковых значе-
ниях n и приравниваем их. Тогда 
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Решениями данных уравнений являются следующие функции 
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где C06 и Cn6 - постоянные интегрирования. Подстановка полученных соотноше-
ний в предлагаемую форму решения (23) уравнения (18б) приводит к следующе-
му результату 
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Постоянные интегрирования C06 и Cn6 определим с помощью начального усло-
вия. Для этого в соотношение (26) подставим нулевое значение переменной t и 
приравняем полученный результат разложению начального условия χ (x) (25), 
т.е. 
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Тогда 
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В окончательной форме решение уравнения (18б) имеет следующий вид 
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2.3.1.3. Линейное однородное гиперболическое уравнение 
Найдём решение линейного однородного гиперболического уравнения с посто-
янным коэффициентом 
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в области G: 0≤ x ≤ L, 0≤ t < ∞ с условиями 

u (0,t) = 0, u (L,t) = 0, u (x,0)=χ1 (x), ( ) ( )t
t

txu

t
2

0

, χ=
∂

∂

=

. 

С физической точки зрения уравнение (27), имеющее название классического 
волнового уравнения, можно проинтерпретировать следующим образом. Пусть 
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имеется струна, совершающая малые колебания. В данном случае функция u (x,t) 
является компонентой вектора смещения, перпендикулярной к оси абсцисс. Ко-
эффициент E является отношением величин натяжения струны к её плотности и 
имеет смысл квадрата скорости распространения колебания. Будем искать ре-
шение уравнения (27) в виде произведения двух множителей, один из которых 
зависит только от переменной x, другой - только от переменной t, т.е. u (x,t) = 

A(x)⋅B(t). Подставим предлагаемую форму решения в уравнение (27)  
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2
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x
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Далее функции, зависящие только от переменной x, перенесём в одну часть 
данного уравнения, а функции, зависящие только от переменной t, перенесём в 
одну часть уравнения, т.е. 
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Такое равенство может быть выполнено только в том случае, когда и правая, и ле-
вая часть данного уравнения равны некоторой неопределённой пока постоянной 
величине γ. 
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Для определения функций A(x) и B(t) необходимо решить уравнения 
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Общими решениями данных уравнений являются следующие функции 
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где C1, C2, C3, C4 – постоянные интегрирования. Общим решением уравнения 
(27) является произведение данных функций A(x) и B(t) 
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Далее определим постоянные интегрирования. Для этого на первом этапе при-
равняем нулю переменную x. Тогда 

( ) ( ) ( )[ ]tCtCCtu γγ sincos,0 431 += . 

На границе x = 0 искомая функция равна нулю. Это условие выполняется в тех 
случаях, когда C1=0 или ( ) ( ) 0sincos 43 =+ tCtC γγ . Однако второе равенство 
интереса не представляет, т.к. оно соответствует равенству нулю искомой 
функции u (x,t). 
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Воспользуемся вторым граничным условием. Для этого подставим в соотноше-
ние (28) значение переменной x = L, т.е. 
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Это условие выполняется в тех случаях, когда или C2=0, или ( )+tC γcos3  

( ) 0sin4 =+ tC γ , или ( ) 0sin =EL γ . Однако, первые два равенства интереса 
не представляют, т.к. они соответствуют равенству нулю искомой функции u 
(x,t). Из последнего равенства следует, что γ =π2n2

 E/L2, n = 0, 1, 2, … Таким об-
разом, рассмотренным граничным условиям удовлетворяет бесконечное число 
решений. Составим формально ряд из таких решений 
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В данном ряде достаточно найти не три семейства постоянных интегрирования 
Cn2, Cn3 и Cn4, а произведения постоянных интегрирования Cn5= Cn2Cn3 и Cn6 = 
Cn2Cn4. Для их определения воспользуемся начальными условиями. На первом 
этапе подставим в соотношение (29) нулевое значение переменной t и представим 
функцию χ1(t) в виде ряда Фурье, т.е. 
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Левые части последних соотношений равны друг другу. Значит, равны и пра-
вые. Тогда из этого условия получаем 
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Подставляя полученные значения постоянных интегрирования в соотношение 
(29), получаем 
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Далее воспользуемся вторым начальным условием. Для этого вычислим произ-
водную от искомой функции, определяемой соотношением (29а), по перемен-
ной t. Искомая производная имеет вид 
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Для определения постоянных интегрирования Cn6 подставим в соотношение 
(29б) нулевое значение переменной t и представим функцию χ2(t) в виде ряда 
Фурье, т.е. 
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Левые части последних соотношений равны друг другу. Следовательно, равны 
и правые. Из этого условия определяем оставшиеся постоянные интегрирова-
ния. В окончательной форме решение уравнения (27) имеет вид 
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Движения струны такого типа называется стоячей волной. Точки x = mL/n (m = 1, 
2, …, n-1), в которых sin(πn x/L) = 0, в течении всего процесса остаются непод-
вижными и называются узлами стоячей волны un(x,t). Точки x = (2 m+1)/2n (m = 0, 
1, …, n-1), в которых sin(πn x/L) =±1, совершают с максимальной амплитудой, 
называются пучностями стоячей волны. 

2.3.1.4. Линейное неоднородное гиперболическое уравнение 
Рассмотрим линейное неоднородное гиперболическое уравнение 
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в области G: 0≤ x ≤ L, 0≤ t ≤ Θ с условиями 
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. 

Будем искать решение уравнения (27а) в виде ряда, по собственным функциям 
краевой задачи с однородным волновым уравнением fn(x) = sin(πn x/L), т.е. 

( ) ( )∑ ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛=

∞

=1
sin,

n
n L

xnthtxu π ,        (32) 

где hn(x) - неизвестная пока функция. Представим функцию g (x,t), а также на-
чальные условия в виде рядов Фурье по собственным функциям краевой задачи 
с однородным волновым уравнением 
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Подстановка рядов (32) и (33) в уравнение (27а) позволяет получить уравнение 
для неизвестной функции hn(x) 
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Далее в полученном уравнении группируем слагаемые при одинаковых значе-
ниях n и приравниваем их. Тогда 
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Решениями данных уравнений являются следующие функции 

( ) ( ) +⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
∫ ∫ ⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛−= tE

L
ndxd

L
xnxgE

L
n

Ln
Cth

t L

nn
πτπττπ

π
cossin,cos2

0 0
1  

( ) ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
∫ ∫ ⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛++ tE

L
ndxd

L
xnxgE

L
n

Ln
C

t L

n
πτπττπ

π
sinsin,sin2

0 0
2 . 

Подстановка последних соотношений в ряд (32) позволяет получить 

( ) ( ) ×∑ ⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
∫ ∫ ⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛−⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛=

∞

=1 0 0
1 sin,cos2sin,

n

t L

n dxd
L

xnxgE
L
n

Ln
C

L
xntxu τπττπ

π
π

 

( ) ×∑ ⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
∫ ∫ ⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛++⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛×

∞

=1 0 0
2 sin,sin2cos

n

t L

n dxd
L

xnxgE
L
n

Ln
CtE

L
n τπττπ

π
π

 

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛× tE

L
n

L
xn ππ sinsin .       (34) 

Для определения постоянных интегрирования воспользуемся начальными ус-
ловиями. На первом этапе выберем в соотношении (34) нулевое значение пере-
менной t. После такой подстановки получаем 
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Учитывая нулевое значение ряда слагаемых в данном соотношении, запишем 
его в более простом виде 
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С другой стороны полученный ряд совпадает с рядом (30), являющимся разло-
жением в ряд Фурье первого начального условия, т.е. функции χ1(x). После при-
равнивания коэффициентов при одинаковых значениях номера n получаем 
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Для использования второго начального условия необходимо определить произ-
водную по переменной t от функции (34). Данная производная имеет следую-
щий вид 
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Приравнивая переменную t  к нулю, получаем 
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Для определения последних постоянных интегрирования воспользуемся рядом 
(31). После приравнивания коэффициентов при одинаковых значениях номера n 
получаем 
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Тогда 
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2.3.1.5. Линейное однородное эллиптическое уравнение 
Рассмотрим линейное однородное эллиптическое уравнение внутри круга ра-
диуса R 
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с граничным условием 
u (r =R,ϕ) = U (ϕ), 

где (r,ϕ) - полярные координаты с началом в центре круга. Полярные координа-
ты связаны с декартовыми следующими соотношениями 
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Будем искать решение уравнения (36) в виде произведения двух функций 
u (r ϕ) = A (r) B (ϕ). 

Подстановка предлагаемой формы решения в уравнение (36) позволяет получить 
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Далее разделяем переменные 
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и приравниваем правую и левую часть уравнения неопределённому пока пара-
метру γ. Решением полученных уравнений 
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являются следующие функции 
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Таким образом, общее решение уравнения (37) имеет вид 
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где J0(γ  r) - функция Бесселя первого рода нулевого порядка, N0(γ  r) - функция 
Бесселя второго рода нулевого порядка. Обе функции являются решением пер-
вого из пары уравнений (37), называющегося уравнением Бесселя. Рассмотрим 
функции Бесселя более подробно. В общем виде уравнение Бесселя имеет вид 
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В данном уравнении (частном случае уравнения Бесселя) s - действительное 
число. Решениями уравнения (39) являются следующие функции 
1) функции Бесселя первого рода (функции Бесселя) m-го порядка 
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k!=1⋅2⋅…⋅k. Соотношение для гамма-функции представимо с помощью интегра-
ла или предела 
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При целых положительных значениях r выполняется свойство: Γ(r) = (r-1)! Графи-
ки функций Бесселя первого рода первых трех порядков приведены на рис. 2.1. 

 
Рис. 2.1. 

2) функции Бесселя второго рода (функции Неймана, функции Вебера) m-го по-
рядка 
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( )π
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m
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coslim −

→

−
= . 
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Графики функций Бесселя второго рода первых двух порядков приведены на 
рис. 2.2. 

 
Рис. 2.2. 

3) функции Ханкеля (Ганкеля) первого и второго рода m-го порядка 
( ) ( ) ( ) ( )rNirJrH mmm +=1 , ( ) ( ) ( ) ( )rNirJrH mmm −=2 , 1−=i . 

Из рис. 2.2 следует, что при малых значениях переменной r решение (38) явля-
ется физически нереализуемым. По этой причине выберем нулевое значение 
постоянной интегрирования C2. Поскольку искомая функция u (r,ϕ) определяет-
ся в круге, выполняется условие периодичности u (r,ϕ) = u (r,ϕ +2π). Данное ус-
ловие позволяет получить: γ  = n2. Тогда можно записать 
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Далее представим функцию U (ϕ) в виде ряда Фурье 
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При условии r = R ряды (40) и (41) должны совпасть, что приводит к равенству 
соответствующих членов ряда. В окончательной форме решение уравнения (36) 
имеет вид 

( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( ) +∑ ∫+∫=

∞

=1

2

00

0
2

0
coscos

2
1cos1,

n
dnUn

nJ
RrnJdnUru

ππ
ϕϕϕϕ

π
ϕϕϕ

π
ϕ  

( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( )∑ ∫+∫+

∞

=1

2

00

0
2

0
sinsin

2
1sin1

n
dnUn

nJ
RrnJdnU

ππ
ϕϕϕϕ

π
ϕϕϕ

π
. 

2.3.1.6. Линейное неоднородное эллиптическое уравнение 
Рассмотрим линейное неоднородное эллиптическое уравнение внутри круга ра-
диуса R 
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с граничным условием 
u (r =R,ϕ ) = U (ϕ ), 

где g (r,ϕ) - известная функция. Будем искать решение уравнения (42) в виде ряда 
по собственным функциям однородной задачи, т.е. 
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где hn(ϕ) - неизвестная пока функция. Представим функцию g (r,ϕ), а также гра-
ничное условие в виде рядов Фурье по собственным функциям краевой задачи с 
однородным эллиптическим уравнением 
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Для того, что бы определить функции hn(ϕ), подставим ряды (43) и (44) в урав-
нение (42). Тогда после решения соответствующих уравнений получаем иско-
мые функции 
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При нахождении данных функций использованы следующие свойства функции 
Бесселя первого рода 
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Далее для определения постоянных интегрирования воспользуемся разложени-
ем граничного условия в ряд Фурье (41). После приравнивания коэффициентов 
при одинаковых значениях n получаем 
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sin1 dnUvdrdr . 

2.3.2. Метод распространяющихся волн 
Рассмотрим однородное гиперболическое уравнение с постоянным коэффици-
ентом (27) в неограниченной области -∞≤ x ≤∞ с начальными условиями 

u (x,0) =χ1 (x), ( ) ( )t
t

txu

t
2

0

, χ=
∂

∂

=

. 

Введём новые переменные tEx +=ξ  и tEx −=η . Подставим данные пере-
менные в (27). Тогда после однократного дифференцирования по исходным пе-
ременным x и t получаем 

( ) ( ) ( ) ( )
⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
∂

∂
+

∂
∂

∂
∂

=⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
∂

∂
−

∂
∂

∂
∂

η
ηξ

ξ
ηξ

η
ηξ

ξ
ηξ ,,,, uu

x
EuEuE

t
. 

Повторное дифференцирование левой и правой частей данного соотношения по 
переменным x и t приводит уравнение (27) к следующему виду 

( ) ( ) ( ) ( )
=

∂
∂

+
∂∂

∂
−

∂∂
∂

−
∂

∂
2

222

2

2 ,,,,
η

ηξ
ηξ
ηξ

ξη
ηξ

ξ
ηξ uEuEuEuE  

( ) ( ) ( ) ( )
⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
∂

∂
+

∂∂
∂

+
∂∂

∂
+

∂
∂

= 2

222

2

2 ,,,,
η

ηξ
ξη
ηξ

ηξ
ηξ

ξ
ηξ uuuuE . 

Приведение подобных в данном уравнении позволяет получить уравнение (27) 
в новых переменных в следующем виде 

( ) 0,2

=
∂∂

∂
ηξ
ηξu .      (27б) 

Далее проинтегрируем уравнение (27б) по переменной ξ, что приводит к сле-
дующему результату 

( ) ( )η
η
ηξ fu

=
∂

∂ , . 

Интегрируя данное соотношение по переменной η при фиксированном значе-
нии переменной ξ, получаем 

( ) ( ) (ξηξ
η

1
0

, fvdvfu +∫= ). 

Введём обозначение . Тогда ( ) ( )∫=
η

η
0

2 vdvff

( ) ( ) ( )ηξηξ 21, ffu += . 
Данная функция является общим интегралом уравнения (27б). Тогда и функция 
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( ) ( ) ( )tExftExftxu −++= 21,     (45) 
также является интегралом соответствующего гиперболического уравнения в 
исходных переменных. Для определения функций ( )tExf +1  и ( )tExf −2  
воспользуемся начальными условиями. Найдём производную по переменной t 
от решения (45) 

( ) ( )
( )

( )
( )tExd

tExfdE
tExd
tExfdE

t
txu

−
−

−
+
+

=
∂

∂ 21, . 

Далее и в решении (39), и в его производной выберем нулевое значение пере-
менной t, т.е. 

( ) ( ) ( )
( )
( )

( )
( ) ( )⎪

⎩

⎪
⎨

⎧

=
−
−

−
+
+

=+

==

.2

0

2

0

1

122

x
tExd
tExfdE

tExd
tExfdE

xxfxf

tt

χ

χ

      (46) 

Интегрирование второго уравнения системы (46) приводит к следующему ре-
зультату 

( ) ( ) ( ) Cvdv
E

xfxf
x

x
+∫=−

0
221

1 χ , 

где x0 и C - постоянные величины. Из последнего уравнения, а также первого 
уравнения системы (46) можно получить 

( ) ( ) ( )
22

1
2
1

0
211

Cvdv
E

xxf
x

x
+∫+= χχ , ( ) ( ) ( )

22
1

2
1

0
212

Cvdv
E

xxf
x

x
−∫−= χχ . 

С учётом полученных соотношений искомая функция u (x,t) принимает вид 

( ) ( ) ( )[ ] ( ) ( ) ⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
∫−∫+−++=

−+ tEx

x

tEx

x
vdvvdv

E
tExtExtxu

0
2

0
221 2

1
2
1, χχχχ . 

Пользуясь свойством определённых интегралов, окончательно получаем 

( ) ( ) ( )[ ] ( )∫+−++=
+

−

tEx

tEx
vdv

E
tExtExtxu 221 2

1
2
1, χχχ .         (47) 

Соотношение (47) называется формулой Даламбера.  
2.3.3. Метод интегральных преобразований 

Пусть необходимо определить решение некоторого дифференциального уравне-
ния с заданными начальными и граничными условиями. Решение данной крае-
вой задачи может быть существенно упрощено, если вместо непосредственного 
определения искомой функции искать её интегральное преобразование, опре-
деляемое формулой 

( ) ( ) ( )∫=
b

a
xdxKyxuyu ξξ ,,, , 
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где c ≤ξ ≤ d, K(x,ξ) - зависящая от вида интегрального преобразования функция, 
определённая в области a ≤ξ ≤ b, c ≤ξ ≤ d, называемая ядром интегрального преоб-
разования. Функция u (x,y) обычно называется оригиналом, функция ( )yu ,ξ  - 
образом или изображением. Следует заметить, что интегральные преобразова-
ния представляют наибольший интерес в том случае, когда коэффициенты ре-
шаемого уравнения не зависят от той переменной, по которой берётся преобра-
зование. В противном случае применение интегральных преобразований как 
правило приводит к математическим трудностям. 
Пример 7 
В качестве первого примера применения интегрального преобразования рас-
смотрим применение преобразования Лапласа к параболическому уравнению 
(18а) со следующими граничными и начальным условиями 

u (0,t)=U, 
( ) 0,

=
∂

∂

=Lxx
txu

, u (x =0,0) = U, u (x >0,0)=0. 

Далее применим преобразование Лапласа к правой и левой частям уравнения (18а) 

( ) ( )
∫

∂
∂

=∫
∂

∂ ∞
−

∞
−

0
2

2

0

,, tde
x

txuDtde
t

txu tsts . 

Вычисление по частям интеграла в левой части данного уравнения, а также из-
менение порядка дифференцирования по переменной x и интегрирования по 
переменной t в правой части данного уравнения приводит к следующему ре-
зультату 

( ) ( ) ( )
2

2 ,0,,
x

sxuDxusxus
∂

∂
=− , 

где ( ) ( )∫=
∞

−

0
,, tdetxusxu ts . Функция u (x,0) равна нулю во всех точках интервала 

0 < x ≤ L. Значение функции u (0,0) может быть учтено в граничном условии. Та-
ким образом, уравнение в частных производных (18а) преобразуется к следую-
щему обыкновенному дифференциальному уравнению 

( ) ( ) 0,,
2

2
=−

∂
∂ sxu

D
s

x
sxu . 

Лаплас-образ граничных условий для данного уравнения имеет вид 

( )
s

Usu =,0 , 
( ) 0,

=
∂

∂

=Lxx
sxu

. 

Метод Эйлера позволяет получить решение последнего уравнения в виде ли-
нейной комбинации экспоненциальных функций с одинаковыми по модулю, но 
разными по знаку показателями степени: 
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( ) ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−+⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
=

D
sxC

D
sxCsxu expexp, 21 .         (48) 

Для определения постоянных интегрирования найдём производную от решения 
(48) переменной x. В данном случае имеем 

( )
⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−−⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
=

D
sx

D
sC

D
sx

D
sC

xd
sxud expexp,

21 .       (49) 

Далее как в решении (48), так и в его производной (49) выберем соответствую-
щие граничные значения переменной x, т.е. 

( ) 21,0 CCsu += , ( )
⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−−⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
=

=
D
sL

D
sC

D
sL

D
sC

xd
sxud

Lx

expexp,
21 . 

В результате получим следующую систему уравнений для определения искомых 
постоянных интегрирования 

s
UCC =+ 21 , 0expexp 21 =⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−−⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
D
sL

D
sC

D
sL

D
sC . 

В результате решения данной системы получаем 

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−=

D
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D
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s
UC exp21 , ⎟⎟
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⎞
⎜⎜
⎝

⎛
⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
=

D
sLch

D
sL

s
UC exp22 . 

В данном соотношении функция y (x)= ch (x) называется гиперболическим коси-
нусом. Эту функцию можно выразить через экспоненциальную y1 (x)  = exp (x) 
следующим образом 

ch (x ) = [exp (x ) - exp (-x )]/2. 
С учётом определённых постоянных интегрирования получаем окончательную 
форму решения (48) 

( ) ( ) +⎟⎟
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D
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D
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DsLchs
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После приведения в последнем соотношении (48) подобных получаем 

( ) ( ) ( ) ⎟⎟
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s
Usxu expexp2, . 

В окончательном виде Лаплас-образ решения данной краевой задачи имеет вид 

( ) ( )[ ]
( )DsLch

DsxLch
s

Usxu
−

=, .       (48а) 

 79



Далее с помощью обратного преобразования Лапласа можно найти оригинал 
функции (48а). Для этого необходимо вычислить интеграл 

( ) ( )∫=
∞+

∞−

i

i

ts sdesxu
i

txu
σ

σπ
,

2
1, , 

где 1−=i . Интегрирование происходит в комплексной плоскости s = ξ +iη 
вдоль прямой σ = const, параллельной мнимой оси. Действительные числа ξ вы-
бираются так, чтобы все особые точки подынтегрального выражения в обратном 
Лаплас-преобразовании лежали в левой полуплоскости комплексной плоскости. 
Оригинал для функции (48а) можно также определить, пользуясь соответствую-
щими таблицами интегральных преобразований. Воспользовавшись таблицами 
данных преобразований, можно получить 

u (x,t) = U, ( ) ( ) ( )
⎪⎭

⎪
⎬
⎫

⎪⎩

⎪
⎨
⎧
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2

22 5,0sin5,0exp
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121,0
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tDn
n

Utxu ππ
π

. 

Пример 8 
В качестве второго примера применения интегрального преобразования рас-
смотрим применение преобразования Ханкеля к следующему параболическому 
уравнению 

( ) ( ) ( trg
r

trur
rr

D
t

tru ,,1,
+⎥

⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
∂

∂
∂
∂

=
∂

∂ ) .     (50) 

с граничными и начальным условиями 

u (r,0) = χ (r), ( ) 0,
=

∂
∂

=Rrr
tru

. 

Далее применим конечное преобразование Ханкеля к правой и левой частям 
уравнения (50) 
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0 ,,1, . 

Изменим порядок дифференцирования по переменной t и интегрирования по 
переменной r, а также преобразуем первое слагаемое в правой части последнего 
уравнения 

( ) ( ) ( ) ( )∫=+
∂

∂ R
rdrpJtrgrtpupD

t
tpu

0
0

2 ,,, ,          (51) 

где ( ) ( ) ( )∫=
R

rdrpJtrurtpu
0

0,,  - прямое конечное преобразование Ханкеля. Об-

ратное конечное преобразование Ханкеля определяется соотношением: ( ) =tru ,  
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( ) ( )
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rpJtpu
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n
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1 0

0
2 +∑=

∞

=
). Решение уравнения в обыкновенных произ-

водных (51) имеет вид 
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∫ ∫+= ττ . 

Для определения неизвестной пока функции C(p) воспользуемся начальным ус-
ловием. В данном случае можно записать ( ) ( )pCpu =0, . По определению об-
раза имеем 

( ) ( ) ( )∫=
R

rdrpJrurpu
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00,0, , 

т.е. 

( ) ( ) ( )∫=
R

rdrpJrrpu
0

00, χ . 

Тогда 

( ) ( ) ( )∫=
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0

0χ . 

В окончательной форме решение уравнения (51) имеет вид 
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Вычисление оригинала позволяет получить 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ×∑+∫ ∫+∫=
∞

=

−

1

2

2
0 0

2
2

0
02

2,exp22,
n

nptD
t RR

e
R

drdtrgrpD
R

rdrpJrr
R

tru ττχ  

( )
( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )∑ ∫ ∫+∫×
∞

=

−

1 0 0
0

2

2
0

02

2
0

02
0

0 ,2
n

t R
npD

n

nnptD
R

n
n

n drdrpJrgre
RpJ
rpJe

R
rdrpJrr

RpJ
rpJ ττχ τ , 

где p - корень уравнения ( ) 00 =
rd

rpJd . 

2.3.4. Решение уравнений с частными производными 
с переменными коэффициентами 

В данном разделе рассмотрим несколько методов решения уравнений в частных 
производных с переменными коэффициентами, применимых для всех типов 
уравнений. В качестве примера выберем параболическое уравнение с коэффи-
циентом D, зависящим в общем случае как от переменной x, так и от перемен-
ной t, а также от решения уравнения u (x,t) 

( ) ( )( ) ( )
⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
∂

∂
∂
∂

=
∂

∂
x

txutxutxD
xt

txu ,,,,,      (52) 

со следующими граничными и начальным условиями 
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( ) ( ) 0,,
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∂

∂
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∂
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== Lxx x
txu
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txu

, u (x,0)=χ (x). 

Уравнение (52) в столь общем случае точного решения не имеет. На следующих 
примерах проиллюстрируем несколько приближённых методов решения. 
Пример 9 
В качестве первого примера рассмотрим систему из двух бесконечных цилинд-
ров с коэффициентом D (r,t), принимающим два значения: D1 при 0≤  r ≤ R1 и D2 
при R1≤ r ≤ R2 для любого значения переменной t (см. рис. 2.3). Обозначим тем-
пературу в каждом цилиндре аналогично u1 (r,t) и u2 (r,t) для 0≤  r ≤ R1 и R1≤ r ≤ R2. 
Рассмотрим теплообмен данной системы с окружающей средой при условии, 
что в начальный момент времени (t = 0) температура в каждом цилиндре посто-
янна и равна u1 (r,0) = u2 (r,0) = U0. Далее данную систему цилиндров помещают в 
среду с постоянной температурой Uс. При этом Uс<U0. В данном случае изме-
нение температуры в системе цилиндров описывается следующей системой 
уравнений 

R1

R2

 
Рис. 2.3. 
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со следующими граничными и начальными условиями 

u1 (r,0) = u2 (r,0) = T0, u1 (R1,t) = u2 (R2,t), 
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Для нахождения решения системы (53) воспользуемся преобразованием Лапла-
са. Тогда 
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Подробно рассматривать решение уравнения (53а) и переход от Лаплас-образа 
к оригиналу не будем из-за большого объёма соотношений. Приведём лишь ко-
нечное решение уравнения (53). Оно может быть представлено в следующей 
форме 
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где λi и Di - коэффициенты теплопроводности и температуропроводности ци-
линдров, µn - корни уравнения 
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Недостатком данного метода решения является громоздкость преобразований 
при нахождении решения краевой задачи, необходимость решения транс-
цендентных уравнений типа уравнений (54) для определения постоянных ин-
тегрирования и необходимость не всегда приемлемой идеализации резкой 
границы между слоями. 
Пример 10 

Рассмотрим уравнение 
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с граничными и начальным условиями 
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В уравнении (55) DL(x,t), P(x,t) и γ - соответственно известные функции и пара-
метр. Рассмотрим пока простейший случай равенства единице параметра γ. Да-
лее представим функцию DL(x,t) в виде суммы её среднего значения D0 и по-
правочной функции, учитывающей отличие функции DL(x,t) от её среднего зна-
чения, т.е. 
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где 0≤ε <1, |g(x,t)|≤1. Ограниченность по модулю произведения |ε ⋅g(x,t)|<1 явля-
ется следствием физической реализуемости функции DL(x,t) (например, положи-
тельность коэффициента диффузии или температуропроводности). Далее будем 
искать решение уравнения (55а) в виде степенного ряда 
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Подстановка предлагаемой формы решения в уравнение (55а) и приравнивание 
коэффициентов при одинаковых степенях параметров ε и µ позволяет получить 
систему уравнений для функций uij(x,t) 
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Подстановка ряда (56) в граничные и начальное условия для уравнения (55а) 
позволяет получить граничные и начальные условия для системы уравнений 
(57) в следующем виде 
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Таким образом, вместо исходного нелинейного уравнения (55) с зависящим от 
независимых переменных x и t коэффициентом D получена система линейных 
неоднородных (за исключением уравнения для функции u00(x,t)) уравнений с 
постоянным коэффициентом D. Решая уравнения системы (57) методом разде-
ления переменных, получаем 
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… … … 
Подстановка нулевого приближения в поправочные функции u10(x,t) и u01(x,t) 
позволяет получить соотношения для них в явном виде 
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Решение следующих уравнений системы (57) позволяет увеличить точность ап-
проксимации решения уравнения (55). Следует заметить, что положительность 
коэффициента D в уравнении (55) за счёт физических ограничений, а также 
способ введения параметра ε  и функции g(x,t) приводят к сходимости ряда (56) 
по параметру ε. 
Следует заметить, что методы решения уравнений в частных производных вто-
рого порядка могут быть использованы и для решения уравнений в частных 
производных более высоких порядков. 

2.3.5. Решение нелинейных уравнений с частными производными 
Пример 11 
Рассмотрим уравнение 
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В данном уравнении введены следующие обозначения: vr  - скорость потока газа 
или жидкости, P - давление газа или жидкости, ρ - плотность, ν - кинематиче-
ская вязкость газа или жидкости, ∇ - вектор Набла, ∆ - оператор Лапласа. Рас-
смотрим уравнение (58) в цилиндрической системе координат. Тогда уравнения 
для проекций вектора скорости на соответствующие координатные оси имеют 
следующий вид 
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где r∈[0,R] - радиальная координата (R - радиус рассматриваемой области), 
ϕ∈[0,2π] - угловая координата, z∈[-L,L] - осевая координата. Будем считать, что 
при z =0 имеется тонкий диск, вращающийся с частотой ω. Уравнения (59) до-
полним следующими граничными и начальными условиями 

vr (r,ϕ,-L,t) = 0, vr (r,ϕ,0,t) = 0, vr(r,ϕ,L,t) = 0, vr(r,0,z,t) = vr(r,2π,z,t), vr (0,ϕ,z,t) ≠ ∞, 
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, vr(r,ϕ,z,0) = 0, 

vϕ (r,ϕ,0,t) = ω r, vϕ (r,ϕ,-L,t) = 0, vϕ (r,ϕ,L,t) = 0, vϕ(r,0,z,t) = vϕ(r,2π,z,t), vϕ(0,ϕ,z,t) ≠ ∞, 
vz(r,ϕ,-L,0) = V0, vz(r,ϕ,-L,t) = V0, vz(r,ϕ,0,t) = 0, vz(r,ϕ,L,t) = 0, vz(r,0,z,t) = vz(r,2π,z,t), 

vz(0,ϕ,z,t) ≠ ∞, vϕ(r,ϕ,z,0) = 0.        (60) 
Найдем решение данной системы уравнений с помощью метода осреднения 
функциональных поправок. Следует заметить, что данный метод решения мо-
жет быть использован как для решения дифференциальных уравнений, так и 
для решения интегральных уравнений. Решение интегральных уравнений мето-
дом осреднения функциональных поправок изложено в следующей главе. В 
рамках данного метода для определения первого приближения проекций скоро-
сти потока газовой смеси заменим их на пока неизвестные средние значения 
vr→α1r, vϕ→α1ϕ, vz→α1z в правой части уравнений системы (59). После такой 
подстановки получаем уравнения для первых приближений искомых компо-
нент в следующей форме 
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Решения данных уравнений имеют следующий вид 
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Второе приближение проекций скорости может быть получено заменой искомых 
проекций в правой части уравнений системы (59) на суммы vr→α2r+v1r, vϕ→α2ϕ+ 
v1ϕ, vz→α2z+v1z. Уравнения для данных проекций имеют вид 
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Интегрирование данных уравнений приводит к следующему результату 
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Средние значения α2r, α2ϕ, α2z определим с помощью стандартного соотношения 
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где Θ - длительность наблюдения за потоком газа или жидкости. Подстановка 
первых двух приближений проекций скорости в соотношения (64) позволяет 
получить систему уравнений для искомых средних значений 
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Решение данной системы определяются стандартными методами и представимо 
в следующей форме 

α2r=∆r/∆, α2ϕ=∆ϕ/∆, α2z=∆z/∆,          (11) 
где ∆=A1(B2C3-B3C2)-B1(A2C3-A3C2)+C1(A2B3-A3B2), ∆r=D1(B2C3-B3C2)-B1(D2C3-D3 

C2) +C1(D2B3-D3B2), ∆ϕ=A1(D2C3-D3C2)-D1(A2C3-A3C2)+C1(A2D3-A3D2), ∆z=A1(B2D3-
B3D2)-B1(A2D3-A3D2)+D1(A2B3-A3B2). 
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2.4. Решение интегральных уравнений 
2.4.1. Метод Бубнова-Галеркина 

Первым рассмотрим метод Бубнова-Галеркина на примере решения уравнения 
Фредгольма второго рода 
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a
tdtytxKxfxy ,λ ,          (6б) 

Выберем систему функций {zn(x)}, полную на [a,b] и такую, что при любом n 
функции z1(x), z2(x), …, zn(x) линейно независимы, и ищем приближенное реше-
ние yn(x) в виде следующего ряда 
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Коэффициенты ai (i =1, 2, …, n) определяется путем решения следующей систе-
мы уравнений 
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где i =1, 2, …, n, вместо yn(x) необходимо подставить . ( )∑
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n

i
ii xza

1

Пример 11 
Решим методом Бубнова-Галеркина следующее уравнение 
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В качестве полной системы функций на [-1,1] выберем систему полиномов Ле-
жандра Pi(x) (i =0, 1, 2, …, n). Приближенное решение yn(x) уравнения (6в) бу-
дем искать в виде 

yn (x) = a1⋅1+a2⋅x  +a3⋅(3 x2-1)/2. 
Подставляя y3(x) вместо y (x) в уравнение (6в), получаем 
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Вычисление интеграла в правой части данного уравнения позволяет преобразо-
вать его к следующей форме 

3
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2

2

321 xaxxaxaa +=
−

++ . 

Умножая обе части данного уравнения последовательно на 1, x и (3 x2-1)/2 и ин-
тегрируя в пределах от -1 до 1, получаем систему уравнений для определения 
коэффициентов a1, a2 и a3

a1-a3/2 = 0, a2/3 = 1, 3a3/2 = 0. 
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Отсюда получаем, что a1= 0, a2= 3, a3= 0. Тогда y3(x) =3 x. Подстановка получен-
ного решения в исходное уравнение (6в) показывает, что получено точное ре-
шение данного уравнения. 

2.4.2. Метод осреднения функциональных поправок 
Рассмотрим следующее линейное однородное параболическое уравнение с пе-
ременным коэффициентом D(x,t) 
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и следующими граничными и начальным условиями 

u (x,0)=χ (x), u (0,t)=0, ( ) 0,
=

∂
∂

=Lxx
txu

. 

Искомая функция u (x,t) определяется в области G: 0 ≤ x ≤ L, 0 ≤  t <  ∞. 
Поставим в соответствие дифференциальному уравнению (55б) эквивалентное 
ему интегральное. Для этого проинтегрируем левую и правую часть уравнения 
(55б) по переменной t с учётом начального условия 
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Далее дважды интегрируем полученное уравнение по переменной x. После каж-
дого интегрирования с учётом граничных условий соответственно получаем 
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Интегрирование по частям упрощает последнее уравнение 
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Данное уравнение является уравнением смешанного типа. Оно имеет слагае-
мые, соответствующие и уравнению Вальтера, и уравнению Фредгольма перво-
го рода. Далее преобразуем уравнение (59) к следующей форме 
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Для нахождения решения данного уравнения заменим искомую функцию u (x,t) 
на ее пока неизвестное среднее значение α1. Таким образом, мы получили пер-
вое приближение искомой функции u1(x,t) 

( ) += 11 , αtxu  

( ) ( ) ( ) ( ) ⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
∫++−∫−∫ −+
tLx

dxDLxxvdvxvdvvx
L 0

11

2

1
00

2 ,
2

1 τταααχχ .        (60) 

Среднее значение первого приближения искомой функции u1(x,t) определяется с 
помощью стандартного соотношения 
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где Θ - длительность наблюдения за изменением функции u1(x,t) во времени. 
Подстановка функции u1(x,t) в соотношение (61) позволяет получить уравнение 
для нахождения среднего значения α1
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Интегрирование по частям, а также табличное интегрирование позволяет упро-
стить данное уравнение 
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Решение данного уравнения представимо в следующей форме 
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Второе приближение искомой функции определим в рамках стандартной проце-
дуры метода осреднения функциональных поправок, т.е. путем замены искомой 
функции u (x,t) в правой части уравнения (59а) на сумму α2+u1(x,t), т.е. 
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Для определения среднего значения α2 второго приближения искомой функции 
u2(x,t) используем стандартное для метода осреднения соотношение 
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Подстановка соотношений (60) и (62) в соотношение (63) позволяет получить 
уравнение для нахождения среднего значения α2
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Интегрирование по частям и табличное интегрирование позволяют упростить 
полученное соотношение 
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Решая данное уравнение, получаем среднее значение α2 второго приближения 
u2(x,t) искомой функции u (x,t) 
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Приближения un(x,t) искомой функции u (x,t) более высокого порядка (n =3, 4, 
…) могут быть получены аналогично второму приближению функции u (x,t), т.е. 
ее заменой за сумму αn+u n-1(x,t). 
Количество итерационных шагов метода осреднения может быть уменьшено 
при сохранении точности решения уравнения. Для этого выберем более точное 
исходное приближение. В качестве более точного приближения выберем реше-
ние исходной краевой задачи при усредненном коэффициенте D (x,t). Его сред-
нее значение обозначим как D0. Соответствующее ситуации D (x,t) = D0 решение 
имеет вид 
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Подстановка данного приближения в уравнение (59а) позволяет получить пер-
вое приближение данного уравнения в следующей форме 
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Приближения более высоких порядков могут быть получены в рамках стан-
дартной итерационной процедуры. 

2.5. Применение дифференциальных уравнений с частными производ-
ными к анализу экономических процессов 

Экономические системы подвержены влиянию большого числа неуправляемых 
внешних факторов (погодные условия, внешняя политика, социальные факто-
ры, преднамеренное искажение и сокрытие информации с целью экономиче-
ской диверсии и т. д.). В этой ситуации параметры в соотношениях разделов 2 и 
3 могут принимать случайные значения. Для описания случайных процессов 
используются различные методы. Среди них описание случайных процессов с 
помощью моментов, кумулянтов, плотности вероятности, ... 
Рассмотрим случайный процесс ξ (t). Зафиксируем моменты времени t1, t2, ..., tn. 
Вероятность того, что значение ξ (tn) находится в интервале ξ (tn)∈[xn,xn+d  xn], 
если в момент времени t1 случайный процесс имеет значение x1, в момент вре-
мени t2 случайный процесс имеет значение x2, ..., в момент времени tn-1 случай-
ный процесс имеет значение xn-1, равна произведению условной плотности ве-
роятности на длину интервала: P =W (x1,t1; x2,t2; ...; xn-1,tn-1| xn,tn) d  xn. В общем 
случае рассматриваемая вероятность зависит от всех значений xn,tn. С одной 
стороны имеется более точная модель случайного процесса, но ее тяжелее ис-
следовать. В этой ситуации представляют компромиссные модели, позволяю-
щие упростить описание процессов и максимально сохранить его адекватность. 
В качестве одной из наиболее простых моделей рассматривается марковский 
процесс: при анализе марковских процессов учитывается только одно его пре-
дыдущее значение xn-1. Его плотность вероятности описывается с помощью 
уравнения Фокера-Планка 
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где D (x,t) - коэффициент диффузии, K (x,t) - коэффициент сноса. При постоян-
ных значениях коэффициентов диффузии D0 и сноса K0 уравнение (66) 
упрощается 
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Существуют различные методы решения дифференциальных уравнений. В ка-
честве примера рассмотрим метод разделения переменных Фурье. Предвари-
тельно необходимо дополнить уравнение (66) граничными и начальным усло-
вием. В качестве примера используем следующие условия: W (0,t)=0; W (L,t)=0; 
W (x,0)=f (x). Далее будем искать решение уравнения (66а) в виде произведения: 
W (x,t)=A (x) B (t). Подстановка данного произведения в уравнение (66а) позволя-
ет получить 
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Далее разделим обе части уравнения (67) на произведение функций A (x) B (t). В 
результате этого деления получаем следующее уравнение 
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Теперь переменные разделены: левая часть уравнения зависит только от пере-
менной t, а правая - только от переменной x. Это возможно только тогда, когда 
обе части уравнений имеют постоянное значение. Пусть постоянное значение 
будет обозначено как γ, т.е. 
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Полученное соотношение представляет собой два уравнения: одно - для функ-
ции A (x), другое - для функции B (t), т.е. 
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Решения этих уравнений представимы в следующей форме 
( ) t
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где CB, CA1 и CA2 - постоянные интегрирования. Следует заметить, что неогра-
ниченный рост величин невозможен. По этой причине будем считать, что по-
стоянная разделения может принимать только γ отрицательные значения, т.е. γ    

= -|β  |. Далее знак модуля будем опускать подразумевая параметр β положитель-
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ным. Такое же ограничение имеется на функциональную зависимость решения 
от переменной x. Тогда 
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Далее определим постоянные интегрирования. Для этого функцию A (x) пред-
ставим с использованием гармонических функций, т.е. 
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В окончательной форме плотность вероятности W (x,t) представима в следующей 
форме 
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Далее постоянные интегрирования определим с помощью граничных условий. 
На первом этапа воспользуемся условием в точке x  =0. Тогда 
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В этом случае произведение постоянных интегрирования CB и CA1 равно нулю. 
Тогда выражение для плотности вероятности упрощается 
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Далее воспользуемся вторым граничным условием в точке x  =L. Его использо-
вание приводит к следующему соотношению 
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Из данного соотношения определяется модуль постоянной разделения β из со-
отношения ( ) 04sin 2
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Получили бесконечный набор дискретных значений модуля постоянной разде-
ления β. В этом случае плотность вероятности W (x,t) представляется в виде ря-
да, учитывающего все значения βn, т.е. 
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Неизвестным пока остается произведение постоянных интегрирования CBn и 
CA2n. Для определения этого произведения используется начальное условие. 
Предварительно представим начальное распределение плотности вероятности в 
виде ряда Фурье 
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Тогда из равенства W (x,0)=f (x) получаем 
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Приравнивая члены ряда при одинаковых значениях их номера n получаем 
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В окончательной форме получаем плотность вероятности в следующей форме 
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22

n

L
LD

LKDnt

xd
L

xnxf
L

xnetxW πππ

. 

При переменных значениях коэффициентов диффузии и сноса уравнение (66) 
точное решение удается получить редко. Рассмотрим приближенные методы 
решения данного уравнения. Для этого предварительно представим коэффици-
енты D (x,t) и K (x,t) в виде следующих сумм: 

D (x,t)=D0[1+ε⋅g (x,t)], K (x,t)=K0[1+ξ⋅h (x,t)],        (69) 
где |g (x,t)|≤1, |h (x,t)|≤1, 0≤ ε   <1, 0≤ ξ   <1, D0 и K0 - средние значения рассматри-
ваемых коэффициентов. Далее будем искать решение уравнения (66) в виде 
следующего ряда 

( ) (∑ ∑=
∞

=

∞

=0 0
,,

k l
kl

lk txWtxW ξε ) .      (70) 

Подстановка данного ряда и соотношений (70) в уравнение (65) позволяет по-
лучить следующий результат 

( ) ( )[ ] ( ){ }
−∑ ∑

∂
⋅+∂

=∑ ∑
∂

∂ ∞

=

∞

=

∞
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∞

= 0 0
2
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0 0

,,1,
k l

kllk

k l

kllk

x
txWtxgD

t
txW εξεξε  

( )[ ] ( ){ }
∑ ∑

∂
⋅+∂

−
∞

=

∞

=0 0
0

,,1
k l

kllk

x
txWtxhK ξξε . (71) 
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Группировка коэффициентов при одинаковых степенях параметров ε и ξ позво-
ляет получить уравнения для функций Wkl(x,t) 

( ) ( ) ( ) ( )[ ]
−

∂
⋅∂

+
∂

∂
=

∂
∂ −

2
1

2

02

2

0

,,,,
x

txWtxgD
x

txWD
t

txW lkklkl  

( ) ( ) ( )[ ]
x

txWtxhK
x

txWK klkl

∂
⋅∂

−
∂

∂
− − ,,, 1

00 , k ≥0, l ≥0. (72) 

Граничные и начальные условия для функций, описываемых полученными 
уравнениями, имеют следующий вид 

Wkl(0,t)=0, Wkl(L,t)=0, k ≥0, l  ≥0; W00(x,0)  =f  (x), Wkl(x,t)=0, k ≥1, l  ≥1.    (73) 
Уравнения для функций Wkl(x,t) могут быть решены методом разделения пере-
менных Фурье, а также другими методами. 

КОНТРОЛЬНЫЕ ЗАДАНИЯ 
I) Найти общие решения обыкновенных дифференциальных уравнений и решить 

для них задачу Коши при y (1)  =1; ( ) 11' =y ; ( ) 11" =y ; …; ( )( ) 11 =ny . Если суще-

ствуют особые решения, указать их 

01. 0'3 =− yxy , ; 0'4" =+ yy 02. 0'9''' =− yy , xyy −=' ; 

03. , ; xexyxy 24'+= ( ) 2'1 yyxy ++= 04. , yyxyx =+ '22 ( ) 0' =⋅+ xtgyy ; 

05. , ; ( ) 0'2 =−+ yaxy 22 1'2 xyyx += 06. ( ) 0'2" 3 =+ yyy , ( ) ( )xctgyy 12' += ;

07. , ; 1'''' 22 =⋅−⋅ yxyx 0'2 =+ yyx 08. ( ) 0' =⋅+ xtgyy , ; yyx 2'3 =

09. , 

; 

( )xxyyx ln2' 3=−

( ) ( )xxyy 2sincos' =+

10. ( ) 01'1 22 =+++ yyx , 

21' xayxy +−=− ; 

11. xyxyy −= −22' , ; 1'3 32 +=+ xyyy 12. yxyx =+2' , ( ) yxxy 24' 2 =− ; 

13. , ; ( ) yy 4' 2 = 2' 2 =+ yy 14. 0' =+xyy , ; ( )2'" yyy =

15. , ; 22 ' yxyyx =+ yxyyx += 22 ' 16. ( ) 1ln' +=+ xyyx , ; 0' 22 =+yyx

17. ( ) ( )11 cossin' −− =⋅ xyxyy , 18. '22 yxyxy =++ , 

( )[ ]( ) '12
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( ) xyyx =++ '12 ; ( )[ ]1ln1' −+= xyyyx ; 

19. xcybya ⋅=+ '" , a = const, b = const, 

с = const, ; 32'2 −= yxyx

20. ( ) '222 yyxxyx +=+ , 

( ) 1'22 =++ yxyxa ; 

21. , 3' yxyxy =+ ( ) ( )xctgxtgyy =⋅−' ; 22. ( ) 12'1 +=+ yyxx , yxay =+ 22' ; 

23. , 0'3"3''' 32 =+++ yayayay

( ) yxxyyx =+++ 22 1'1 ; 

24. ( ) ( ) ( xxyxy 2sinsincos' = )− , 

2

2

2'
x

e
x
yy

x−

=+ ; 

25. ; ( ) 0'2 =−+ yxyyx
y
x

x
yy −=' ; 26. ( ) 0'' 2 =+ yyy , ( )  yyxy =+ ' ;

27.  yy =' , ( ) 01' =+++ xyyyxx ; 28. 2' yxyyx −=+ , 23 2
' xeyyxy −−=− ; 

29. yxy ='2 , 04'8"5''' =−+− yyyy ; 30. ( ) 02"34 4 =+− yyy , ( )xyy ln2'= . 

 

II) Найти общие решения систем обыкновенных дифференциальных уравнений. 

01. 

⎪
⎪
⎪

⎩

⎪
⎪
⎪

⎨

⎧

+=

+=

+=

yx
td
zd

zx
td
yd
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; 02. 

⎪
⎪
⎪

⎩

⎪
⎪
⎪

⎨

⎧

−=

−+=

+−=

yx
td
zd

zyx
td
yd

zyx
td
xd

2

; 

03. 

⎪
⎪
⎩

⎪⎪
⎨

⎧

=−+

=−+

−

−

t

t

eyx
td
xd

eyx
td
xd

538

45
; 04. 

⎪
⎪
⎩

⎪
⎪
⎨

⎧

=++

=−+−

tey
td
yd

td
yd

yx
td
xd

td
xd

1644

044

2

2

2

2

; 
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05. 

⎪
⎪
⎩

⎪⎪
⎨

⎧

=+−

=++

0

03

yx
td
yd

yx
td
xd

; 06. 
( )
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; 

07. 

⎪
⎪
⎩

⎪⎪
⎨

⎧
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7
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yd
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xd

; 08. 

⎪
⎪
⎩

⎪⎪
⎨

⎧
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xd

43

2
; 

09. 

⎪
⎪
⎩

⎪⎪
⎨

⎧

+=−
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yx
td
yd

td
xd

y
td
xd

3

0
; 10. 

⎪
⎪
⎩

⎪⎪
⎨

⎧

=+−

=−+

t

t

eyx
td
yd

eyx
td
xd

; 

11. 

⎪
⎪
⎪

⎩

⎪
⎪
⎪

⎨

⎧

−=

++−=

−−=

zx
td
zd

zyx
td
yd
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xd 2

; 12. 
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⎨

⎧

+−=

++=
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zyx
td
zd
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3

; 

13. 

⎪
⎪
⎪

⎩

⎪
⎪
⎪

⎨

⎧

−+=

−+=

+=

xzy
td
zd

zyx
td
yd

yx
td
xd

32

3

2

; 14. 

⎪
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zyx
td
zd
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; 

15. 

⎪
⎪
⎩

⎪⎪
⎨

⎧

+=

−=

yx
td
yd

yx
td
xd

3

3
; 16. 

⎪
⎪
⎩
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⎨

⎧
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=

−tt eex
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yd

y
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17. 

⎪
⎪
⎩

⎪⎪
⎨

⎧
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− t

t

eyx
td
yd

exy
td
xd
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; 18. 

⎪
⎪
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xd

; 

19. 
( )
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⎪
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; 20. 
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; 

21. 
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⎪
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; 22. 
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; 

23. 
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⎪
⎩
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; 24. 
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; 

25. 
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2
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xd
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; 26. 
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; 

27. 
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; 28. 
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; 

29. 
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td
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. 
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III) Построить зависимости объема отгружаемой продукции от времени при 
различных значениях параметров a и b при постоянном приращении объема 
продукции c0 и задержке τ 

01. a =1, b =3, c0 =2, τ  =5. 02. a =2, b =4, c 0=1, τ  =2. 03. a =7, b =1, c 0=3, τ  =3.
04. a =3, b =2, c 0=5, τ  =1. 05. a =2, b =5, c 0=4, τ  =4. 06. a =4, b =8, c 0=3, τ  =7.
07. a =5, b =1, c 0=2, τ  =3. 08. a =3, b =2, c 0=8, τ  =1. 09. a =2, b =3, c 0=4, τ  =5.
10. a =5, b =1, c 0=7, τ  =2. 11. a =2, b =1, c0 =4, τ  =7. 12. a =3, b =7, c 0=9, τ  =3.
13. a =0, b =2, c 0=5, τ  =1. 14. a =5, b =3, c 0=3, τ  =2. 15. a =4, b =8, c 0=7, τ  =5.
16. a =2, b =1, c 0=2, τ  =3. 17. a =1, b =3, c 0=1, τ  =4. 18. a =6, b =9, c 0=3, τ  =8.
19. a =9, b =4, c 0=5, τ  =3. 20. a =7, b =2, c 0=9, τ  =1. 21. a =1, b =1, c0 =1, τ  =3.
22. a =3, b =2, c 0=2, τ  =8. 23. a =1, b =7, c 0=7, τ  =6. 24. a =5, b =4, c 0=1, τ  =3.
25. a =7, b =3, c 0=2, τ  =2. 26. a =1, b =5, c 0=5, τ  =5. 27. a =3, b =2, c 0=1, τ  =7.
28. a =8, b =3, c 0=0, τ  =0. 29. a =4, b =4, c 0=2, τ  =1. 30. a =1, b =2, c 0=1, τ  =3.

 
IV) Построить зависимости величины капитала от времени при различных зна-
чениях параметров K0, F0, G0, D0, E0 и γ 
01. K0 =2, F0 =1, G0 =3, D0 

=2, E0  =5, a  =1, γ  =2. 
02. K0 =4, F0 =2, G0 =4, 

D0=1, E0  =2, a  =1.5, γ  =3. 
03. K0 =1, F0 =7, G0 =1, 
D0=3, E0  =3, a  =4, γ   =1. 

04. K0 =6, F0 =3, G0 =2, 
D0=5, E0  =1, a  =2, γ   =3. 

05. K0 =3, F0 =2, G0 =5, 
D0=4, E0  =4, a  =4, γ  =1. 

06. K0 =7, F0 =4, G0 =8, 
D0=3, E0  =7, a  =5, γ  =3. 

07. K0 =2, F0 =5, G0 =1, 
D0=2, E0  =3, a  =3, γ  =1.5. 

08. K0 =3, F0 =3, G0 =2, 
D0=8, E0  =1, a  =2, γ  =1. 

09. K0 =6, F0 =7, G0 =5, 
D0=1, E0  =5, a  =3, γ   =1. 

10. K0 =2, F0 =2, G0 =4, 
D0=3, E0  =4, a  =6, γ  =0.5. 

11. K0 =4, F0 =5, G0 =1, D0 

=4, E0  =3, a  =4, γ  =2. 
12. K0 =4, F0 =1, G0 =6, 
D0=2, E0  =4, a  =1, γ  =3. 

13. K0 =2, F0 =3, G0 =0, 
D0=5, E0  =1, a  =2, γ    =5. 

14. K0 =1, F0 =7, G0 =3, 
D0=1, E0  =5, a  =6, γ    =3. 

15. K0 =5, F0 =0, G0 =4, 
D0=3, E0  =8, a  =0, γ  =1. 

16. K0 =2, F0 =5, G0 =1, 
D0=4, E0  =3, a  =2, γ  =0. 

17. K0 =1, F0 =2, G0 =5, 
D0=1, E0  =6, a  =5, γ  =7. 

18. K0 =3, F0 =6, G0 =4, 
D0=7, E0  =3, a  =2, γ  =4. 

19. K0 =8, F0 =3, G0 =3, 
D0=0, E0  =2, a  =1, γ  =4. 

20. K0 =1, F0 =5, G0 =2, 
D0=9, E0  =5, a  =1, γ  =2. 

21. K0 =5, F0 =2, G0 =1, D0 

=5, E0  =1, a  =5, γ  =2. 
22. K0 =5, F0 =3, G0 =3, 
D0=3, E0  =7, a  =4, γ  =3. 

23. K0 =4, F0 =5, G0 =9, 
D0=7, E0  =3, a  =3, γ  =1. 

24. K0 =3, F0 =8, G0 =1, 
D0=9, E0  =9, a  =3, γ  =6. 

25. K0 =1, F0 =4, G0 =4, 
D0=8, E0  =6, a  =3, γ  =8. 

26. K0 =1, F0 =3, G0 =0, 
D0=2, E0  =3, a  =5, γ  =1. 

27. K0 =2, F0 =1, G0 =5, 
D0=0, E0  =5, a  =5, γ  =1. 

28. K0 =1, F0 =5, G0 =7, 
D0=1, E0  =2, a  =4, γ  =0.5. 

29. K0 =9, F0 =2, G0 =1, 
D0=4, E0  =3, a  =1, γ  =5. 

30. K0 =2, F0 =4, G0 =3, 
D0=9, E0  =5, a  =2, γ  =7. 

 
V) Построить зависимости количества произведенного товара от времени при 
постоянных значениях рассматриваемых расходов a0, b0, c0, d0, e0, f0, g0
01. r1=2, r2=1, K1 =3, K2 =1, 

, , a1ˆ
1 =N 4ˆ

2 =N 0=1, b0=2, 
c0=3, d0=5, e0=4, f0=1, g0=3. 

02. r1=2, r2=3, K1 =5, K2 =7, 
, , a4ˆ

1 =N 6ˆ
2 =N 0=1, b0=3, 

c0=5, d0=8, e0=3, f0=6, g0=5. 

03. r1=5, r2=3, K1 =6, 
K2 =2, , , 
a

4ˆ
1 =N 3ˆ

2 =N
0=1, b0=7, c0=3, d0=2, 
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e0=1, f0=6, g0=5. 
04. r1=2, r2=5, K1 =1, K2 =3, 

, , a2ˆ
1 =N 1ˆ

2 =N 0=5, b0=3, 
c0=4, d0=7, e0=5, f0=1, g0=4. 

05. r1=5, r2=3, K1 =1, K2 =4, 
, , a2ˆ

1 =N 3ˆ
2 =N 0=7, b0=2, 

c0=5, d0=3, e0=4, f0=7, g0=2. 

06. r1=2, r2=3, K1 =1, 
K2 =7, , , 
a

9ˆ
1 =N 4ˆ

2 =N
0=2, b0=3, c0=1, d0=5, 

e0=4, f0=2, g0=3. 
07. r1=2, r2=3, K1 =6, K2 =9, 

, , a4ˆ
1 =N 7ˆ

2 =N 0=1, b0=3, 
c0=5, d0=2, e0=6, f0=1, g0=4. 

08. r1=2, r2=3, K1 =8, K2 =6, 
, , a4ˆ

1 =N 7ˆ
2 =N 0=1, b0=5, 

c0=3, d0=2, e0=6, f0=9, g0=4. 

09. r1=2, r2=6, K1 =4, 
K2 =5, , , 
a

3ˆ
1 =N 1ˆ

2 =N
0=2, b0=5, c0=4, d0=7, 

e0=1, f0=5, g0=0. 
10. r1=2, r2=7, K1 =5, K2 =3, 

, , a4ˆ
1 =N 2ˆ

2 =N 0=3, b0=1, 
c0=7, d0=2, e0=0, f0=3, g0=1. 

11. r1=2, r2=7, K1 =4, K2 =5, 
, , a3ˆ

1 =N 1ˆ
2 =N 0=2, b0=5, 

c0=1, d0=4, e0=3, f0=5, g0=1. 

12. r1=6, r2=5, K1 =3, 
K2 =2, , , 
a

5ˆ
1 =N 1ˆ

2 =N
0=4, b0=9, c0=8, d0=3, 

e0=2, f0=7, g0=2. 
13. r1=6, r2=1, K1 =5, K2 =3, 

, , a2ˆ
1 =N 1ˆ

2 =N 0=4, b0=9, 
c0=2, d0=5, e0=3, f0=1, g0=0. 

14. r1=5, r2=4, K1 =9, K2 =8, 
, , a7ˆ

1 =N 2ˆ
2 =N 0=1, b0=2, 

c0=0, d0=4, e0=7, f0=1, g0=3. 

15. r1=2, r2=7, K1 =3, 
K2 =1, , , 
a

2ˆ
1 =N 4ˆ

2 =N
0=3, b0=6, c0=7, d0=2, 

e0=1, f0=5, g0=1. 
16. r1=3, r2=1, K1 =7, K2 =9, 

, , a3ˆ
1 =N 7ˆ

2 =N 0=2, b0=3, 
c0=1, d0=4, e0=5, f0=3, g0=1. 

17. r1=2, r2=5, K1 =3, K2 =1, 
, , a6ˆ

1 =N 4ˆ
2 =N 0=5, b0=1, 

c0=0, d0=2, e0=5, f0=4, g0=9. 

18. r1=2, r2=4, K1 =3, 
K2 =7, , , 
a

5ˆ
1 =N 1ˆ

2 =N
0=5, b0=7, c0=1, d0=3, 

e0=6, f0=2, g0=1. 
19. r1=2, r2=7, K1 =3, K2 =1, 

, , a4ˆ
1 =N 2ˆ

2 =N 0=6, b0=9, 
c0=1, d0=3, e0=0, f0=2, g0=6. 

20. r1=3, r2=7, K1 =2, K2 =5, 
, , a1ˆ

1 =N 8ˆ
2 =N 0=2, b0=4, 

c0=3, d0=7, e0=1, f0=3, g0=2. 

21. r1=5, r2=3, K1 =2, 
K2 =7, , , 
a

1ˆ
1 =N 4ˆ

2 =N
0=9, b0=8, c0=3, d0=1, 

e0=5, f0=9, g0=3. 
22. r1=6, r2=9, K1 =2, K2 =1, 

, , a3ˆ
1 =N 9ˆ

2 =N 0=2, b0=1, 
c0=7, d0=5, e0=1, f0=3, g0=4. 

23. r1=4, r2=6, K1 =9, K2 =7, 
, , a5ˆ

1 =N 1ˆ
2 =N 0=4, b0=3, 

c0=7, d0=1, e0=0, f0=6, g0=0. 

24. r1=2, r2=1, K1 =7, 
K2 =3, , , 
a

4ˆ
1 =N 2ˆ

2 =N
0=1, b0=7, c0=3, d0=6, 

e0=9, f0=8, g0=3. 
25. r1=8, r2=2, K1 =5, K2 =7, 

, , a1ˆ
1 =N 4ˆ

2 =N 0=1, b0=3, 
c0=4, d0=2, e0=7, f0=3, g0=5. 

26. r1=2, r2=5, K1 =3, K2 =6, 
, , a2ˆ

1 =N 5ˆ
2 =N 0=3, b0=2, 

c0=4, d0=2, e0=7, f0=8, g0=1. 

27. r1=3, r2=4, K1 =5, 
K2 =2, , , 
a

7ˆ
1 =N 1ˆ

2 =N
0=4, b0=5, c0=1, d0=3, 

e0=6, f0=9, g0=1. 
28. r1=4, r2=1, K1 =8, K2 =3, 

, , a5ˆ
1 =N 1ˆ

2 =N 0=2, b0=1, 
c0=6, d0=9, e0=4, f0=8, g0=5. 

29. r1=3, r2=2, K1 =6, K2 =5, 
, , a4ˆ

1 =N 3ˆ
2 =N 0=1, b0=0, 

c0=3, d0=5, e0=1, f0=4, g0=3. 

30. r1=7, r2=1, K1 =3, 
K2 =2, , , 
a

6ˆ
1 =N 4ˆ

2 =N
0=3, b0=1, c0=7, d0=5, 

e0=3, f0=0, g0=1. 
 
VI) Построить зависимости количества произведенного товара от емкости рын-
ка при постоянных значениях рассматриваемых расходов a0, b0, c0, d0, e0, f0, g0
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01. r1=2, r2=1, t =3, , 
, a

1ˆ
1 =N

4ˆ
2 =N 0=1, b0=2, c0=3, 

d0=5, e0=4, f0=1, g0=3. 

02. r1=2, r2=3, t =5, , 
, a

4ˆ
1 =N

6ˆ
2 =N 0=1, b0=3, c0=5, 

d0=8, e0=3, f0=6, g0=5. 

03. r1=5, r2=3, t =6, 
, , a4ˆ

1 =N 3ˆ
2 =N 0=1, 

b0=7, c0=3, d0=2, e0=1, 
f0=6, g0=5. 

04. r1=2, r2=5, t =3, , 
, a

2ˆ
1 =N

1ˆ
2 =N 0=5, b0=3, c0=4, 

d0=7, e0=5, f0=1, g0=4. 

05. r1=5, r2=3, t =1, , 
, a

2ˆ
1 =N

3ˆ
2 =N 0=7, b0=2, c0=5, 

d0=3, e0=4, f0=7, g0=2. 

06. r1=2, r2=3, t =1, 
, , a9ˆ

1 =N 4ˆ
2 =N 0=2, 

b0=3, c0=1, d0=5, e0=4, 
f0=2, g0=3. 

07. r1=2, r2=3, t =6, , 
, a

4ˆ
1 =N

7ˆ
2 =N 0=1, b0=3, c0=5, 

d0=2, e0=6, f0=1, g0=4. 

08. r1=2, r2=3, t =2, , 
, a

4ˆ
1 =N

7ˆ
2 =N 0=1, b0=5, c0=3, 

d0=2, e0=6, f0=9, g0=4. 

09: r1=2, r2=6, t =4, 
, , a3ˆ

1 =N 1ˆ
2 =N 0=2, 

b0=5, c0=4, d0=7, e0=1, 
f0=5, g0=0. 

10. r1=2, r2=7, t  =5, , 
, a

4ˆ
1 =N

2ˆ
2 =N 0=3, b0=1, c0=7, 

d0=2, e0=0, f0=3, g0=1. 

11. r1=2, r2=7, t =4, , 
, a

3ˆ
1 =N

1ˆ
2 =N 0=2, b0=5, c0=1, 

d0=4, e0=3, f0=5, g0=1. 

12. r1=6, r2=5, t =3, 
, , a5ˆ

1 =N 1ˆ
2 =N 0=4, 

b0=9, c0=8, d0=3, e0=2, 
f0=7, g0=2. 

13. r1=6, r2=1, t =5, , 
, a

2ˆ
1 =N

1ˆ
2 =N 0=4, b0=9, c0=2, 

d0=5, e0=3, f0=1, g0=0. 

14. r1=5, r2=4, t =9, , 
, a

7ˆ
1 =N

2ˆ
2 =N 0=1, b0=2, c0=0, 

d0=4, e0=7, f0=1, g0=3. 

15. r1=2, r2=7, t =3, 
, , a2ˆ

1 =N 4ˆ
2 =N 0=3, 

b0=6, c0=7, d0=2, e0=1, 
f0=5, g0=1. 

16. r1=3, r2=1, t =7, , 
, a

3ˆ
1 =N

7ˆ
2 =N 0=2, b0=3, c0=1, 

d0=4, e0=5, f0=3, g0=1. 

17. r1=2, r2=5, t  =3, , 
, a

6ˆ
1 =N

4ˆ
2 =N 0=5, b0=1, c0=0, 

d0=2, e0=5, f0=4, g0=9. 

18. r1=2, r2=4, t =3, 
, , a5ˆ

1 =N 1ˆ
2 =N 0=5, 

b0=7, c0=1, d0=3, e0=6, 
f0=2, g0=1. 

19. r1=2, r2=7, t =3, , 
, a

4ˆ
1 =N

2ˆ
2 =N 0=6, b0=9, c0=1, 

d0=3, e0=0, f0=2, g0=6. 

20. r1=3, r2=7, t =2, , 
, a

1ˆ
1 =N

8ˆ
2 =N 0=2, b0=4, c0=3, 

d0=7, e0=1, f0=3, g0=2. 

21. r1=5, r2=3, t =2, 
, , a1ˆ

1 =N 4ˆ
2 =N 0=9, 

b0=8, c0=3, d0=1, e0=5, 
f0=9, g0=3. 

22. r1=6, r2=9, t  =2, , 
, a

3ˆ
1 =N

9ˆ
2 =N 0=2, b0=1, c0=7, 

d0=5, e0=1, f0=3, g0=4. 

23. r1=4, r2=6, t  =9, , 
, a

5ˆ
1 =N

1ˆ
2 =N 0=4, b0=3, c0=7, 

d0=1, e0=0, f0=6, g0=0. 

24. r1=2, r2=1, t  =7, 
, , a4ˆ

1 =N 2ˆ
2 =N 0=1, 

b0=7, c0=3, d0=6, e0=9, 
f0=8, g0=3. 

25 r1=8, r2=2, t  =5, , 
, a

1ˆ
1 =N

4ˆ
2 =N 0=1, b0=3, c0=4, 

d0=2, e0=7, f0=3, g0=5. 

26. r1=2, r2=5, t  =3, , 
, a

2ˆ
1 =N

5ˆ
2 =N 0=3, b0=2, c0=4, 

d0=2, e0=7, f0=8, g0=1. 

27. r1=3, r2=4, t  =5, 
, , a7ˆ

1 =N 1ˆ
2 =N 0=4, 

b0=5, c0=1, d0=3, e0=6, 
f0=9, g0=1. 

28. r1=4, r2=1, t  =8, , 
, a

5ˆ
1 =N

1ˆ
2 =N 0=2, b0=1, c0=6, 

d0=9, e0=4, f0=8, g0=5. 

29. r1=3, r2=2, t  =6, , 
, a

4ˆ
1 =N

3ˆ
2 =N 0=1, b0=0, c0=3, 

d0=5, e0=1, f0=4, g0=3. 

30. r1=7, r2=1, t  =3, 
, , a6ˆ

1 =N 4ˆ
2 =N 0=3, 

b0=1, c0=7, d0=5, e0=3, 
f0=0, g0=1. 
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VII) Построить зависимости количества произведенного товара от параметра 
роста количества товаров при постоянных значениях рассматриваемых расхо-
дов a0, b0, c0, d0, e0, f0, g0

 105

01. t=2, K1 =3, K2 =1, 
, , a1ˆ

1 =N 4ˆ
2 =N 0=1, b0=2, 

c0=3, d0=5, e0=4, f0=1, g0=3. 

02. t =3, K1 =5, K2 =7, 
, , a4ˆ

1 =N 6ˆ
2 =N 0=1, b0=3, 

c0=5, d0=8, e0=3, f0=6, g0=5.

03. t  =1, K1 =6, K2 =2, 
, , a4ˆ

1 =N 3ˆ
2 =N 0=1, 

b0=7, c0=3, d0=2, e0=1, 
f0=6, g0=5. 

04. t =4, K1 =1, K2 =3, 
, , a2ˆ

1 =N 1ˆ
2 =N 0=5, b0=3, 

c0=4, d0=7, e0=5, f0=1, g0=4. 

05. t =5, K1 =1, K2 =4, 
, , a2ˆ

1 =N 3ˆ
2 =N 0=7, b0=2, 

c0=5, d0=3, e0=4, f0=7, g0=2.

06. t =2, K1 =1, K2 =7, 
, , a9ˆ

1 =N 4ˆ
2 =N 0=2, 

b0=3, c0=1, d0=5, e0=4, 
f0=2, g0=3. 

07. t  =2, K1 =6, K2 =9, 
, , a4ˆ

1 =N 7ˆ
2 =N 0=1, b0=3, 

c0=5, d0=2, e0=6, f0=1, g0=4. 

08. t  =2, K1 =8, K2 =6, 
, , a4ˆ

1 =N 7ˆ
2 =N 0=1, b0=5, 

c0=3, d0=2, e0=6, f0=9, g0=4.

09. t =2, K1 =4, K2 =5, 
, , a3ˆ

1 =N 1ˆ
2 =N 0=2, 

b0=5, c0=4, d0=7, e0=1, 
f0=5, g0=0. 

10. t =7, K1 =5, K2 =3, 
, , a4ˆ

1 =N 2ˆ
2 =N 0=3, b0=1, 

c0=7, d0=2, e0=0, f0=3, g0=1. 

11. t =7, K1 =4, K2 =5, 
, , a3ˆ

1 =N 1ˆ
2 =N 0=2, b0=5, 

c0=1, d0=4, e0=3, f0=5, g0=1.

12. t =6, K1 =3, K2 =2, 
, , a5ˆ

1 =N 1ˆ
2 =N 0=4, 

b0=9, c0=8, d0=3, e0=2, 
f0=7, g0=2. 

13. r1=6, r2=1, K1 =5, K2 =3, 
, , a2ˆ

1 =N 1ˆ
2 =N 0=4, b0=9, 

c0=2, d0=5, e0=3, f0=1, g0=0. 

14. r1=5, r2=4, K1 =9, K2 =8, 
, , a7ˆ

1 =N 2ˆ
2 =N 0=1, b0=2, 

c0=0, d0=4, e0=7, f0=1, g0=3.

15. t =2, K1 =3, K2 =1, 
, , a2ˆ

1 =N 4ˆ
2 =N 0=3, 

b0=6, c0=7, d0=2, e0=1, 
f0=5, g0=1. 

16. t =3, K1 =7, K2 =9, 
, , a3ˆ

1 =N 7ˆ
2 =N 0=2, b0=3, 

c0=1, d0=4, e0=5, f0=3, g0=1. 

17. t =5, K1 =3, K2 =1, 
, , a6ˆ

1 =N 4ˆ
2 =N 0=5, b0=1, 

c0=0, d0=2, e0=5, f0=4, g0=9.

18. t  =4, K1 =3, K2 =7, 
, , a5ˆ

1 =N 1ˆ
2 =N 0=5, 

b0=7, c0=1, d0=3, e0=6, 
f0=2, g0=1. 

19. t =2, K1 =3, K2 =1, 
, , a4ˆ

1 =N 2ˆ
2 =N 0=6, b0=9, 

c0=1, d0=3, e0=0, f0=2, g0=6. 

20. t =7, K1 =2, K2 =5, 
, , a1ˆ

1 =N 8ˆ
2 =N 0=2, b0=4, 

c0=3, d0=7, e0=1, f0=3, g0=2.

21. t =3, K1 =2, K2 =7, 
, , a1ˆ

1 =N 4ˆ
2 =N 0=9, 

b0=8, c0=3, d0=1, e0=5, 
f0=9, g0=3. 

22. t =9, K1 =2, K2 =1, 
, , a3ˆ

1 =N 9ˆ
2 =N 0=2, b0=1, 

c0=7, d0=5, e0=1, f0=3, g0=4. 

23. t  =6, K1 =9, K2 =7, 
, , a5ˆ

1 =N 1ˆ
2 =N 0=4, b0=3, 

c0=7, d0=1, e0=0, f0=6, g0=0.

24. t =2, K1 =7, K2 =3, 
, , a4ˆ

1 =N 2ˆ
2 =N 0=1, 

b0=7, c0=3, d0=6, e0=9, 
f0=8, g0=3. 

25. t  =8, K1 =5, K2 =7, 
, , a1ˆ

1 =N 4ˆ
2 =N 0=1, b0=3, 

c0=4, d0=2, e0=7, f0=3, g0=5. 

26. t  =5, K1 =3, K2 =6, 
, , a2ˆ

1 =N 5ˆ
2 =N 0=3, b0=2, 

c0=4, d0=2, e0=7, f0=8, g0=1.

27. t  =3, K1 =5, K2 =2, 
, , a7ˆ

1 =N 1ˆ
2 =N 0=4, 

b0=5, c0=1, d0=3, e0=6, 
f0=9, g0=1. 

28. t  =4, K1 =8, K2 =3, 29. t  =2, K1 =6, K2 =5, 30. t  =7, K1 =3, K2 =2, 



5ˆ
1 =N , , a1ˆ

2 =N 0=2, b0=1, 
c0=6, d0=9, e0=4, f0=8, g0=5. 

4ˆ
1 =N , , a3ˆ

2 =N 0=1, b0=0, 
c0=3, d0=5, e0=1, f0=4, g0=3.

6ˆ
1 =N , , a4ˆ

2 =N 0=3, 
b0=1, c0=7, d0=5, e0=3, 

f0=0, g0=1. 
 
VIII) Построить зависимости прибыли от времени при постоянных значениях 
рассматриваемых расходов a0, b0, c0, d0, e0, f0, g0

01. r1=2, r2=1, K1 =3, K2 

=1, , , a1ˆ
1 =N 4ˆ

2 =N 0=1, 
b0=2, c0=3, d0=5, e0=4, 

f0=1, g0=3. 

02. r1=2, r2=3, K1 =5, K2 

=7, , , a4ˆ
1 =N 6ˆ

2 =N 0=1, 
b0=3, c0=5, d0=8, e0=3, 

f0=6, g0=5. 

03. r1=2, r2=1, K1 =3, K2 

=1, , , a1ˆ
1 =N 4ˆ

2 =N 0=1, 
b0=2, c0=3, d0=5, e0=4, 

f0=1, g0=3. 
04. r1=5, r2=3, K1 =6, K2 

=2, , , a4ˆ
1 =N 3ˆ

2 =N 0=1, 
b0=7, c0=3, d0=2, e0=1, 

f0=6, g0=5. 

05. r1=2, r2=5, K1 =1, K2 

=3, , , a2ˆ
1 =N 1ˆ

2 =N 0=5, 
b0=3, c0=4, d0=7, e0=5, 

f0=1, g0=4. 

06. r1=5, r2=3, K1 =6, K2 

=2, , , a4ˆ
1 =N 3ˆ

2 =N 0=1, 
b0=7, c0=3, d0=2, e0=1, 

f0=6, g0=5. 
07. r1=5, r2=3, K1 =1, K2 

=4, , , a2ˆ
1 =N 3ˆ

2 =N 0=7, 
b0=2, c0=5, d0=3, e0=4, 

f0=7, g0=2. 

08. r1=2, r2=3, K1 =1, K2 

=7, , , a9ˆ
1 =N 4ˆ

2 =N 0=2, 
b0=3, c0=1, d0=5, e0=4, 

f0=2, g0=3. 

09. r1=5, r2=3, K1 =1, K2 

=4, , , a2ˆ
1 =N 3ˆ

2 =N 0=7, 
b0=2, c0=5, d0=3, e0=4, 

f0=7, g0=2. 
10. r1=2, r2=3, K1 =6, K2 

=9, , , a4ˆ
1 =N 7ˆ

2 =N 0=1, 
b0=3, c0=5, d0=2, e0=6, 

f0=1, g0=4. 

11. r1=2, r2=3, K1 =8, K2 

=6, , , a4ˆ
1 =N 7ˆ

2 =N 0=1, 
b0=5, c0=3, d0=2, e0=6, 

f0=9, g0=4. 

12. r1=2, r2=3, K1 =6, K2 

=9, , , a4ˆ
1 =N 7ˆ

2 =N 0=1, 
b0=3, c0=5, d0=2, e0=6, 

f0=1, g0=4. 
13. r1=2, r2=6, K1 =4, K2 

=5, , , a3ˆ
1 =N 1ˆ

2 =N 0=2, 
b0=5, c0=4, d0=7, e0=1, 

f0=5, g0=0. 

14. r1=2, r2=7, K1 =5, K2 

=3, , , a4ˆ
1 =N 2ˆ

2 =N 0=3, 
b0=1, c0=7, d0=2, e0=0, 

f0=3, g0=1. 

15. r1=2, r2=6, K1 =4, K2 

=5, , , a3ˆ
1 =N 1ˆ

2 =N 0=2, 
b0=5, c0=4, d0=7, e0=1, 

f0=5, g0=0. 
16. r1=2, r2=7, K1 =4, K2 

=5, , , a3ˆ
1 =N 1ˆ

2 =N 0=2, 
b0=5, c0=1, d0=4, e0=3, 

f0=5, g0=1. 

17. r1=6, r2=5, K1 =3, K2 

=2, , , a5ˆ
1 =N 1ˆ

2 =N 0=4, 
b0=9, c0=8, d0=3, e0=2, 

f0=7, g0=2. 

18. r1=2, r2=7, K1 =4, K2 

=5, , , a3ˆ
1 =N 1ˆ

2 =N 0=2, 
b0=5, c0=1, d0=4, e0=3, 

f0=5, g0=1. 
19. r1=6, r2=1, K1 =5, K2 

=3, , , a2ˆ
1 =N 1ˆ

2 =N 0=4, 
b0=9, c0=2, d0=5, e0=3, 

f0=1, g0=0. 

20. r1=5, r2=4, K1 =9, K2 

=8, , , a7ˆ
1 =N 2ˆ

2 =N 0=1, 
b0=2, c0=0, d0=4, e0=7, 

f0=1, g0=3. 

21. r1=6, r2=1, K1 =5, K2 

=3, , , a2ˆ
1 =N 1ˆ

2 =N 0=4, 
b0=9, c0=2, d0=5, e0=3, 

f0=1, g0=0. 
22. r1=2, r2=7, K1 =3, K2 

=1, , , a2ˆ
1 =N 4ˆ

2 =N 0=3, 
b0=6, c0=7, d0=2, e0=1, 

f0=5, g0=1. 

23. r1=3, r2=1, K1 =7, K2 

=9, , , a3ˆ
1 =N 7ˆ

2 =N 0=2, 
b0=3, c0=1, d0=4, e0=5, 

f0=3, g0=1. 

24. r1=2, r2=7, K1 =3, K2 

=1, , , a2ˆ
1 =N 4ˆ

2 =N 0=3, 
b0=6, c0=7, d0=2, e0=1, 

f0=5, g0=1. 
25. r1=2, r2=5, K1 =3, K2 

=1, , , a6ˆ
1 =N 4ˆ

2 =N 0=5, 
26. r1=2, r2=4, K1 =3, K2 

=7, , , a5ˆ
1 =N 1ˆ

2 =N 0=5, 
27. r1=2, r2=5, K1 =3, K2 

=1, , , a6ˆ
1 =N 4ˆ

2 =N 0=5, 
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b0=1, c0=0, d0=2, e0=5, 
f0=4, g0=9. 

b0=7, c0=1, d0=3, e0=6, 
f0=2, g0=1. 

b0=1, c0=0, d0=2, e0=5, 
f0=4, g0=9. 

28. r1=2, r2=7, K1 =3, K2 

=1, , , a4ˆ
1 =N 2ˆ

2 =N 0=6, 
b0=9, c0=1, d0=3, e0=0, 

f0=2, g0=6. 

29. r1=3, r2=7, K1 =2, K2 

=5, , , a1ˆ
1 =N 8ˆ

2 =N 0=2, 
b0=4, c0=3, d0=7, e0=1, 

f0=3, g0=2. 

30. r1=2, r2=7, K1 =3, K2 

=1, , , a4ˆ
1 =N 2ˆ

2 =N 0=6, 
b0=9, c0=1, d0=3, e0=0, 

f0=2, g0=6. 
 
IX) Построить зависимости прибыли от емкости рынка при постоянных значе-
ниях рассматриваемых расходов a0, b0, c0, d0, e0, f0, g0

01. r1=2, r2=1, t =3, , 
, a

1ˆ
1 =N

4ˆ
2 =N 0=1, b0=2, c0=3, 

d0=5, e0=4, f0=1, g0=3, 
γ1=0.3, γ2=0.2. 

02. r1=2, r2=3, t =5, 
, , a4ˆ

1 =N 6ˆ
2 =N 0=1, 

b0=3, c0=5, d0=8, e0=3, 
f0=6, g0=5, γ1=0.2, γ2=0.5. 

03. t  =7, K1 =3, K2 =2, 
, , a6ˆ

1 =N 4ˆ
2 =N 0=3, 

b0=1, c0=7, d0=5, e0=3, 
f0=0, g0=1. 

04. r1=5, r2=3, t =6, 
, , a4ˆ

1 =N 3ˆ
2 =N 0=1, 

b0=7, c0=3, d0=2, e0=1, 
f0=6, g0=5, γ1=0.4, γ2=0.1. 

05. r1=2, r2=5, t =3, 
, , a2ˆ

1 =N 1ˆ
2 =N 0=5, 

b0=3, c0=4, d0=7, e0=5, 
f0=1, g0=4, γ1=0.1, γ2=0.7. 

06. r1=5, r2=3, t =6, 
, , a4ˆ

1 =N 3ˆ
2 =N 0=1, 

b0=7, c0=3, d0=2, e0=1, 
f0=6, g0=5, γ1=0.4, γ2=0.5. 

07. r1=5, r2=3, t =1, 
, , a2ˆ

1 =N 3ˆ
2 =N 0=7, 

b0=2, c0=5, d0=3, e0=4, 
f0=7, g0=2, γ1=0.3, γ2=0.4. 

08. r1=2, r2=3, t =1, 
, , a9ˆ

1 =N 4ˆ
2 =N 0=2, 

b0=3, c0=1, d0=5, e0=4, 
f0=2, g0=3, γ1=0.6, γ2=0.4. 

09. r1=5, r2=3, t =1, 
, , a2ˆ

1 =N 3ˆ
2 =N 0=7, 

b0=2, c0=5, d0=3, e0=4, 
f0=7, g0=2, γ1=0.7, γ2=0.2. 

10. r1=2, r2=3, t =6, 
, , a4ˆ

1 =N 7ˆ
2 =N 0=1, 

b0=3, c0=5, d0=2, e0=6, 
f0=1, g0=4, γ1=0.1, γ2=0.7. 

11. r1=2, r2=3, t =2, 
, , a4ˆ

1 =N 7ˆ
2 =N 0=1, 

b0=5, c0=3, d0=2, e0=6, 
f0=9, g0=4, γ1=0.9, γ2=0.7. 

12. r1=2, r2=3, t =6, 
, , a4ˆ

1 =N 7ˆ
2 =N 0=1, 

b0=3, c0=5, d0=2, e0=6, 
f0=1, g0=4, γ1=0.2, γ2=0.1. 

13. r1=2, r2=6, t =4, 
, , a3ˆ

1 =N 1ˆ
2 =N 0=2, 

b0=5, c0=4, d0=7, e0=1, 
f0=5, g0=0, γ1=0.2, γ2=0.5. 

14. r1=2, r2=7, t  =5, 
, , a4ˆ

1 =N 2ˆ
2 =N 0=3, 

b0=1, c0=7, d0=2, e0=0, 
f0=3, g0=1, γ1=0.5, γ2=0.3. 

15. r1=2, r2=6, t =4, 
, , a3ˆ

1 =N 1ˆ
2 =N 0=2, 

b0=5, c0=4, d0=7, e0=1, 
f0=5, g0=0, γ1=0.3, γ2=0.7. 

16. r1=2, r2=7, t =4, 
, , a3ˆ

1 =N 1ˆ
2 =N 0=2, 

b0=5, c0=1, d0=4, e0=3, 
f0=5, g0=1, γ1=0.4, γ2=0.7. 

17. r1=6, r2=5, t =3, 
, , a5ˆ

1 =N 1ˆ
2 =N 0=4, 

b0=9, c0=8, d0=3, e0=2, 
f0=7, g0=2, γ1=0.4, γ2=0.5. 

18. r1=2, r2=7, t =4, 
, , a3ˆ

1 =N 1ˆ
2 =N 0=2, 

b0=5, c0=1, d0=4, e0=3, 
f0=5, g0=1, γ1=0.5, γ2=0.7. 

19. r1=6, r2=1, t =5, 
, , a2ˆ

1 =N 1ˆ
2 =N 0=4, 

b0=9, c0=2, d0=5, e0=3, 
f0=1, g0=0, γ1=0.5, γ2=0.9. 

20. r1=5, r2=4, t =9, 
, , a7ˆ

1 =N 2ˆ
2 =N 0=1, 

b0=2, c0=0, d0=4, e0=7, 
f0=1, g0=3, γ1=0.8, γ2=0.6. 

21. r1=6, r2=1, t =5, 
, , a2ˆ

1 =N 1ˆ
2 =N 0=4, 

b0=9, c0=2, d0=5, e0=3, 
f0=1, g0=0, γ1=0.5, γ2=0.1. 

22. r1=2, r2=7, t =3, 
, , a2ˆ

1 =N 4ˆ
2 =N 0=3, 

b0=6, c0=7, d0=2, e0=1, 

23. r1=3, r2=1, t =7, 
, , a3ˆ

1 =N 7ˆ
2 =N 0=2, 

b0=3, c0=1, d0=4, e0=5, 

24. r1=2, r2=7, t =3, 
, , a2ˆ

1 =N 4ˆ
2 =N 0=3, 

b0=6, c0=7, d0=2, e0=1, 
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f0=5, g0=1, γ1=0.2, γ2=0.1. f0=3, g0=1, γ1=0.4, γ2=0.2. f0=5, g0=1, γ1=0.3, γ2=0.9. 
25. r1=2, r2=5, t  =3, 

, , a6ˆ
1 =N 4ˆ

2 =N 0=5, 
b0=1, c0=0, d0=2, e0=5, 

f0=4, g0=9, γ1=0.2, γ2=0.7. 

26. r1=2, r2=4, t =3, 
, , a5ˆ

1 =N 1ˆ
2 =N 0=5, 

b0=7, c0=1, d0=3, e0=6, 
f0=2, g0=1, γ1=0.3, γ2=0.7. 

27. r1=2, r2=5, t  =3, 
, , a6ˆ

1 =N 4ˆ
2 =N 0=5, 

b0=1, c0=0, d0=2, e0=5, 
f0=4, g0=9, γ1=0.2, γ2=0.9. 

28. r1=2, r2=7, t =3, 
, , a4ˆ

1 =N 2ˆ
2 =N 0=6, 

b0=9, c0=1, d0=3, e0=0, 
f0=2, g0=6, γ1=0.4, γ2=0.9. 

29. r1=3, r2=7, t =2, , 
, a

1ˆ
1 =N

8ˆ
2 =N 0=2, b0=4, c0=3, 

d0=7, e0=1, f0=3, g0=2, 
γ1=0.5, γ2=0.4. 

30. r1=2, r2=7, t =3, 
, , a4ˆ

1 =N 2ˆ
2 =N 0=6, 

b0=9, c0=1, d0=3, e0=0, 
f0=2, g0=6, γ1=0.8, γ2=0.3. 

 
X) Построить зависимости прибыли от параметра роста количества товаров при 
постоянных значениях рассматриваемых расходов a0, b0, c0, d0, e0, f0, g0

01. t=2, K1 =3, K2 =1, 
, , a1ˆ

1 =N 4ˆ
2 =N 0=1, b0=2, 

c0=3, d0=5, e0=4, f0=1, g0=3. 

02. t =3, K1 =5, K2 =7, 
, , a4ˆ

1 =N 6ˆ
2 =N 0=1, b0=3, 

c0=5, d0=8, e0=3, f0=6, g0=5.

03. t  =1, K1 =6, K2 =2, 
, , a4ˆ

1 =N 3ˆ
2 =N 0=1, 

b0=7, c0=3, d0=2, e0=1, 
f0=6, g0=5. 

04. t =4, K1 =1, K2 =3, 
, , a2ˆ

1 =N 1ˆ
2 =N 0=5, b0=3, 

c0=4, d0=7, e0=5, f0=1, g0=4. 

05. t =5, K1 =1, K2 =4, 
, , a2ˆ

1 =N 3ˆ
2 =N 0=7, b0=2, 

c0=5, d0=3, e0=4, f0=7, g0=2.

06. t =2, K1 =1, K2 =7, 
, , a9ˆ

1 =N 4ˆ
2 =N 0=2, 

b0=3, c0=1, d0=5, e0=4, 
f0=2, g0=3. 

07. t  =2, K1 =6, K2 =9, 
, , a4ˆ

1 =N 7ˆ
2 =N 0=1, b0=3, 

c0=5, d0=2, e0=6, f0=1, g0=4. 

08. t  =2, K1 =8, K2 =6, 
, , a4ˆ

1 =N 7ˆ
2 =N 0=1, b0=5, 

c0=3, d0=2, e0=6, f0=9, g0=4.

09. t =2, K1 =4, K2 =5, 
, , a3ˆ

1 =N 1ˆ
2 =N 0=2, 

b0=5, c0=4, d0=7, e0=1, 
f0=5, g0=0. 

10. t =7, K1 =5, K2 =3, 
, , a4ˆ

1 =N 2ˆ
2 =N 0=3, b0=1, 

c0=7, d0=2, e0=0, f0=3, g0=1. 

11. t =7, K1 =4, K2 =5, 
, , a3ˆ

1 =N 1ˆ
2 =N 0=2, b0=5, 

c0=1, d0=4, e0=3, f0=5, g0=1.

12. t =6, K1 =3, K2 =2, 
, , a5ˆ

1 =N 1ˆ
2 =N 0=4, 

b0=9, c0=8, d0=3, e0=2, 
f0=7, g0=2. 

13. r1=6, r2=1, K1 =5, K2 =3, 
, , a2ˆ

1 =N 1ˆ
2 =N 0=4, b0=9, 

c0=2, d0=5, e0=3, f0=1, g0=0. 

14. r1=5, r2=4, K1 =9, K2 =8, 
, , a7ˆ

1 =N 2ˆ
2 =N 0=1, b0=2, 

c0=0, d0=4, e0=7, f0=1, g0=3.

15. t =2, K1 =3, K2 =1, 
, , a2ˆ

1 =N 4ˆ
2 =N 0=3, 

b0=6, c0=7, d0=2, e0=1, 
f0=5, g0=1. 

16. t =3, K1 =7, K2 =9, 
, , a3ˆ

1 =N 7ˆ
2 =N 0=2, b0=3, 

c0=1, d0=4, e0=5, f0=3, g0=1. 

17. t =5, K1 =3, K2 =1, 
, , a6ˆ

1 =N 4ˆ
2 =N 0=5, b0=1, 

c0=0, d0=2, e0=5, f0=4, g0=9.

18. t  =4, K1 =3, K2 =7, 
, , a5ˆ

1 =N 1ˆ
2 =N 0=5, 

b0=7, c0=1, d0=3, e0=6, 
f0=2, g0=1. 

19. t =2, K1 =3, K2 =1, 
, , a4ˆ

1 =N 2ˆ
2 =N 0=6, b0=9, 

c0=1, d0=3, e0=0, f0=2, g0=6. 

20. t =7, K1 =2, K2 =5, 
, , a1ˆ

1 =N 8ˆ
2 =N 0=2, b0=4, 

c0=3, d0=7, e0=1, f0=3, g0=2.

21. t =3, K1 =2, K2 =7, 
, , a1ˆ

1 =N 4ˆ
2 =N 0=9, 

b0=8, c0=3, d0=1, e0=5, 
f0=9, g0=3. 
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22. t =9, K1 =2, K2 =1, 
, , a3ˆ

1 =N 9ˆ
2 =N 0=2, b0=1, 

c0=7, d0=5, e0=1, f0=3, g0=4. 

23. t  =6, K1 =9, K2 =7, 
, , a5ˆ

1 =N 1ˆ
2 =N 0=4, b0=3, 

c0=7, d0=1, e0=0, f0=6, g0=0.

24. t =2, K1 =7, K2 =3, 
, , a4ˆ

1 =N 2ˆ
2 =N 0=1, 

b0=7, c0=3, d0=6, e0=9, 
f0=8, g0=3. 

25. t  =8, K1 =5, K2 =7, 
, , a1ˆ

1 =N 4ˆ
2 =N 0=1, b0=3, 

c0=4, d0=2, e0=7, f0=3, g0=5. 

26. t  =5, K1 =3, K2 =6, 
, , a2ˆ

1 =N 5ˆ
2 =N 0=3, b0=2, 

c0=4, d0=2, e0=7, f0=8, g0=1.

27. t  =3, K1 =5, K2 =2, 
, , a7ˆ

1 =N 1ˆ
2 =N 0=4, 

b0=5, c0=1, d0=3, e0=6, 
f0=9, g0=1. 

28. t  =4, K1 =8, K2 =3, 
, , a5ˆ

1 =N 1ˆ
2 =N 0=2, b0=1, 

c0=6, d0=9, e0=4, f0=8, g0=5. 

29. t  =2, K1 =6, K2 =5, 
, , a4ˆ

1 =N 3ˆ
2 =N 0=1, b0=0, 

c0=3, d0=5, e0=1, f0=4, g0=3.

30. t  =7, K1 =3, K2 =2, 
, , a6ˆ

1 =N 4ˆ
2 =N 0=3, 

b0=1, c0=7, d0=5, e0=3, 
f0=0, g0=1. 

 
XI) Найти плотность вероятности W (x,t) при постоянных коэффициентах диф-
фузии и сноса следующих значениях параметров 

01: D0=2, K0=-1, 
L=1, f  (x) =1- (x-1)2

 ; 
02. D0=3, K0=-5, 

L=π /3, f (x) = 2 sin (3 x); 
03. D0=2, K0=-4, 
L=2, f  (x) =8-2x2

 ; 
04: D0=1, K0=-3, 

L=3, f  (x) =27-3(x-3)2
 ; 

05. D0=3, K0=1, 
L=2π, f (x) = 4 sin (x/2); 

06. D0=2, K0=-7, 
L=5π, f (x) = 4 sin (x/5); 

07: D0=2, K0=-0.1, 
L=π  /5, f (x) = 4 sin (5 x); 

08. D0=0.3, K0=-5, 
L=5, f  (x) =125-5(x-5)2

 ; 
09. D0=0.3, K0=-5, 
L=1, f  (x) =1- (x-1)2

 ; 
10: D0=1, K0=-3, 

L=5, f  (x) =125-5(x-5)2
 ; 

11. D0=2, K0=-2, 
L=5π, f (x) = 4 sin (x/5); 

12. D0=4, K0=1, 
L=1, f  (x) =1- (x-1)2

 ; 
13: D0=2, K0=-1, 

L=π  /5, f (x) = 4 sin (5 x); 
14. D0=2, K0=-5, 

L=3, f  (x) =27-3(x-3)2
 ; 

15. D0=3, K0=-1, 
L=2, f  (x) =8-2x2

 ; 
16: D0=4, K0=-3, 
L=2, f  (x) =8-2x2

 ; 
17. D0=1, K0=4, 

L=3, f  (x) =27-3(x-3)2
 ; 

18. D0=3, K0=-5, 
L=1, f  (x) =1- (x-1)2

 ; 
19: D0=2, K0=-3, 

f  (x) = 2cos (3x +1); 
20. D0=1, K0=3, 

L=π  /5, f (x) = 4 sin (5 x); 
21. D0=1, K0=2, 

L=π /3, f (x) = 2 sin (3 x); 
23: D0=5, K0=-2, 

L=π /3, f (x) = 2 sin (3 x); 
24. D0=4, K0=-5, 

L=1, f  (x) =1- (x-1)2
 ; 

25. D0=3, K0=-3, 
L=3, f  (x) =27-3(x-3)2

 ; 
25: D0=1, K0=-2, 
L=2, f  (x) =8-2x2

 ; 
26. D0=5, K0=-4, 

L=π  /5, f (x) = 4 sin (5 x); 
27. D0=3, K0=1, 
L=2, f  (x) =8-2x2

 ; 
28: D0=1, K0=-3, 

L=2π, f (x) = 4 sin (x/2); 
29. D0=2, K0=-5, 

L=π /3, f (x) = 2 sin (3 x); 
30. D0=3, K0=-2, 
L=2, f  (x) =8-2x2

 ; 
 
XII) Найти плотность вероятности W (x,t) при переменных коэффициентах диф-
фузии и сноса для параметров, приведённых в задании XVIII и g (x,t) =(1-
x/L)(1-D0t/L2), h (x,t) =(1-x/L)(1-K0t/L). 
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