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ВВЕДЕНИЕ 

 

Курс линейной алгебры является важной составной частью подготовки 

бакалавра экономики и бакалавра прикладной информатики в экономике и 

управлении. Данный курс является математической основой для многих 

разделов большинства общенаучных и специальных экономических 

дисциплин таких, как «Математический анализ», «Теория вероятностей и 

математическая статистика», «Эконометрика», «Методы оптимальных 

решений», «Экономико-математические методы и модели», «Методы 

моделирования социально-экономических процессов». 

Настоящее пособие предназначено для помощи студентам, 

обучающимся по направлениям подготовки 09.03.03 «Прикладная 

информатика», 38.03.01 «Экономика» как очной, так и очно-заочной и 

заочной форм обучения. 

В основу структуры пособия положен тематический принцип. Сюда 

вошёл материал, относящийся к таким разделам дисциплины, как 

«Матрицы», «Системы линейных уравнений», «Собственные значения и 

собственные векторы матриц». Наряду с изложением основного 

теоретического материала по вышеперечисленным темам, в пособии 

приведены примеры решения типовых задач, вопросы для подготовки к 

экзамену и варианты контрольной работы. 
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Тема 1. МАТРИЦЫ 

 

1.1. Понятие матрицы 

 

Определение. Матрицей размера nm  называется прямоугольная 

таблица чисел, содержащая m  строк и n  столбцов: 

























mnmm

n

n

n

aaa

aaa

aaa

aaa

A

...

............

...

...

...

21

33231

22221

11211

. 

Каждый элемент матрицы снабжается двумя индексами: первый 

указывает номер строки, а второй – номер столбца, в котором расположен 

этот элемент. 

Пример. 











210

321
A  - матрица размера 32 . 

Определение. Две матрицы называются равными, если числа их строк и 

столбцов совпадают и равны элементы, расположенные на соответствующих 

местах этих матриц. 

Пример. Матрица 











210

321
A  равна матрице 

















 3

2

1
0

2
0

82log0sin

8log42
B . 

Определение. Матрица, имеющая одну строку, называется матрицей-

строкой, матрица, имеющая один столбец - матрицей-столбцом. 

Определение. Матрица размера nm  называется трапецеидальной 

(ступенчатой), если она имеет вид 





























000...00

..................

000...00

......00

..................

......0

......

2222

111211

rnrr

nr

nr

aa

aaa

aaaa

, 

где числа 
11

a , 
22

a , …, 
rr

a  отличны то нуля. 

Определение. Матрица, содержащая только нули, называется нулевой. 

Определение. Если число столбцов матрицы n  равно числу её строк, то 

матрицу называют квадратной матрицей порядка n : 
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























nnnn

n

n

n

aaa

aaa

aaa

aaa

A

...

............

...

...

...

21

33231

22221

11211

. 

Элементы 
11

a , 
22

a , …, 
nn

a  квадратной матрицы порядка n  образуют её 

главную диагональ, элементы na1 , 12 na , …, 1na  - побочную диагональ. 

Определение. Квадратная матрица называется диагональной, если все её 

элементы, расположенные вне главной диагонали, равны нулю. 

Определение. Диагональная матрица называется единичной, если все её 

элементы, расположенные на главной диагонали равны единице. Единичную 

матрицу обозначают буквой E : 























1...00

............

0...10

0...01

E . 

 

1.2. Операции над матрицами 

Над матрицами в линейной алгебре вводят следующие операции: 

1. Умножение матрицы на число: чтобы умножить матрицу на число, 

нужно каждый элемент матрицы умножить на это число: 

































mnmm

n

n

n

akakak

akakak

akakak

akakak

Ak

...

............

...

...

...

21

33231

22221

11211

. 

2. Сложение матриц: суммой двух матриц A  и B  одинаковых размеров 

называется матрица, элементы которой равны суммам элементов матриц A  и 

B , расположенных на соответствующих местах: 

























































nnmm

nn

mnm

n

mnm

n

baba

baba

bb

bb

aa

aa

BA

1111

111111

1

111

1

111

...

.........

...

...

.........

...

...

.........

...

. 

Пример.  






























 


1272

183

412

321
3

052

413
2 . 

3. Умножение матриц. Матрицу A  можно умножить на матрицу B  

только в том случае, когда число столбцов матрицы A  равно числу строк 

матрицы B . В результате умножения получится матрица C , у которой 
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столько же строк, сколько их в матрице A , и столько же столбцов, сколько 

их в матрице В : 



















































mkm

k

nkn

k

mnm

n

cc

cc

bb

bb

aa

aa

...

.........

...

...

.........

...

...

.........

...

1

111

1

111

1

111

, 

а элементы 
ij

с  матрицы C  вычисляются по формуле: 

njinjijiij
bababac  ...

2211
, 

то есть для получения элемента 
ij

c , расположенного в i -той строке и j -том 

столбце матрицы C , надо элементы i -той строки матрицы A  умножить на 

соответствующие элементы j -того столбца матрицы B  и полученные 

произведения сложить. 

Пример. Вычислить произведение матриц 

























1321

4321

5432

A , 























02

31

14

23

B . 

.

56

516

1912

01331)2(2121134)2(31

043)3(1221241)3(4231

0)5(3413222)5(144332










































 BA  

Как правило, умножение матриц не перестановочно, то есть ABBA  . 

Если же ABBA  , то матрицы A  и B  называются перестановочными. 

Перестановочными могут быть только квадратные матрицы. 

4. Транспонирование матрицы: чтобы транспонировать матрицу, нужно 

элементы i -той строки записать в i -тый столбец. Обозначение - TA . 

Пример. 


















60

62

43

A , 






 


664

023TA . 

Операции над матрицами обладают следующими свойствами. 

Свойства операций над матрицами 

1. ABBA  . 

2. ABBA  . 

3.     CBACBA  . 

4.     CBACBA  . 

5.   BABA   . 

6.   CABACBA  ,   ACABACB  . 

7. AAEEA  . 

8.   AA
TT  . 

9.   TT
AA   . 
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10.   TTT
BABA  . 

11.   TTT
ABBA  . 

 

1.3. Определители матриц 

Определителем квадратной матрицы называется число, обозначаемое 

Adet  или A  и вычисляемое по следующим правилам: 

I. Если A  - квадратная матрица первого порядка:  
11

aA  , то её 

определитель равен самому элементу матрицы: 
11

aA  . 

II. Если A  - квадратная матрица второго порядка: 











2221

1211

aa

aa
A , то её 

определитель вычисляется по следующей формуле: 

21122211
2221

1211 aaaa
aa

aa
A  . 

Пример. Вычислить определитель матрицы 











31

42
A . 

.1014)3(2
31

42



A  

III. Если A  - квадратная матрица третьего порядка: 



















332331

232221

131211

aaa

aaa

aaa

A , 

то её определитель вычисляется по правилу треугольников: 

.211233233211312213231231232113332211

332331

232221

131211

aaaaaaaaaaaaaaaaaa

aaa

aaa

aaa

A




 

Пример. Вычислить определитель матрицы 


















987

654

321

A . 

0861429753843762951

987

654

321

A . 

Определение. Матрица, определитель которой равен нулю, называется 

вырожденной; в противном случае матрица называется невырожденной. 

 

IV. Определители матриц n -го порядка вычисляются по правилу 

Лапласа. 
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Определение. Минором 
ij

M  элемента 
ij

a  определителя n -го порядка 

называется определитель  1n -го порядка, который получается в результате 

вычеркивания в определителе n -го порядка строки и столбца, содержащих 

элемент 
ij

a . 

Пример. Например, минор элемента 
32

a  в определителе третьего 

порядка 

987

654

321

 таков: 

6126
64

31
32

M . 

Определение. Алгебраическим дополнением 
ij

A  элемента 
ij

a  

определителя n -го порядка называется его минор, умноженный на   ji
1 : 

 
ij

ji

ij
MA


 1 . 

В предыдущем примере   66)1( 23

32
 A . 

По правилу Лапласа определитель n -го порядка равен сумме 

произведений элементов любой его строки (столбца) на их алгебраические 

дополнения, то есть 

ininiiii

nnnn

inii

n

AaAaAa

aaa

aaa

aaa

 ...

...

............

...

............

...

2211

21

21

11211

, (1) 

где ni ,...,3,2,1  или 

njnjjjjj

nnnjn

nj

nj

AaAaAa

aaa

aaa

aaa

 ...

......

...............

......

......

2211

1

2221

1111

, (2) 

где .,...,3,2,1 nj   
Равенства (1) и (2) называют соответственно разложениями 

определителя матрицы по элементам i -той строки и j -того столбца. Эти 

формулы можно использовать для вычисления определителей матриц. 

Пример. Вычислить определитель матрицы 


















987

654

321

A , разлагая его 

по элементам второго столбца. 

Вычисляем миноры элементов второго столбца: 
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64236
97

64
12 M , 12219

97

31
22 M , 

6126
64

31
32 M . 

Вычисляем алгебраические дополнения элементов второго столбца: 

6)1( 12
21

12   MA , 12)1( 22
22

22   MA , 6)1( 32
23

32   MA . 

Раскладывая определитель по элементам второго столбца, получим 

068)12(562 A . 

Определители матриц обладают следующими свойствами. 

Свойства определителей матриц 

1. Определитель, содержащий нулевую строку (столбец), равен нулю. 

2. Определитель, содержащий две одинаковые строки (столбца) равен 

нулю. 

3. Определитель, содержащий две пропорциональные строки (столбца), 

равен нулю. 

4. Общий множитель всех элементов строки (столбца) определителя 

можно вынести за знак определителя. 

5. Определитель не меняет своего значения при транспонировании. 

6. Перестановка двух строк или двух столбцов определителя 

равносильна его умножению на  1 . 

7. Определитель не изменяется, если к элементам одной из его строк 

(столбцов) прибавить соответствующие элементы другой строки 

(столбца), умноженные на одно и то же число. 

8. Если каждый элемент некоторой строки (столбца) определителя 

представляет собой сумму двух слагаемых, то определитель может 

быть представлен в виде суммы двух определителей: 

db

ca

db

ca

dbb

caа

2

2

1

1

21

21 



. 

 

1.4. Обратная матрица 

Определение. Матрица 1A  называется обратной для квадратной 

матрицы A , если выполняется равенство: 

EAAAA   11 . 

Справедлива следующая теорема: 

Теорема: Если A  - невырожденная квадратная матрица, то 

1) матрица A  имеет обратную; 

2) 1A  единственная. 

Обратная матрица обладает следующими свойствами. 

Свойства обратных матриц 

1.   AA 
 11 . 
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2.   111 
 ABBA . 

3.     11   TT
AA . 

Существует два способа нахождения обратных матриц. 

Способы нахождения обратной матрицы 

1. С использованием алгебраических дополнений: 
T

nnnn

n

n

AAA

AAA

AAA

A
A























...

............

...

...

1

21

22221

11211

1
, 

где 
ij

A  - алгебраическое дополнение элемента 
ij

a  матрицы A . 

2. С помощью элементарных преобразований строк матрицы 

К элементарными преобразованиям строк матрицы относятся 

следующие преобразования: 

1) умножение всех элементов строки матрицы на отличное от нуля число 

0k ; 

2) прибавление к каждому элементу одной строки соответствующего 

элемента другой строки, умноженного на отличное от нуля число 0k . 

При отыскании обратной матрицы этим способом, нужно: 

1) Построить объединённую матрицу: к данной матрице приписать 

справа единичную матрицу: 

















1...0

.........

0...1

...

.........

...

1

111

nnn

n

aa

aa

. 

2) С помощью элементарных преобразований объединённой матрицы 

привести матрицу A  к единичной матрице: 

















nnn

n

bb

bb

...

.........

...

1...0

.........

0...1

1

111

. 

3) Матрица 1A  имеет вид 



















nnn

n

bb

bb

A

...

.........

...

1

111
1 . 

Пример. Найдем двумя способами матрицу, обратную к матрице 











53

21
A . 

1-ый способ: с использованием алгебраических дополнений. 

013251 A , следовательно, обратная матрица существует. 
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55)1( 11

11
 A , 33)1( 21

12
 A , 22)1( 12

21
 A , 

11)1( 22

22
 A . 

Получаем, 































13

25

12

35

1

11

Т

A . 

2-ой способ: с помощью элементарных преобразований строк матрицы: 

.
13

25

10

01

13

01

10

21

13

01

10

21

10

01

53

21
21122212 23




















 














 















 












  rrrrrrrr

 

Таким образом, 













13

251A . 

 

1.5. Матричные уравнения 

Матричными уравнениями называются уравнения вида 

BAX  , BYA , 

где А, В – заданные матрицы, X, Y – неизвестные матрицы. 

Для решения уравнения типа BAX   его нужно умножить на обратную 

к А матрицу 1A  слева: 

BAXA 1
. 

Получим 

BAAXA   11 . 

Учитывая, что EAA 1 , имеем 

BAXE  1  
или, согласно свойствам операций над матрицами, 

BAX  1 . 

Аналогично, умножая обе части уравнения BYA  на 1A  справа, 

получим 
1 ABYA , 

11   ABAYA , 
1 ABYE , 

1 ABY . 

Пример. Решить матричные уравнения BAX  , BYA , где 









53

21
A , 











13

01
B . 
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Решение. Воспользовавшись ранее найденным значением матрицы 1A : 















13

251A , 

получим 
































 

10

21

13

01

13

251 BAX ; 


































 

512

25

13

25

13

011ABY . 

 

1.6. Ранг матрицы 

Определение. Рангом матрицы A  называется наивысший порядок 

отличных от нуля миноров этой матрицы. 

Ранг матрицы A  обозначается rangA . 

Из определения ранга матрицы следует, что: 

1) Ранг матрицы 
nm

A


 не превосходит меньшего из её размеров, то есть 

 nmrangA ;min . 

2) Ранг матрицы равен нулю тогда и только тогда, когда все элементы 

матрицы равны нулю. 

3) Для квадратной матрицы n -го порядка nrangA   тогда и только 

тогда, когда матрица A  невырожденная. 

Пример. Вычислить ранг матрицы 































0201

0603

0402

0804

A . 

Решение. Матрица А имеет четвертый порядок, поэтому 4rangA , но ее 

определитель равен нулю: 0A , так как матрица содержит нулевой столбец, 

поэтому 3rangA . Все миноры третьего порядка тоже содержат нулевой 

столбец и поэтому имеют нулевые определители, значит 2rangA . Все 

миноры второго порядка либо имеют нулевой столбец, либо 

пропорциональные столбцы, поэтому тоже имеют нулевые определители, 

таким образом 1rangA . Поскольку матрица содержит ненулевые элементы, 

то есть невырожденные миноры первого порядка, то 1rangA . 

Очевидно, что ранг трапецеидальной (ступенчатой) матрицы равен 

числу её ненулевых строк. 

Справедлива следующая теорема. 

Теорема. Ранг матрицы не изменяется при элементарных 

преобразованиях матрицы. 
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Каждую матрицу с помощью элементарных преобразований строк и 

столбцов можно привести в ступенчатому виду. Следовательно, для 

отыскания ранга матрицы нужно: 

1) элементарными преобразованиями превратить матрицу в 

трапецеидальную, 

2) подсчитать число ненулевых строк в полученной трапецеидальной 

матрице. 

Пример. Найти ранг матрицы 






















6132

5121

2112

. 

Решение. Приведем матрицу к ступенчатому виду: 





















 






















 

























0000

4110

2112

8220

4110

2112

6132

5121

2112

323313

322
2

2
rrrrrr

rrr

. 

Следовательно, ранг матрицы равен 2. 
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Тема 2. СИСТЕМЫ ЛИНЕЙНЫХ УРАВНЕНИЙ 

 

2.1. Понятие системы линейных уравнений 

 

Система линейных уравнений – это система, имеющая следующий вид: 



















,...

.........................................

,...

,...

2211

22222121

11212111

mnmnmm

nn

nn

bxaxaxa

bxaxaxa

bxaxaxa

 

где 
ij

a  - коэффициенты при неизвестных 
n

xxx ,...,,
21

; 

 
i

b  - свободные члены, ni ,...,3,2,1 , .,...,3,2,1 mj   

Прямоугольная таблица чисел 

,

...

............

...

...

...

21

33231

22221

11211

























mnmm

n

n

n

aaa

aaa

aaa

aaa

A  

составленная из коэффициентов при неизвестных, называется основной 

матрицей системы. 

Расширенной называется матрица 























mmnmm

n

n

b

b

b

aaa

aaa

aaa

BA
...

...

............

...

...

/
2

1

21

22221

11211

, 

которая получается приписыванием к основной матрице системы столбца 

свободных членов. 

Система уравнений называется совместной, если она имеет хотя бы 

одно решение, и несовместной, если она не имеет ни одного решения. 

Справедлива следующая теорема. 

Теорема Кронекера-Капели: Система линейных уравнений совместна 

тогда и только тогда, когда ранг основной матрицы системы равен рангу её 

расширенной матрицы. 

Совместная система линейных уравнений имеет либо одно, либо 

бесконечно много решений. В первом случае она называется определённой, а 

во втором неопределенной. 

 

2.2. Крамеровские системы линейных уравнений 

Крамеровской называют совместную и определённую систему из n  

линейных уравнений с n  неизвестными, то есть систему вида 
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

















....

.........................................

,...

,...

2211

22222121

11212111

nnnnnn

nn

nn

bxaxaxa

bxaxaxa

bxaxaxa

 

Справедливы следующие теоремы: 

Теорема: Система из n  уравнений с n  неизвестными является 

крамеровской тогда и только тогда, определитель её основной матрицы 

отличен от нуля: 0

...

.........

...

1

111



nnn

n

aa

aa

. 

Теорема: Решение крамеровской системы уравнений находится по 

следующим формулам: 




 1

1x , 



 2

2
x , …, 




 n

n
x - формулы Крамера, 

где   - определитель основной матрицы системы, 
k

  - определитель, 

получаемый из определителя   заменой k -го столбца столбцом свободных 

членов. 

Пример. Решить систему уравнений 














.6

,8233

,52

321

321

321

xxx

xxx

xxx

 

Решение. Вычислим определитель основной матрицы системы: 

5

111

233

112





 . 

Он отличен от нуля, следовательно, система крамеровская. 

Находим определители 
k

 : 

15

116

238

115

1 



 , 5

161

283

152

2 



 , 10

611

833

512

3  . 

Следовательно, 31
1 




x , 12

2 



x , 23

3 



x . 

Выполним проверку путем подстановки полученных значений 

неизвестных в исходную систему:  















.6213

,8439

,5216

верно

верно

верно

 

Ответ:  2,1,3 . 
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Если определитель   основной матрицы системы равен нулю и хотя бы 

один из определителей 
1

 , …, 
n

  отличен от нуля, то система не имеет 

решений (несовместна). 

Если 0  и 0...
21


n

, то система либо совсем не имеет 

решений, либо имеет бесконечно много решений. 

Во всех перечисленных случаях, а также при 0  решить систему 

помогает метод Гаусса. 

 

2.3. Метод Гаусса решения систем линейных уравнений 

Метод Гаусса основан на следующих свойствах: 

1) Если в системе поменять местами два уравнения, то система своего 

решения не изменит. 

2) Если одно из уравнений умножить на число, отличное от нуля, то 

система своего решения не изменит. 

3) Если к одному из уравнений системы прибавить другое, умноженное 

на некоторое число, то система своего решения не изменит. 

При решении систем линейных уравнений методом Гаусса составляют 

расширенную матрицу коэффициентов  BA/ . Эту матрицу с помощью 

элементарных преобразований приводят к ступенчатому виду (к 

трапецеидальной форме). Далее по полученной матрице выписывают новую 

систему и решают её методом исключения переменных снизу вверх: начиная 

с последних по номеру переменных находят все остальные. 

Пример. Решить методом Гаусса систему линейных уравнений 





















.77

,823

,525

,6232

4

43

432

4321

x

xx

xxx

xxxx

. 

Решение.  































77000

82300

51250

62132

/ BA . Матрица  BA/  уже имеет 

ступенчатый вид. 

Восстанавливаем систему и решаем её снизу вверх: 





















.77

,823

,525

,6232

4

43

432

4321

x

xx

xxx

xxxx
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



















.1,2362

0,255

2,283

,1

14321

2432

343

4

xxxxx

xxxx

xxx

x

. 

Проверка: 





















.77

,826

,514

,6222

верно

верно

верно

верно

 

Ответ:  1,2,0,1  . 

Пример. Решить методом Гаусса систему линейных уравнений 















.2563

,23

,952

321

321

321

xxx

xxx

xxx

 

Решение.  
























25163

2311

9521

/ BA . Приведем матрицу  BA/  к 

ступенчатому виду: 

 

.

8800

11230

9521

5216120

11230

9521

25163

2311

9521

/ 323313

212

43























 






















 


























rrrrrr

rrr

BA

 

Система примет вид: 















.88

,1123

,952

3

32

321

x

xx

xxx

 

Решаем систему методом исключения переменных снизу вверх:

 















.2,529

3,2113

,1

1321

232

3

xxxx

xxx

x

 

Проверка: 
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













.251186

,2332

,9562

верно

верно

верно

 

Ответ:  1,3,2  . 

Пример. Решить методом Гаусса систему линейных уравнений 















.4432

,5553

,99852

4321

4321

4321

xxxx

xxxx

xxxx

 

Решение. Выписываем расширенную матрицу системы и приводим её к 

ступенчатому виду: 

 

.

00000

11210

55531

11210

11210

55531

44321

99852

55531

44321

55531

99852

/

323

313

212

21

2

















 
















 
















 

























rrr

rrr
rrr

rr
BA

 

Восстанавливаем систему: 









;12

,5553

432

4321

xxx

xxxx
 









;553635

,21

43431

432

xxxxx

xxx
 









.22

,21

431

432

xxx

xxx
 

Проверка: 















.44324222

,9985105424

,55536322

434343

434343

434343

верноxxxxxx

верноxxxxxx

верноxxxxxx

 

Ответ:   .,,,,21,22 21212121 Rcccccccc   

Пример. Решить методом Гаусса систему линейных уравнений 





















.3223

,23

,1232

,235

4321

4321

4321

4321

xxxx

xxxx

xxxx

xxxx

 

Решение. 
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   

.

20000

20211200

910510

21351

1621689600

20211200

910510

21351

9211170

21220

910510

21351

9211170

42440

347130

21351

31223

23111

12132

21351

/

434424

323

33

232

414

313

212

817
2

2
3

3

2

























 



















 

 



























 





























 









































rrrrrr
rrr

rr
rrr

rrr
rrr

rrr

BA

Восстанавливаем систему: 





















.20

,202112

,9105

,235

43

432

4321

xx

xxx

xxxx

 

Система не имеет решений, то есть система несовместна. 

Ответ: система несовместна. 
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Тема 3. СОБСТВЕННЫЕ ЗНАЧЕНИЯ 

И СОБСТВЕННЫЕ ВЕКТОРЫ МАТРИЦЫ 

 

Определение. Число  называется собственным значением квадратной 

матрицы А порядка n, если можно подобрать такой ненулевой n-мерный 

вектор  ⃗ , что выполняется равенство   ⃗   ⃗ . 
Множество всех собственных значений матрицы А совпадает с 

множеством всех решений уравнения |   |   , которое называется 

характеристическим уравнением матрицы А. 

Пример. Найти собственные значения матрицы 

  (
   
   
   

). 

Решение. Составим характеристическое уравнение матрицы А. Так как 

 

    (
   
   
   

)  (
   
   
   

)  (
    
    
   

),  

то 

|   |  |
    
    
   

|        . 

Следовательно, характеристическое уравнение матрицы А имеет вид: 

        . 

Раскладывая левую часть уравнения на множители, получим 

         , 

(   )   (  )   , 

(  )(  )   (  )   , 

(  )((  )   )   , 

(  )(     )   , 

        или         

Следовательно, матрица А имеет два собственных значения: 

   ,      . 

Ответ:    ,       
Определение. Ненулевой вектор  ⃗  называется собственным вектором 

квадратной матрицы А, принадлежащим её собственному значению , если 

выполняется равенство   ⃗   ⃗ . 
Множество всех собственных векторов матрицы А, принадлежащих её 

собственному значению , совпадает с множеством всех ненулевых решений 

однородной системы линейных уравнений (   ) ⃗   ⃗ . Множество 

решений этой системы обозначают  (). 
Пример. Найти собственные значения и собственные векторы 

квадратной матрицы 
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





















1010

0101

1111

0001

A . 

Решение. 

1) Собственные значения матрицы найдём из уравнения |   |  0: 





















































































1010

0101

1111

0001

1000

0100

0010

0001

1010

0101

1111

0001

EA . 

 )1()1()1(

101

010

111

)1( 3 







 







 EA , 

  ,0)1()1()1( 3    

.2,0,1 221    

2) Собственные векторы найдём из системы уравнений (   ) ⃗   ⃗ . 
а) 11   























0010

0001

1101

0000

1EA  . 































































0

0

0

0

0010

0001

1101

0000

4

3

2

1

x

x

x

x

, 















;0

,0

,0

2

1

431

x

x

xxx

 















.

,0

,0

34

2

1

xx

x

x

 

Следовательно,  
.),1;1;0;0()1( RCCA   

б) 12   
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





















1010

0101

1111

0001

2EA  . 































































0

0

0

0

1010

0101

1111

0001

4

3

2

1

x

x

x

x

, 





















;0

,0

,0

,0

42

31

4321

1

xx

xx

xxxx

x

 















.

,0

,0

24

3

1

xx

x

x

 

Следовательно,  
.),1;0;1;0()0( RCCA   

а) 23   































1010

0101

1111

0001

3EA  . 







































































0

0

0

0

1010

0101

1111

0001

4

3

2

1

x

x

x

x

, 





















;0

,0

,0

,0

42

31

4321

1

xx

xx

xxxx

x

 









.

,0

24

31

xx

xx
 

Следовательно,  
.),1;0;1;0()2( RCCA   

Ответ: )1;1;0;0()1( CA , )1;0;1;0()0( CA )1;0;1;0()2( CA  .  
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Приложение 1. ВОПРОСЫ ДЛЯ ПОДГОТОВКИ 

К ПРОМЕЖУТОЧНОЙ АТТЕСТАЦИИ 

 

1. Понятие матрицы. Виды матриц. 

2. Операции над матрицами и их свойства. Примеры. 

3. Определители квадратных матриц. Правила вычисления 

определителей. Примеры. 

4. Свойства определителей. 

5. Обратная матрица. Способы её нахождения. Примеры. 

6. Метод обратной матрицы решения матричных уравнений. Примеры. 

7. Линейная зависимость строк матрицы. Элементарные 

преобразования матриц. Приведение матрицы к ступенчатому виду. Ранг 

матрицы. Примеры. 

8. Системы линейных уравнений. Основная и расширенная матрицы 

системы. Теорема Кронекера-Капели. Виды систем линейных уравнений. 

9. Квадратные неоднородные системы линейных уравнений. Формулы 

Крамера. Примеры. 

10. Нахождение решений произвольной системы линейных уравнений. 

Метод Гаусса. Примеры. 

11. Собственные значения квадратных матриц. Примеры. 

12. Собственные векторы квадратных матриц. Примеры. 
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Приложение 2. ЗАДАНИЯ ДЛЯ КОНТРОЛЬНОЙ РАБОТЫ 

ПО ЛИНЕЙНОЙ АЛГЕБРЕ 
 

1. Дана матрица A  (см. таблицу 1). Найдите матрицу 1A  и установите, 

что EAAAA   11 . 

2. Проверьте, что система линейных уравнений (см. таблицу 2) является 

крамеровской и найдите её решение. Выполните проверку. 

3. Найдите общее решение системы линейных уравнений (см. таблицу 3) 

методом Гаусса. Выполните проверку. 

4. Найти собственные значения и собственные векторы матриц (см. 

таблицу 4). 
 

Таблица 1. Варианты задания 1 
Вариант Матрица Вариант Матрица Вариант Матрица 

1 








25

13
 11 









 25

10
 21 







 

25

13
 

2 






 

54

23
 12 









01

35
 22 









54

23
 

3 






 

20

11
 13 







 

41

22
 23 













20

11
 

4 








02

34
 14 







 

25

13
 24 







 

02

34
 

5 








 25

13
 15 









26

23
 25 









25

13
 

6 








 26

23
 16 









 25

13
 26 













26

23
 

7 








 25

13
 17 













02

34
 27 













25

13
 

8 








41

22
 18 









20

11
 28 









 41

22
 

9 












01

35
 19 







 

54

23
 29 









 01

35
 

10 








25

10
 20 









25

03
 30 













25

10
 

 

Таблица 2. Варианты задания 2 
Вариант Система уравнений Вариант Система уравнений 

1 














.324

,92

,3

321

321

321

xxx

xxx

xxx

 16 














.105

,163

,52

32

31

21

xx

xx

xx
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2 














.1322

,1225

,233

321

321

321

xxx

xxx

xxx

 17 














.52

,7623

,285

321

321

321

xxx

xxx

xxx

 

3 














.0323

,2235

,124

321

321

321

xxx

xxx

xxx

 18 














.3651110

,15235

,15327

321

321

321

xxx

xxx

xxx

 

4 














.1342

,1353

,4525

321

321

321

xxx

xxx

xxx

 19 














.135

,1243

,12

31

321

321

xx

xxx

xxx

 

5 














.043

,23

,1532

321

321

321

xxx

xxx

xxx

 20 














.1625

,16732

,62

321

321

321

xxx

xxx

xxx

 

6 














.7343

,2

,132

321

321

321

xxx

xxx

xxx

 21 














.54

,124

,732

21

321

321

xx

xxx

xxx

 

7 














.21333

,262

,14

321

321

321

xxx

xxx

xxx

 22 














.35

,62

,523

21

321

321

xx

xxx

xxx

 

8 














.353

,32

,032

21

321

321

xx

xxx

xxx

 23 














.324

,92

,3

321

321

321

xxx

xxx

xxx

 

9 














.105

,163

,52

32

31

21

xx

xx

xx

 24 














.1322

,1225

,233

321

321

321

xxx

xxx

xxx

 

10 














.52

,7623

,285

321

321

321

xxx

xxx

xxx

 25 














.0323

,2235

,124

321

321

321

xxx

xxx

xxx

 

11 














.3651110

,15235

,15327

321

321

321

xxx

xxx

xxx

 26 














.1342

,1353

,4525

321

321

321

xxx

xxx

xxx

 

12 














.135

,1243

,12

31

321

321

xx

xxx

xxx

 27 














.0323

,2235

,124

321

321

321

xxx

xxx

xxx

 

13 














.1625

,16732

,62

321

321

321

xxx

xxx

xxx

 28 














.7343

,2

,132

321

321

321

xxx

xxx

xxx
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14 














.54

,124

,732

21

321

321

xx

xxx

xxx

 29 














.21333

,262

,14

321

321

321

xxx

xxx

xxx

 

15 














.35

,62

,523

21

321

321

xx

xxx

xxx

 30 














.353

,32

,032

21

321

321

xx

xxx

xxx

 

 

Таблица 3. Варианты задания 3 
Вари-

ант 
Система уравнений 

Вари-

ант 
Система уравнений 

1 





















1493822

,632533

,63422

,4323

54321

54321

54321

54321

xxxxx

xxxxx

xxxxx

xxxxx

 16 





















11177142

,1755104

,122

,122

54321

54321

54321

54321

xxxxx

xxxxx

xxxxx

xxxxx

 

2 





















134396

,998569

,133873015

,266475

54321

54321

54321

54321

xxxxx

xxxxx

xxxxx

xxxxx

 17 





















375554

,243333

,02

,12

54321

54321

54321

54321

xxxxx

xxxxx

xxxxx

xxxxx

 

3 





















227458

,744854

,293514

,635756

54321

54321

54321

54321

xxxxx

xxxxx

xxxxx

xxxxx

 18 





















22252

,1223

,1322

,02

54321

54321

54321

54321

xxxxx

xxxxx

xxxxx

xxxxx

 

4 





















1262349

,13263

,8625203

,23934215

54321

54321

54321

54321

xxxxx

xxxxx

xxxxx

xxxxx

 19 





















2223

,363245

,9634813

,1422

54321

54321

54321

54321

xxxxx

xxxxx

xxxxx

xxxxx

 

5 





















532527

,464745

,732211

,864413

54321

54321

54321

54321

xxxxx

xxxxx

xxxxx

xxxxx

 20 





















164523

,33242

,7322

,29632

54321

54321

5432

54321

xxxxx

xxxxx

xxxx

xxxxx

 

6 





















6457

,4753

,743235

,65233

54321

5321

54321

54321

xxxxx

xxxx

xxxxx

xxxxx

 21 





















563234

,44223

,04232

,12732

54321

54321

54321

54321

xxxxx

xxxxx

xxxxx

xxxxx

 

7 





















53311

,5323

,2226

,75433

54321

54321

4321

54321

xxxxx

xxxxx

xxxx

xxxxx

 22 





















23363

,44111255

,1232

,1432

54321

54321

54321

54321

xxxxx

xxxxx

xxxxx

xxxxx
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8 





















174242

,743624

,12

,23

54321

54321

4321

5321

xxxxx

xxxxx

xxxx

xxxx

 23 





















585723

,27523

,65372

,423

54321

54321

54321

54321

xxxxx

xxxxx

xxxxx

xxxxx

 

9 





















633242

,11472

,534563

,4232

54321

54321

54321

54321

xxxxx

xxxxx

xxxxx

xxxxx

 24 





















75322

,12532

,4343

,2232

54321

54321

54321

5321

xxxxx

xxxxx

xxxxx

xxxx

 

10 





















764357

,43235

,53248

,1096579

54321

54321

5321

54321

xxxxx

xxxxx

xxxx

xxxxx

 25 





















12

,132

,12

,02432

5432

4321

5321

54321

xxxx

xxxx

xxxx

xxxxx

 

11 





















856274

,42342

,679356

,05936

54321

54321

54321

54321

xxxxx

xxxxx

xxxxx

xxxxx

 26 





















34532

,2311873

,8532

,34532

54321

54321

54321

54321

xxxxx

xxxxx

xxxxx

xxxxx

 

12 





















662257

,793489

,26267

,3344

54321

54321

54321

54321

xxxxx

xxxxx

xxxxx

xxxxx

 27 





















811732

,12224

,101595510

,586348

54321

54321

54321

54321

xxxxx

xxxxx

xxxxx

xxxxx

 

13 





















33423

,45734

,74525

,371065

54321

54321

54321

54321

xxxxx

xxxxx

xxxxx

xxxxx

 28 





















24

,12574

,23

,3332

54321

54321

5321

4321

xxxxx

xxxxx

xxxx

xxxx

 

14 





















71017532

,4222

,232

,3232

54321

54321

54321

54321

xxxxx

xxxxx

xxxxx

xxxxx

 29 





















13244

,332222

,13

,56453

5321

54321

321

54321

xxxx

xxxxx

xxx

xxxxx

 

15 





















12433

,24

,22

,5223

54321

54321

54321

54321

xxxxx

xxxxx

xxxxx

xxxxx

 30 





















7233

,123

,42

,4355

4321

5321

54321

5432

xxxx

xxxx

xxxxx

xxxx

 

 

Таблица 4. Варианты задания 4 
Вари-

ант 

Матрица Вари-

ант 

Матрица Вари-

ант 

Матрица 

1 



























1111

1111

1111

1111

 11 





























1111

1111

1111

1111

 21 





























1111

1111

1111

1111
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2 





















0110

1001

1001

0110

 12 





















1111

1010

0101

1111

 22 



















 

1111

0101

1010

1111

 

3 

























0111

1001

1001

0010

 13 





























1111

1111

1111

1111

 23 





















1101

1011

1101

1011

 

4 





















0001

0010

0100

1000

 14 





























2112

1012

2410

1201

 24 





















1010

0101

1010

0101

 

5 





















1001

0110

0110

1001

 15 





















0101

1010

0101

1010

 25 





























0111

1011

1101

1110

 

6 



























1314

3503

0011

0013

 16 





























1110

1101

1011

0111

 26 





























1110

1101

1011

0111

 

7 



























1111

1111

1111

1111

 17 





























0111

1011

1101

1110

 27 





























0111

1011

1101

1110

 

8 





















1111

0101

1010

1111

 18 





















1011

1101

1011

1101

 28 





























1110

1101

1011

0111

 

9 





















0111

1011

1101

1110

 19 





























0101

1110

0101

1011

 29 





























1110

1101

1011

0111

 

10 





















1110

1101

1011

0111

 20 





















1000

1110

0101

0011

 30 





























0111

1011

1101

1110
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